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ОГЛАВЛЕНТЕ 


“Тасти кинетической. 


ГЛАВА Г. Основные принципы механики и оиредВлени, относя- 
пияся въ свободному махерьяльному т8лу, движуще- 
муся поступательно и кь которому силы приложены 
однородно. 

т) ЗЕ УИ На о сосоодооносово зао песо е ва вес вын ве 
2. МЬето приложеня силы. Силы, однородно-празожениыя кт “Флу; 
ихъ воличины и направленя. . 
Начало ‘параязелограмма силь, однородно-приложенныхь къ жфалу. 
Сиды составляюция и равнодфйетвующая. РавновЗ ее силь.,...... 
4. Силы взаимнодЪйствя. Пачало разенства однородных и противопо- 
ложныхт, сить, ириложенныхть къ различном тВламъ. ветра оовоно 

5. Равныя окнородныя снаы п силы, сообщаония равныя р. 
анчнымЪъ тфламъ. . инь» ` 

6. Везичина силы, однородно-призоженной кь тБлу, равна суммЪ вели> 
чинтЪ однородимжъ сить, приложелныхъ ко вефмъ частямъ тёла.., 
_8_ Елиница массы. Елиница величины силы... -. еее ковио новое 
9. Срелияя плотность хЪФла. Нлотиость вещества вт, какой либо хочк% 
10. Кфличество иникешя тфла, лвижущагося поступательно , 
11, Основные припиинти въ томт, видф, въ какомъ они приведены Пьо- 


ТОНОМТ,. аук ва нь ныя вв ррряов почве ь фев прбротввервьй я 


ТЛАВА П, Основныя начала механики свободныхъ матерьяльныхъ 
точекъ. 


15. Матерьяльная точка, ‚. 
14, Основныя начала вт а къ свободной матерьяльной точек», 
15. ЦФль введошя поняуя о матерьяльной точк1; нь механику. 
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ГЛАВА ПТ, Механика свободной матерьяяльной точки 


Гавнод®йствующая нЁекольцихь снат, одновремсипо призоженныхь 
къ матерьяльно" точкЪ, Силы, взаимно уравиовнииваюнщяся,...... 
Диоференшальныя уравнешя лвижешя свободной матерьязьной точ- 
ки. Примры: 1-й и 2-4... 8 
Интхеграны дяфферентальныхь урооценй движешя свободной ма- 
терьальной точки; число постоянныхь вроизвольныхь; начальное 
положен и начельнан скорость матерьяльной точни. Прныфры: 8-й, 
Случаи прямолинейных движешй а точки. При: 
О О 1213, 4, 15. о И... и 
Вопросы 06% опред хени криволинейнаго движеня ИО ма- 
зерьязьной точки, вт, которых каждое изъ дифференцтальныхь урав- 
ней втераго порядка витегривуется отдЪаьно. ПрииВ т 18-й...... 
Лва према преобразованя дифхререншальныхь уразнел!й движенл 
СВОбОДНОЙ МАТерЬЯЛЬНОЙ ТОЧКИ... тель ть они немок ви неа 
ЭЗначен1е вторыхъ частей дихференщальныхъ уравнений (110) преды- 
шущаго параграфа. Моменть сиды, приложенной къ мазерьяльной 
точил, вокругъ даннаго центра и вокруг данной оби, .....-:...., 
Моменть кочичества движения матерьяльной точки вокруг иентра к 
вокругъ даяной оси, Секторьязьныя скоростн прозкий точки на плоб- 
АОИ ИАЦ ооорюсве ив ореозова5ыв 03} павазби оса оао 
Значене дифференилальныхь уравиенй (110) параграфа 21-го. Ии- 
тограль, выражающие законь илошадей. в 
Рабога силы. Живая сила. Зиачене дифеференщальнаго уравкеия 
рае 2 ее. - 
Закон живой сил нлн вохраненя энерми для одной матерьяльной 
точки, Потеншельная Фхункщя. Полерхности уровня. .,..,.., нь» + 
Примёръ рЭштеня задачи о хривозинейномь движении свобод, ма- 
терьяльной точки полъ вмянемЪъ ть силы, ниБющей потен- 
ллаль, Примуъ 19-й з : а 
НУФкоторыя друмя Формы инхеграловъ И Канне уравяе- 
ай двзиженя свободной маторьяльной О Рае ооо 
ПОВ Поет Сы ЕС 6 Оо ново ваивоВ 
Задачи, вь которыхь гребусися опрежвлать относительное движение 
ИН точки ко отношению къ иеизывинемой средь, ии ющей 
дациос двнкеше; ханы силы, п]иложенныя къ матерьяльной точк\», 
ОНА У оо ос обовобю бов выв "Би соБОБообовыолья 
Положен|я равнов®1н свобохиой ивтерьяльной точки, Уедлев и устой- 
ПОВ ПОЮ 28 И срсозооозевын ось оовооныьво-о 


ГЛАВА ГУ. Механика несвободной матерьяльной точки. 


‚ 


о свободы движеня точки поверхностью, удерживающею 
О НЫ 5Р. сыбао а оно 


59 


87 


34. Ограничене свободы дпижешя точки поверхностью, пеударживало- 
ЦЮ ве СЪ ОДПОЙ СТОРОН = ое ей 
35. Условте, которому должно удоваетворять ускорено хочки, движущейся 
по данной удерживающей поверхности. а 
36. О кривизн® лин, проведепныхЪъ по, понерхности но ани. по- 
Верное а р тео еее 
87. Услове, которому должно удовлетворять ускореве точки, движу- 
шейся по данной неудерживающей поверхносии. „,.,. +. ьжнееьь 


00 Резешя Поверхности о 


40, Дифхесреншальныя уравнетя движетя мазтерьяльной точки по дан- 
ной удерживающей поверхности при дЗйстви заланныхт силъ.. 

41, Закопт живой сииы дня точки, движущейся по поверхности... . 
49, Геодезическая линтя, Прим8ръ 95-Й... зори 
43. Геодезическая кривизна кривой лини, проведенной по поверхности. 
44  Примфры р%шешн вопросов о движен1и по данной удерживаюлцей 
поверхности матерьяльной Точки, подверженной яаданнымъ силамъ. 
Примфры: 26, 27, 

45. Резкн неудерживающей поверхности, Место схода Иа 
точки еъ такой поверхности. еее каенения эне за 
-46._ Тренйе матерьяльной точки о поверхность. Примфръ 28- 1. ов воза 
47. Дифференшальныя уразненвйя, получаюцаяся чрезъ проэвтироване 
ситъ и ускорешя па направаене скорости на пормаль къ поверхпо- 

сти и на ры нормальнаго сЪчешя а 29-1.. 


сие матерьнльной точки на преграду, а. точки на т 


НОСТЬ. „уе новое рвов о фо пе рова весия 


50. Диеференилальныя уравиешя лвижешя матеръяльной точки, езобода 


движея которой ограничена двумя пересзкаюзщимиея поверхно- 
ОТЯМИ, зелья жк ь 
51, Законъ живой силы для матерьяльной точки, дв ны по кривой 
линш. еее уе вето енот ине нни ны + жена еник 


62 а т лиза, удерживающей а. С на себ», 


Павловсхенцкы 5% ПИВО ре ва ое 
58. ПримЪры рЬшен!й вопросовь о движения малерьяльной точки по дан- 
ной кривой диши. Примбры: 80, 81, 62, 38, 34, 85 
54. Вопросы и задачи о движеш!и исевобохлой матерьяльной точки, кото- ^ 
рыя могу тъ быть принедень къ опредфлению. относительнаго движе- 
щя точки ио отпошенно къ ифкоторой к р Иримбры 
36, 27, 38, В9, 40, 41.. НЯНИ О РАНЫ У 119005 = 
ВН _58. Подожешя ВН ие НЫ точки. нь 
`` 2, 43, 44. 45, 46, 41, 46.... 
_ 56, Импульсъ сиды. ., 
57. Мтновенныя силы., 
58. Ударъ матерьяльной точки о ОИ | ВН. 
ры 49, 50, 51, 52,, Во юра ОВ ола еси ое 


191 


288 


У! 


ГЛАВА У. Дихферениальныя уравнешя движеня системы матеръ- 
яльныжь точек, 


5). Поняше о систем матерьяльныхь „точек Свизи. Прим, 58-1, ра 


554 1 о оовьзозвавобосое дзобди орд оваювьныа ее зао оон 
60. о между скоростями точек, связанныхь удерживающею 
СВЯЗЬЮ ‚ель, иронии ва ту о кво фона нение 


61. Дихереншальные параметры связи и ихъ направлен!я.. .....:.:... 
62, Раземотрёше равенства (493). Примбры 53-й, 57-й, 58-й, 59-й....... 
63. Зависимость между скоростями точек, связанных ь невудерживающею 
связью, ПримВры 54-й, 55-1, 56-Й, 60-Й, ,.........зееекинениньнаи 
64 Оовокупгыя диффоерональтыя уравцея движешя системы свобод- 
ныхт, матерьяльныхз, точекъ. Примбры 61-й, 62-8, 68-Й... 
65. Дитференщальныя уразиешя лвиженя системи матерьяль _хь то- 
чекь, подверженныхь ареградамь, но не евязанныхъ между собою 
никакими связями... , 
66. Услове, которому дол; 
вемыхт, какою ибо СВЕЗЫЮ, с езеь, бука ооо он вит ифлны 


Стр. 


87. Совокупность реакрй связи. (Примфры 58-й, 57-й, 58-й, 59-й)........-829 


68, Реакщи исудерживающей связи. (Примфры 54-й, 55-й, 56-й)...,..., 
69. Совокупныя дифференщальныя уравненя лвижешя системы маторь- 
наьныхь тоискт., связанных одною связью.,....... 
70, Совокуциыя дичкееретшальныя урависшя движен1я системы точек/ь, 
ФВЯЗапиыхжь иВеколькими оВЯЗЯМИ. ..., ео олонекиенетиннн кокквеи 
1 Призедее совокупности (517) къ (8% — 2) В а дифререн- 
щальнымь уравиешямь с такимъ же числом искомыхъ Функий 
ПАН ро поозвоововюер ое раенив о в ое оно ню Ю с. 
72. Координатные параметры; число независнмыхт, координатных вара- 
метровъ для данной системы ‘несвободных точекъ... .. чим 
78, Дифференциальный уравнен1я Лагранжа. Примбры 64-й, 65-й, 664 
74, Гамильтонова Форма лихференшальныхь уравненй движеня.,..,., 
75. Возможныя варьящи положетй дапиой снстемы точен; позможиыя 
зарьяши коордииал”ь и коорхинатныхть» параметров заяви уе 
78. Равенство, сосдиняю:цее въ» себ всю совокупность дизреренциаль- 
ных урависй хвижезя точекъ сиетемы,... ^. 25а 
77. Варьящя скорости точки и скорость варьяциг движущейся хочки.... 
78. Вывод» диьеФерениальныхть уравнен!й Лагранжа изъ равенства (567). 
79. Ноложешя равиовфс:я системы мажерьяльныхь точекъ. Уравнешя 
равновЪ я ситъ, приложенныхъ кт» систем матерьяльныхь точек, 
Условя Во ЗАДАВАСМУТЬ СИ ь ле еее 
$0. Равенство, сосдлиняющее въ себЪ вею совокупность мочи Е 
ВСЯ. в ., 
ея Такъ называсмыя начаза: возможных НЕ н ИЕ 
2. НЪкоторыя свздя относижельно истори! открьийн начала возмож- 
ныхъ пером шенйй и н% которые способы непоередствениато локаза- 
ТОЛЬСТВа Этого ПАЧалЯ.. еее озна кинка ко вби ро ан о оев 


347 


340 
р 


854 
861 
872 


388 
890 
396 
398 
399 
400 


406 


$8 } Стр. 
ГЛАВА У! Обь нитогралахт, совокупныхь дифоероншальныхь 
уравнен движеня системы точек, 


Первые и вторые интегралы лихФереищальныхь уразненй движеня 

данной онехемы точекь; число постоянныхь произвольныхь...,.. 
84 Интегралы совокупности (554) ихФхеренщальныхь уразненй перваго 

ПО Обо окйоо сое ГоБОНОраБЫб Вало ново ноев лз 29 


ГЛАВА УП. Законъ движеня центра, пнерши. 


. Составлен1е дичьоренщальныхь уравнешй движеня центра инерции 

Системы Мате ЛЬНЫ В ОЖОЧОКТЬ = ооо а ето ео 
86. Цевтрь инерщи спежемы матерьяльныхт точектъ..,..:.. не ччиньи,е 498 
87. Зацонъ хвижевя центра пнерии системы матерьяльныхь хочекь... 427 . 
88. Пфеколько замфчавй относительно о положеня центра 

инерции системы заторьяльтых”Ъ точекъ,.. еек, 
89, Обт, томъ, какъ разематривается сплошное о пъ механикЪ сиете- 

ВТ МАЖЕОЕНАЬНРИЕЬ ГОО ое ь 481 
90, Пентръ инерции! сплошнаго твла......... Вов еио ка оао 2 
91. ОпредВлен!е положеня центра инерши сплошныхъ тфль, поворхно- 

стей и лин. о 67-й, 68, 69, 70, 71, 72, 78, 74, 75, 16, 17, 98, 

79, 80, 81, 32, 83, 84. Ва 


ВЕВеЗово У: вк И 


ТЛАВА УП, Закон площадей 


93. Состаплене трехъ дифферонщальныхь уравнешй, „и... г зе." 44$ 
94. Главный моментъ сить вокруг даннаго центра. Перемфна центра 
моментовъ, Главный векторъ.., 
95. Главный моментъ количествт, движентя системы матерьальныхь то- 
ЗН огро но оу ране чозоы #8 АА. Чо оовот ве ... 454 
96. Значене НЫНЕ уравнений (628), составленныхъ вт $ 98. 456 
97. Видъ дихфоренщальныхь уравнений (628) въ тЬхъ случаяхь, въ ко- 
торыхъ гяавный моментъ роакшй равеяь нулю. нЕ ..... 456 
98, Иитоеграль, выражаюние закон площадей, " Неизмфияонал плоскость, 457 
2%. Законъ нлонхадей въ относптельноль движенти енсхемы матерьядль- 
ных точекъ по отношенио кл исизмфияемой средь, имфющей посту- 
пательное движеше вм ст съ центромъ плерйи системи. лень: 201 
100. Примзры случаввтъ, въ которых” законы площадей имфють м%ето, 
Приыфры 61-1, 62-й, 85-й, 66-Й... ь зе зичненяе ем сь 366 
г Главный моменть количествъ движеня сплошнато а ... 470 
02. Главный моменту количеств движеня неизмняемой системы то- 
чекъ или твердаго р проэкити его на неёподвижныя оси коорди- 
ИРИНЫ Ор 50 об ОВО Зо ооо ея ЗОВО пене. 470: 


иена ее рее еее ньо в 449 


ЗбоСс 


_108. Проэкции главнаго момента количествъ двнженя неизы$няемой сис- 


тёмы точекз, на оси координатъ, неизы®нно связанныя-съ этою вис- 
темою. „478 _ 
104. Момент пненуи.,:..., 


Ут - | . 


85 Стр. 
105. Завиеимоеть между моментами инергии вокругь осей, преходящихь 
черезъ одну и ту же точку. Эллицеолдь иперши. Глалиыя оси инер- 

И ооо зовв особ бо вов обе боваванонаанынао а ВооавеооаанЕ и 
106. Завиеимость между моментами пнорши понругь парпллельныхь осей. 480_ 
107. По центральныхеь главным осямтъ и моментамь инеуц!м могутть быть 

опрелфлены эзлипеонды ннерши во вебхъ прочихъ точках проетран- 

ЗУ оо оооонетьюааын ов 
108, Эзяилтичесв:!я координаты... . 5 
109. Квадратичные моменты: рН и относительно илоскостей. НЕЕ 

сонды: осповной п гиралцонный, Плечи инерейм, ..... еси нььььь, 438 
110. Прихвры въычсиеленя моментов инерши иЪкоторыхъ твлъ. Примф- 

ры: 86-й, 87, 88, 89, 00, 91, 92, 98, 04, 9Б, 96, 97, 98... рее нь. 491 


ГЛАВА [Х. Закопь живой силы, 


2. Сосхававше дифференальнаго уравневя......, 
ож имя потеншать,., 
3 ы, Законь живой силы, . с ь 
75. _Работа задавасмыхь сить. НЫ энермя..,, 
116. Клвая енла сыстемы равиа живой сил движеня и инерцуи, 
сложенной съ суммого живых Сил отнНоситеваьныхь дВижени точекь 
систем по отиошенцо кт, воображаемой нонам Аняемой сред, сопер- 
шалошей поступатеаиное движешо выфет съ цеитромть инерции 
117. Злвая сила лвижешя тлердаго гла. , 
О 


ГЛАВА Х. Ирим6ры и задачи” 


Прихёръ 61-й......, 
Примфръ 62-й, 68-й...., 558 бл 
ПримЪрь 64-й, 66-Й... зуеннньь са На 

Зои Воск Вон 


ГЛАВА Х1, О движенти тверхаго тТла, 


1, Жихферсииальнихи уравиеваи движеши евободнаго твордаго зла... 586 __ 
120. Такт называемое вращен?е тверлаго тЪла по инерции... нь». 
121. Разигие между главными осями ры ло отношению кл, и 

О Е а 
122. Вралцательное движензс по и такого оао тВла, цент аль- 
ный эллипсоидлъ котораго ость эллинсондъ врашеяя или тнаръ.,,... 571 
123. Примфры силтъ, при дЪйств!и которыхь свободисе твердое «Ъло вра- 
пастея по инорщи вокругь евоего центра ннерщи, Примбры 99 
100-й...... о .:« 578 
124, Главный векторуь и а момент силь, приаожениыхь къ твер- 
дому тфлу и пурошихь потемиалт,. Примфры ТОТ, 109, 103..,...... 574 


8 
125 


126. 


188. 


‚ Прим ръ 104-й... 


‚ Уснме, потребное для измВнешя направлевая оси симметрия 5 


1х 


` Стр. 


Элдемситарная работа вофжъь задаваемых силЪ, приложениыхь к 
О 
Движене свободнаго твердаго тбла, къ которому приложены енлы, 
пиБония потениааяь, выражаслмй Формудотю (810); пеитральный эл- 
знасопль ннерщи еФха, есть эллиисондь працеия, „ее ееьененьее 


Несвоболныя твердыя тЪла; чмело схешеной езободы.....,. 


. Дихферснщаньныя уравнезмя движеня несвободнаго твердаго еЗла, 


ВОДА ПЯТЬ СХеПеНеЙ ОВО, све ее еее ле ва ор боб ь 


. НЁЪкоторые прим$ры уславй, ограничивающих одну схепень сво- 


оды дважошя нерхаро То, ине тонов Че аресте 
Примбры ршешя вопросонть относитезтно данжешя тяжезыхь тВль 
по ихоскостямь. Примбры 105, 106, 107, 108, 109.,........, зуеньке 
Дифоеренщальныя уравиец т движеня тверлаго тала, имощаго 
менфе пяти степеней свободы...., БозНреео 
Вращение твердаго тЪла вокругь исполвижной точки, И ры 110, 
ны ана на ТВ случан, въ ВЕ ось симметруи е\ма, созер- 
шаеть постоянную прецессло, ие имя нутащи ., еее теньье 


врашатощагося по инерши вокругъ этой оси... . 


. Пруборь, служат для лемонстрировая вращеня ВИНЕ уВла 


зокругь неподвижной точки подь эмяземь сним тижести, о ьньь 


. Твердое бло, име ноподвижную зочку опоры, опирается кром 


того свою поверхностью па новерхность другаго ненолвижнаго 
та, Перимотрическое нракеше. Прим ръ 112... леееньень я 


„5 Вращен! твердаго тБав вокругт, постопитой неподвижной оси. Дих- 


189. 
0. 
141. 
142 

148. 


144 


Форениальное уравнеше вращешя и выраженя редкий связей, ,.., 
Давяешя зрацающагося тЪла на точки опоры его постоянной оси 
Условя, прн которыхъ ось твердаго т%ха можеть быть свободною 
Об ОЯННОЮ О СВЮ ВОО ее 
Примфры опредЪлен!я закона вращеня чверлаго т$ла вокругъ по- 
стояпной оси полъ вщмянтемъь данныхь снят. Физическй маятникъ 
Трим®ры 118, 114, „линь. р ОЕтЕИЫ 
ДиоФерсишальняй уравнения движеня и © "вла, Сай 
проэкиаа иоличествь хвижеойя м их момонхомь на подмижныя ое, 
не связаниыя съ твердым тЁломъ, ид имфюция „тачано въ пептрв 
О оолововые но АО о заса Нос оо о зая 
ДЦвижеще охноролиако т по Занной поверхностн, а 115, 

116, 117, 118 неа 
Диеферентлальныя уравнещя относит льнаго дви зевя тверлаго 1 
по отномевйю къ данной нензмняемой сред, имющей собственное 
С 
Вопросы и задачи ео ий относительнато лвиженйя твер- 
даго тБла по отношенно къ данной нензмЪняемой средЪ. Примфры 
О ТТ... 


587 


591 
605 
608 
609 
614 


625 


641 


656 


978 _ 
676 
673 
684 
686 
700 


704 


$3 з ь Стр. 
ЛАВА ХП. О составлен диФференщальныхю уравнойй лвиже- 

ии гибкихт, и деформируемых сллошныхь тытгь, Гиб- 

кая ить. 


145. Продположеня, дфаемыя относительно силъ ваимпод®йств!я между —# 
о сано с вьсяыоа 
146, Шесть чакихь диФференшаленыхь уравнений для каждой части 
тфаа, изъ которыхь неклочены величины всЪхъ внутреннихъ енлтъ 
АЙ ЗНАЬ, сооообое ов осо отадосю о Во А ие 
) 147. Ращусъ серы дЪйствя частичныхь Сить... ,.,.. зу ееекенеенннияе 717 
Пяиеаенио, (6154255) зао вотоны о обаЗЮЗЮ В бен Нее Оше ОрбазоеИ В 
149. Выражен1я проэкшй на оси координатт, главиаго всктора п глазиаго 
момента папряженй, дЪйствующихъ на часть тёза.,.. . 721 
150. Изм5решя наприжешя, дЪйетвующаго въ тои данной поверхно- 
сти. Данлоня, пазяжешня и танхонтаюыиыяя папряжешя. ,...,....,. 728 
151. Силы, ириложениыя къ элементамь объема силошиаго тВла......., 725 


152, Новый видь уравнешй (904) +... -. ее урь к гьзоко Кез оунобожвакьв 787 
158, Примбнене ай (994) къ элементариому параллелопипелу сизоти- 
наго тфла......... оваряо нео Обо аыне ПАоараиисо в 


154. Прим нене ОТ (994) къ элементарному ДНЕ оон 
355. Сллопшее тВло, имфюшее видъ весьма тонкой нихи ихи проволки 
Линейная плотность. Разечезь оля на сдинипу лиины оси нитн.... 787 
156. Примфнеше уравнешй (994, а, В, с) кь элементу нити... -.-ъьеьь., 740 
157. Примфнеше уралномй (094, @, г, У) къ элементу внолн гибкой нихи, 741 
158. Уравиеия (1015) въ примбиеыи кз, гибкой безконечио-тонкой нити, 
кт, которой вибыийя спа нрихожены спхонтиыми. обравомт........ 744 


ГЛАВА ХЦ. О положеняхт, равнов$ я системы малерьязьныхь 
точен, твердыхЪ ль п гибких иетой, 


159, ЗамЪчаня относительно числа. уравнений равновф ся и числа связей. 
ее 645 
180.-Усломя равновЪеля силь, ирихоженныхь къ тверлому тЪлу.......,. 75 
161. Услоше, при которозз» совокупность сплъ, приложенных къ езо- 
бодному тлердому тБлу, можеть быть ураппов мена олною сито, . . $2258— 
162. Общее зам чае относительно одного нр!@ма, упохребляемато въ 


элементарной стажик В. ны Руку врУБЬ сс Ч зв ывсне вов’ 
У ПИБ овы  зогаето ве А РО ЗВОН а ео орк 9 
——- 
164. Совокупность, сиу ъ, эквивалентная и, Ма: 5 попе васововееа св 
165. Совокулность сизь, не удоплетворяющая условно (687). Приведете 
совокупиости сить къ каноническому виду... + усов ннек 
166. Совокупность параллельных снлъ.. уе кре аекь, зоне 
ь р 
167, Теорема ИТаля.. И 


188. Совокупность сить, ОНУ къ двумъ силамъ, привести къ ка- 
ноничеекому килу. РавновЪо< трех силь, приложенныхь къ сво- 
бодному твердому чфлу. ....-., ен чрьльрньь ово ь 6 

_189. Положеня равновБ и ноевободнаго твердаго тфла. ПримБры: 
ТО 125. 129, 180.191 32 тв 
еее 


769 


770 


=. 


; Ж 


85 Стр. 
170, Положешя равновфая какой либо системы, подперженной дЪйствио 
силъ, ииВющихь потеиаль, Кризерумъ устойчивости ралновейл. 
Принфры 58, ТВ еее оны я 
Иры 18О А 
172. Веревочные многоугольники „. зу -ие инь, енко иене етении и. 904 
173. ЦиФференщальныя уравнен!я равиовЗ я гибкой безконечно-тонкой 
О ЗОНУ оо лоовороссовоовов овооюо воров азооазаенодсе ВИ, 
174. Обице законы относительно натяженя и кривизны вх точках гиб- 
кой нерастяжимой нитн, находящейся въ разнон%еи. Связь между 
вопросами о разновЪе гибкой нити н вопросами о движени ма- 
"ТЕДАЯЛЬНОЙ О И ео 
175. Примбры зопросоть относительно положснй равнов$ я свободной 
гибкой нерастяжимой нити. Прим ры 154, 155, 156, 157, 158, 159... 815 
116. Подожен1е раплояфея гибкой нерастяжимой нити, помфщенной на 
данной поверхпости Геодезическет лини Примфумы 160, 161.,....-. 828 


ГЛАВА ХГУ. 0Обт ударЪ системы точекь п твердыхть тфлъь 6 
связи 


177. Ударь системы свободныхь матерьяльныхь точек о связь. При- 
80, ЧО ИО овозачевось взоброовы Зоне но вобовосава заросос 
178. Уларъ системы матеръяльныхь точекъ, связанных удерживающими 
связями, о спязь ноудерживающую. Прямфры 165, 166, 167. ..... 
+ ДБйстве мгповенныхт сил па слободное твердое тфло,,....., 
Дъйств1е мгновенной силы ина твердое тло, имёющес постоянную 
неполвижную ось, вокругь которой оно можеть враицальея” и 
улара...... $ 602 
181 О соударенш Ва оне о ров 188, 160, 10. 1805 
182. Мгновенное измЪнене живой силы системы малерьяльныхь хочекъ 
велфдетв1е приложеня къ нимъ меновенныхь силъ... 869 
188. Теоремы Карно.. о а 67 
184, Теорема Уильяма,  Томеон, Примфрт 171.. вововозаавововазасыь 1347 
Торна, Борераная. ооо а дихрорееаеных 99 
186. ОлВдствя мгиовениато уннчтожешия или разрыва одной изъ связей, 
удержнвавилихь поконвллутося систему въ положении равновс1я,... 882 


ОШИБКИ, ЗАМЪЧЕННЫЯ ВО ВТОРОМЪ ТОМЪ. 


Стр. Строка св. Напечатоно; Должсно быть: 
39 9 координатъ: координать 
= 1 Ио но 
50 предпослВдияя Уз’-Н йо о’ -= У 
9ф аз дф аа 
В | =. —-- 
51 4 спизу а. Е 
53 15 фз фь фа Фи, Фо 
7: * посябдияя У Уфы 
98  поскъиняя ря Я 
91 т площади удвоенной плошади 
101 предпося$дияя годограхь количества дви- годограхь момента количе- 
жешя ства движешя 
127 10 ви- си- 
128 15 (192) (193} 
130 10 Ур, ЯУ2ь, 
134 21 у" — у" = 
165 15 З@ що вто р 
166 8 — 2 (зщ А -н 2 (зщ А -н 
169 10 Положеше Полохешя 
т 
21 7 И, 00 0. + 580 
” 2 2 
172 15 20? 00 


я 2 


У 


Стр. Строка св 


175 10 
188 7 
292 2 
196 19 
20 7 
205 17 
215 Ттиа 
233 6 
— 8 
237 14 
243. 18 
246 23 
270 5 
272 12 
301 4 
315 21 
345 20 
== и 
371 23 
389 8 
434 7 
ве 8 
441 5 
456 2 
485 9 
=. 9 
527 10 
540 
544 


Напенатано: Долаено быйны 

{2395 515) {259 513) 
( 9; 90° \3 

229) (= 

воз (и, М) #1 20$ (и, №) 

ах 4у\2 
() (=) 

привизны кривизны 

из 20) 98 Фо и? (г зи Фо) З№ Фо 


часть проэкши граэктоми ирозкцт на горизонаальную 
на горизонтальную илос- млоскость храэктоми, опи- 
хосхь; сываемой точкою въ одном 


изъ такихъ движенй; 


Ио Го 

— ть — на 

(330) - (389) 

Зуква Д на чертежь 23 не. помфщена, по ошшибк% 

точки тяжелой точки 

вилъ, енть, кохла матерьяльнан 


зочка ийхолится въ локоф. 


тУлько только 
Если Если 
отъ 8 равна отъ з по ё равны 
@= , 8: = 
5 = == 
— 200 — 260 
составлевны, составленныя 
точки А точки В 
зочки Ст точки В, 
Син СЛ, ОЛ; и СР 
{& именио — 4с] (а именно: 4е) ь 
Вь- № Ву 
М и 
Сь — би Ск — 
м М 
равна: равна корню квадратному 
изъ: 


По ошибкЪ означена отранниетю 550-ю. 


Зъ дихоеренщаельныхь уравиеняхъ (762) вмФото (Шо)Е» 
(Рю) › (Льдё должны быть (Ле)ё › (е)» (Лоде. 


54А 
548 


Стр. Строка св. 


9 


3 снизу 
преллослёдняя 
6 
4и9 
18 
предпослдняя 
27 
8 
7 снизу 
1 снизу 
18 


13 
11 и 12 


Напечатано; Должно быти: 


№ — бо %— 2 


Въ первой части уравзнемя (567, ®) по ошибк® пропу- 
шезы слфауоние члены: 


@(лю)Е @(ль) @(ак)е 
= 3—2 0 


[2 24° 

—42» — 92, 

(522 — 5,1) {0 — 7) 

У1 -= созВ сова -н- 05° В У! 2 603 В 603 & -- 6052 В 
28 05 

дую даю 

(ТЕ Е (еде 

2ю 31 4 608 Ж4 20 ЗФ; 603 №4 
— 2ю 608 $4 — дю 608 $4 

о — #6 —#*% 

2 — я —* 

уголь произволень : уголь а производенъ 
—29( — 29 ( 
возростаетъ возросталолть 
(у, ПИФ и, 
бо?ь 12 боль? 

6083 В 608? В 

кругь @ трузт @ 

608 ф 605 ф 
Направлен!е Направленя 
опредвалется опрелВаяются 
-7 Вов № 605 Ф 
иротивопололу а противоположно 


Вся вторая часть этого равенства, доляза быть со зна- 
комъ минусъ 


Оби Фи 
Ч 59 
[7 С 02 Оз 
Ви В 9. 


9 


Хх 


Стр, Строка св, 


— 14 
786  посаФдняя 
968 12 

=: 16 


825 7 снизу 


Нилечатоно: 
Ва _ бы 
2 %& 
р 
Ви 
ОМВ 
— ВАА 
АА 


Должно быть: 


— Вы? ©, — С? 0. 
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Профессоръ С.-Петербургскаго Университета. 


П. 


АСТ КАН ОКАЯ. 


МЕХАНИКА МАТЕРЬЯЛЬНЫХ.Ь ТОЧЕКЪ И СИСТЕМЪ, 
ИЗЪ НИХЪЬ СОСТАВЛЕННЫХЪ. 


1881 — 1883. 


ооо —— 


С-ПЕТЕРБУРГ, 


Тинограая Импарлторской Академт Наукъ, 
(Вас. Оолр,, 9 лив., № 12.) 
1555. 


п. 
ЧАСТЬ КИНЕТИЧЕСКАЯ, 


МЕХАНИКА СИСТЕМЪ, СОСТАВЛЕННЫХЪ ИЗЪ 
МАТЕРЬЯЛЬНЫХЪ ТЧЕЕЪ. 


О 


ГЛАВА У. 


Дифференшальныя уравненя движщеня системы матерьяль- 
ныхь юченъ. к 


$ 59. Понят!6 о снстемв матерьяльныхь точекъ. Связи, 

Ели нФовольво матерьяльныхь точекъ подвержены такимь 
силамъ или подчинены тавимъ усломямъ, что, при опредблени 
Движеня одной изъ точекь, приходитея принимать въ разочеть 
в прочя точки безъ исключеня, то тавая грушва точекъ на- 
зывадтея системою малтерояльных точеко. 

р е716 выразиться иначе: нфокольво натерьяльныхь точевъ 
образують одиу слетену, если оущеетврють обетоятельства, дёлаю- 
я эти точки настолько зависнуыми одна оть другой, что, при 
отредфлени лвижешя, совершаемаго одною изъ нихъ, приходится 
неизофжно принимать въ И движеня вефхь прочахъ толекъ.) 

Оббтоятельетва, устанавливаюния завиенмость между матерьяль- 
ныий точками системы, могут заключаться: 

@] въ тошь, что силы, плиложенных кт, точвалгь системы, за- 
висять оть воординать и скоростей другихь точекъ той же системы; 

5) въ сущетвованши киненатаческихь соязей иежду точками 
сиетемы. 

Связью (Пайзов) называется услове, въ силу котораго ко- 
ординаты нБоволькихъ точевъ системы должны удовлетворять н$- 
Боторому равенетву или неравекетву, 

ПИЯ 

римфръ 53. Услове, въ силу котораго разетояне между двуня 
ТОчБами а (координаты 2, 1; 2) И; ть (координаты 4», У», 28) 
должно оставаться поетоянинуъ, выразится слдующимь равонствомъ: 


(6, ==ау =. (9. ==) не (=, м == 0, 
20 


8 — 


ИЛИ 


+ Им, виа 1=0, 


тд { есть величина разетоямя, 

Эту связь можло предетавить се0% въ вид виолн® твердато 
безконочно-тонхато стержня, на кониахЪ котораго находяуся свя- 
зывасмыя имъ малерьяльцыя точки. 7 

Принёръ 54. Связь, предетавляоная бозкопечно-тонкою, гиб- 
коЮ, порастяжимою и поимвющею массы р нитью, связывающею 
точки 2 и 2 выразится слВдующимь ублонемт: 


Ре Че 2,У, 


такъ кавъ разстояще между точками не Должно быть боле длины 
{ нити, но можеть быть разно нли менфе {. 
Принфрь 55. Увлов!е: 


2 $ ь м 
(2, —2,) Но) (=) = 
выражаеть, что разетояне между лвуня точками не должно быть 
мене Г, во можеть быть равно ии боле [, эту связь можно 
прелотавить свбЪ такииъ образом, какъ будто-бы точки и и 9, 
были центрами двух твердыхь шаровъ, вумиа радтусовъ которыхъ 
равпяетея 0. 
Принфръ 56. Услове: 
Ти | И 
ЕВ 
т я 2 
т = + Ув, —+) + (и— у) (а =) 
п ИГ Й ЕВ 
уд = Иж (и) (@&— 2), 
связывающее координаты трехь точекъ ив, т», т, выражаеть, 
что сумна разетолный точекъ | тж, и 2 оть точки 7» должна 
быть не боле {; связь эту ОНО продетавить себ подъ сяЗдую- 
ми зидомь: точки 2, И 9 прикрёилены къ копцамь гибкой, 
церастяжимой нити (длины 7), вдоль мо которой, не сходя съ нея, 
МОЖеТЪ СкОЛЬЗИТЬ Точка 92. 


т 


каз ВА 


Апалитичесвое выражено связи ил зОчии жозкеччь зажию- 
чать ВЪ 660%, крой координьеь точеюь и постоятпихь параме- 
тровь, еще и время; палримууъ, зсли стержень, связывающий точки 
и и т, нзифняеть съ течешень времени свою длину по закону: 


1-Е @ Шуе", 


ТЛВ ( есть длина еторжня вь моменеь #=0, 5 { — длина ого 
в, момотеь #, то связь эть выразится сяфлующимь разенегвомь: 


-- И, — «А, фи = Ве“, 


ТЛВ 2, И, 2, 2» У, #2 ОЬ фоорлинаты положешй, занимае- 
Жыхь точками % и 2) ВЪ моментЪ #. 
Веяым связи между точками и, И, Ж.-Ж 
Ы—— [: 
могугь быть выражены: одн — равенотвамя: 


в (<, у, 2, Ту, в... быв, 9=0,.... (491) 
и — условими: 
друми — 
8 (27, Че 2 а, Уз, Вл - Ч, Уь 8, )=0, .... (492) 


ТЛВ 91, Уз, 21, а, Уз, 2)... - 4, Уз В ьь Я Уы, аа ВИТЬ КбОр- 
ДиНАЛы Положевй, занимаеныхь точками 9, 9... ..%,.... 
в моненх $ & в*) означають фупюцио этихъ координат и вре- 
мени #; эзь фушашя можеть ме заключаль времени и иЪкоторыхь 
изъ коорлзнать; видъ ся опредвляотся конетруктею связи. 

(Соегавляя апалитическое выражено какой-либо связи, мы 
будемь писать его тавимь образомь, чтобы вов члены равецетва, 
или неравенства, заключались въ первой его части; если тогда 
Цолучитея вырженте вида: 


а, о а а 9 бить: бь 9, = 0, 


*} Эту букву мы предиазиачимь цеключительно для обозначены нер= 


вых частой выражешии спизей. . 
20% 


к он — 
5, 


то ны можемь привести его къ вилу (492) положивъ: 


Связи, выражаеныя равепетвами, называются удеросиввнонизии 
связями, & ТВ связи, которыя выражаются условяни вида (492), 
азываются боязями неудерживающими”“). 


$ 60. Зависимость между скоростями точек, связаи- 
ныхъ удерживающею связью. 


Улерживающая связь (491), существующая можду точками 
70. т, ....П....» КОЦускаеть только тая ДВИЖОНЯ ЭТИХЪ 
точекь, ири которыхъь одвовременныя скорости точекъ удовяе- 
творяютъ елфлующему уравнешио: 


‚дв Ча | 08 Ч, п 08 (а, Ла дн т 

дж 4 Г 0%, @ о, м жк 

дв Чу | 08 Чу, 08 9; | 08 Чу» 
Году, @ Я бу. @ -..9 ду; @ '’"`Т ди, & р 


08 Че, | 03 42, дв 2: дв Ча, | д д 
Е а А и О 8) 


линейному отпосительно ипрозкий на оси координать скоростей 
точек. 


Первую часть этого равепетва, представляющую полную ироиз- 
водную оть фу ШИ з по & мы будемь изображаль, для краг- 
КОСТИ, ТАЕЪ: 


*) Сомову, пазывасть, связи иервато рода, — закрьйляющими. & связи 
второго рода, — незакрьяляющинии; см, Рацюнальцую механику, кинемалиу. 
стр. 266. 
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аз нь 08 р: 0 | С ‚. } 
ты 5 а У, +2.) ... (494) 
поэчому, равенетво (493) будемъ писать въ такомь вид®: 
98 08 98 08 к. ‹ 
(а Я, + жа) =0,.... (493) 


а& ипотда даже и въ такомъ: 


и) 


Уравнене (493) п друмя разюнства, нроистекалотия изъ су- 


*) По прежнему мы булемъ обозиачать частишя пропаводиыл помоноью 
круглыхь 0, & полиыя ироизводпыя помошью прямых & лаприм у: 


08 08 дв 
0’ дк’ ду, 


суть частаыя ироизводиитя огь фупециг з по 2 и, а 


ав 
@ 
есть полная иронзводпая от в но & 
**) Знак: > 
— 
У 
= 


служить для сокраценнато писали сумиы # чаленовъ одинакова влда, 
различалощихея только числешиуми зпачетями иЪкотораго модекса, ко- 
торый равен единний въ первом» член сумын, двумь во второмъ, 
тремъ — въ тротьемтъ, и т, д; наприувруь: 


д Не 
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щеетвованя улерживающей связи, могут быть выведены слхую- 


щимъ образом. 


Координаты 


о 
За У Ув 
р 


3 росс ово 


движущихея точек 


И... Ты 


и, И, .... 


могугь быть выражены непрерывными Фунюшями времени; при- 


ращеня 


ПРА И о оз оось ИВ 
ПР... Ду... 
лы В соов 0 ооо 


этихъ координаль, нолучешпыя ими въ течене какого-либо весть 


могуРь быть выражеты рядами, 


малато промежутка времени 9, 
расположенными по возрасталощимь стененямъ 9, напримфръ: 
ре М и 8? 3 
Ох, = Аа, ор о: . 
! ы „№ 
7: Е Я [5% 
у, = у: + ута Ни, т 
о #8 
а 
Ра = -а 7 а," 198 т... : 
Зыражея: 


(2 ЕО, ЕР, а-РЛа,... 


„--Ов,, Е- 3), 


которое, для краткости, будемь изображать знаком: 


8((1--3)), 


можеть быть разложено вт, ралъ, расположенный по возрастающим 
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етенепямь величину: $, /)л, Ти, Да,.... Оё,; но такъ какъ при- 
ралдешя координат могуть быть выражены въ видф рядов, 
расиоложенныхь но позрастающимь стененяиь 9, то з((#--8)) 
можно предетавить въ вид елёлующаго ряда: 


4 4 4? 


э(- 8) Рае На И го +....; @95) 


48 : 
зд с, означаеть полную производную оть фупаци з по 6, вм- 


28 
раваемую формулою (494); пе соть молная производиая вторато 


порядка отъ той же фупкщи во & сома выражается слВдующео 
форнулою: 


аи в) Жь,.... (496) 


да Г бу: 1 
тд: 


*/ 0 и 9 огр 0% ') 
В =° 08 = 2, Г ду, 9 Г ов, ® № 


= га 


9? 078 
0 ы у м й 
+7 г Хх (рр да. Вт — 0 ни: Гера, #: ) Е 


48 + 
д?в 0? 


078 р 
Е Уи ыы юн Рида, * 2+ 


ыы Ти 9 08 0?в 
р Я г + РТА "Рида, 2, Зуи" (499) 


2 а 
дало, о» 67Ъ полная пролазодлня третьяго порядка оть фупелйт 


взюит. д. 


ЗРазематриваемая пами свлаь — удерживмощая, слфловательно: 


з (21, у, бу -ь. - Я» 0, 2 ((-3))=0, 


— 812 — 


& потому пижеелвдуюний радъ должень быть равеиф нулю, при 
веякихь значеняхь восъма малато промежутка времени 5: 


аз 4 $ (аа Е 
@ -- ава Ка 12.31 | --. 0; 


& это можеть имЪть мего только при существовати равенетвь: 


На. о ЕН 
ПОР ИВ. козе. ©" (498) 
в 

Зы. 0, ШИМ МИ МУ 999) 


Такимъ образомъ, существование улерживающей связи влечетъ 
за собою существоване ряда равелетвъ (493), (493), (499).. 

Полученное пами равелотво (493), выражающее завислиость 
между скоростями точекъ, связашныхь удерживающею связью, мо- 
жеть быть представлено сще въ одномъ вид, какъ будегь ука- 
зано въ $ 62. 

$ 61. Дифферсищальные параметры связи и ихъ на- 
правленя, 

Положимъ, что точки ии, И», ЧИ, ....Ть.... ЖЖ» бВЯЗавы 
вязью удерживающею (491) или неулерживающею (492); выберемъ 
произвольный МОмелтЪ времени И ПОЛОЖИМЪ, ЧТО ВЪ ЭТОТЬ МОМеПИЬ 
ТОЧКИ 9, %,.... т, ваходятея въ положенихь №, М,.... 
М,.... М»; для отлизя намфчениато нами момента озЪ другихъ 
моментовъ времени и точевь Л, М», ... М, оть другихь сочекъ 
пространетва, означимь этоть моменеь буквою х и координалы 
точек 


И Л 


бувлами: 
И 


р Розе сс В 


ОСЬ 
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сли въ функши в иридаль величинам 2, /») 22... у У в 
постолнныя и пеизмфиныя значешя @, 6», (,....@» бь С» ТО 
уравнене (491) ображитея въ уравнеие: 


8 (2, у ел, @, Вы, с... - м, Вы, с, )=0... (500) 


той улерживающей прегралы для точки 2, въ которую обратится 
удерживающая связь (491), когда остальшыя точки >, И, ...- 
эи,.... т, буду закфъялены въ положеныйь М, М.,.... 
М,....М» Уравнешо (500) выражает ивкоторую новерхносиь 
изифпяемато вида; въ моменть т эта новерхноеть миф виду 
и положеше, выражаемосе уравиешемт: 


8 (271, У, в Ча, бь, бы. @н бы 6, ®)=0,.... (00 


й тогла навфрно проходить черезь точку Лао, 0 

Косинусм угловъ, составляемыхь съ осями координать положи- 
зельною пормалью М: юр поверхпосвя (501) вь хочюВ ЛИ, вы 
ражаттся, какъ извфетно (ст. (154) стр. 112 п (259) тр. 175), 
влрдующими формулами: 


1 4 
0, 


1 03 
03 (№, У) — `Р, ду, 


в03(№,, Х) = 


о с 


Здфеь, въ производныхт, вифето 2, у, 2, должно подетавить 
@, (1, С, 1 ВИТО д», У, 2)... У и) Ь ЗАЕЛЮЧЕЮЩИХСЯ 
въ функции з, подотавлены: а», 05, 65, .-..@ж бы быт. 

Если же заврлимь во точки, исключая ь, въ положеняхъ 
М, М.,.... М, Мл, М,, то связь (491) обратится въ 
удерживающую прегралу для точки к; преграда эта, въ момент 
< булеть имть видъ и положеве поверхности, проходящей черезь 
точку М; и предетавляемой уразтешемь: 


(а О ее бою) == 0. 00%} 


(первая часть этого уравпешя заключають только три лерожвнияя: 
2» у, 25 ВОВ остальныя величины: бл, бл, С... бл, ба, С 
белу бер бу: - - @ъ въ, бы, ®— ПОбТОЯНЕН)- 

Положительная нормаль Л", возетаповленная изъ точки №; къ 
поверхности (502), составляеть оф осями координать углы, во- 
синусы которыхь суть: 


1 4 
08 (№, Х) = та 

1 03 
с0з (№, У) = р ду; 


дв} В=ЧИ (++) 


Такимъ образом ны видниъ, что частныя производныя отъ 
фунеши з по координаталь мотут ть О Ви улы помои е- 
личинь В, 2%,...-.Рья НаЛОНИЙ м, и И... № ЭТИИФ 
обетоятельствомь мы будемъ часто пользоватьея въ патихь раз- 
сухдетяхь, а потому условимел отвоситольно намменованея и 0бо- 
значеля этихъ величинъ и направленей. 

Величины Г, Р»,.... Р, называются дифференияольными па- 
раметрами первало порядка функции в в; точках та, ту... т 
мы условимел называль ихъ дифферениальными параметрами 
связи (491) или, (492) в5 тонкале ти, ть... , т»; такимь 
образомь связь иметь въ важлой изъ связываемыхь ею точек 
овобый дифферешиальный параметр. 

Паправлешя №, №,.... №, пазывахтел направленями лиф- 
ферентаальныхь нараметровь Р», Р»,.... Ри; сл довательно, эти пара- 
метры раземзгривалотея, водобно радусамь векторамъ, скоростямъ, 
ускоренляиъ, сихамъ и количествамъ движеня, какъ величины, из- 
обрьжаеныя длинами, отложенными по надлежащимь направленям. 

Поэтой причин мы булемъ обозналить паправленя №, №,.... № 
тЪми же знаками Л, Р,,....Л., какими обозначаемъ величины 
параматровь, ь такъ как одна и та же точка можеть бить вод- 
чипепа пфоволькимь связамь, то для отлишя знаков диффереп- 


== Я == 


ниальныхь нараметровъ различныхь связей въ одной м той же 
точкВ, мы будемь присосдинять къ Г еще змакъ, обозпалающий 
самую связь; такимъ образомь знаки: 


(Р), (Р»),.... (в),.... (=) 


будуть обозначаль и величипы и направлешя дифферентальныхь 
параметровъ связи (491) иди связи (492) въ точках: 


Оо нова оовь 


Величина и паправлеше дифферентальнаго нараметра Раз опре- 
дфаяютея слВдующими формулами: 


‚08 
о. #) 0% 


(503) 


еоз (Ра, Х) = > | 
0; (Рз, У) = | 
} 


605 (Р», й) = 


(\=НИ (+ в ... 608 55) 


18 
© 62. Урлвнеше (493) озвет т предетавлено под олфлую- 
щим ВИДОМ: 
2 (Р,в) 605 (Ра. 2) -Но.(Рьв) 603 (Ру, )--. 
о, (Р,в) соя (Р.ньв,) Е = 0,.... (493, а) 
или: 


ты >» (Ри) сов (Рьв)=0...... (493, а) 


Ели функлия в по завтючаеть явнымъ образомъ времепи, то 
частпая производная 0отЪ з по Г равна нулю; елбдовательно зави- 
симость между скоростями сточекь, связанныхь удереивало- 
щею связью, уравнеме которой: 


(о, У в: -. 9 ЧБ бы 2 а: (491, в) 


—— 


— 15: — 


ис заключаеть явным образом времени $, выражается фавен- 
67160м5: 


р 


Хор.) 08 (Рь, о) =0.... (498, 5) 


Въ этом» уравнеши заключаются соботвенио не самыя ско- 
роети точек, но ироэкщая скорости клмклой точии па направлено 
дифферотмальнаго параметра сзязи въ той же точк; поэтому, 
только эти проэыии подложалв ограниченю, выражаемому ураз- 
нежемь (493, Ъ). 

Изъ этого уравиевя (493, 5) мы вызелемъ ифеколько заклю- 
чентй отиосительно тфхъ ограничешй, которымъ должны подчиняться 
скорости точекх, связываеныхь удоржнвалющею связью (491, Ъ). 

3) Уран ито (493, 0) не допускаеть, чобы сказанвыя проэвти 

могли быть. положительными для везхь точевь одповременло чи 
чакже онф не молуть быть и одновременно отрицательными для 
вовхъ точект, связываемыхь улерживающею связью (4.91, Ъ). Шеоб- 
холимо, чтобы нроэкий эти у одной части всего числа точеюь 
были положительныя, а у ост льпыхь — отрипательныя. 
>) Эти нроэклаи могуть быть разны нулю у веёхъ точекъ одно- 
временно, то-есть удерживажзщая связь (491, Ъ) допускаезь, чтобы 
вов топки имфли произвольныя скорости перпендикулярныя къ 
‘поимъ лифференщальнымь параметрам». 
9) Если вс точки, за иоключешемъ одной, ихфють скороеги нер- 
понликулярныя къ своимь параметрам, то уравнеме (493, Ъ) 
‘требуемь, чтобы и ага точка имфла скорость перпендикулярную 
къ вя ларамегру. 

>) Нели вев точки, за исключенемь двухъ, имфють окороети 
перпопдикулярныя къ ввоимь парамеграмь, то скорость одной изъ 
двухъ оставитихея точект должна составлять острый уголь еъ ея 
параметромт, а скорость другой должла быть направлена подъ 
тушимь угломь къ вя параметру. 
|) П6Б точки, свазаниая удерживающою овазью (491, Ъ), могу 


у 


ое. 


97581. 


И — 


ить одповременио скорости М Е между бою и параллельный 


велкому такому лаправлению //, для котораго инфезь ибето разонотво: 


= 


УКР) оз (РН) = 0. еее. + 604) 


Для опредфлешя этихь направлешй надо изобразичь диффе- 
ретцтальные параметры Р», Р.з,....Р,в длинами и поетроить 
веомотрическую сумму Лз отихь длиь; по свойству геомегриче- 
ской суммы: 

я 


ё 
а 


поэтому искомыя направлены суть кв 1$, когорыл периеили- 
куллрны къ паправленио геометрической сумы 7% лифференцталь- 
ныхь парамегровь, Рь, Рьа,.... Риз. 
й Шли гоомегрическая сумма дифферониальцыхь параметровь 
Р»ь, Ра,....Рьз равпа нулю, то тотла равенетво (504) имо 
ифето для какого угодпо паправлешы. 


= 
й Примбрь 58. Анфферошцальные парамстры удеркнвающей связи 
, 


= 


НУ (а, — 2, Ц, ЕН в, —1=0 


равны сдинии и паправзены по продолженямь лишь сосдинниожщей 00% 
ОЧКА И, И 9%. Для этой связи равонохво ро Ъ} получасть сибдуюций зикь: 


9, 608 СМ, М,,о,) — о, воз (М.М ,ъ,) =0, 


1д' ЛАМ озиачоети полфювлене, проведециое из точках жк зонт, 295 
310 равенство выражаеть, что скорости точекь 9 п т, домвиы имть 
равпыя ироэклйи па цаиравхене 2, М; такова, зависимость мозжду к 
стями хочекь, связанныхь связью, удерживающею нихъ вв постолнномъ 
разстоян!и одна, отЪ дру 

Приыфрь 57. Удерживающая связь: 


ИЕ 1—0, 
шв — Иж -Ну +2,” ве? Е Из’ у +2, 


/ 
(Ра) воз (№, Г) = У(Рнувоз(Рыь, И), 7 дней, Чшир- и 


= — 


имфоту диффероииельиые параметры, равные оли н направленные но 
продолжемямь улусов воклоровь ОЛ =, и ОМ) ==х,, Для этой связи 


равенство (498, 5) получаеть сяфлующий видь 


7 


1 
17+ 608 (з, 1) +02 608 (уз, в) =0 


и выражаеть, что проэкщя скорости точки ж, ня памравлеше ОЛИ, доляуна, 
ив, величину, разную величии проокце’ окороеги точки 9%, на папра- 
влеше М, 0. 

Схороети об\ихт, тои. могуть брить разным п параллельны оли дру- 
той, ио дан эзого паправлейо екоростой должно бышь норнендихулирио 
въ лоно, дранщей уголю МОМ, поноламь. 

Шриииръ 58. Предетавимь собЪ, что/деЪ точки и, и %, подвержеши 
удерживающей связи, выражаомой зозенетвомль: 


ить кл 0, 
тд 


р у Ра, = (и. — а} ух +, 
(9, — 2) ЧЕ: — у Не. — 2). 


7 


Эту связь можно иродетавить сб въ вид перастяжимой питги длины, 
7, ногоран концами своими ирикрфолена юл пачаяу коордннагь в кв не- 
подвижной точкф А (черт. 84) па оси Х; точки и и, доляиты оста- 
вальея на цити, ио могуть скользить по пой; пить всегда наляпута, такт, 
что сумма длить О, АГ, Г, МА ностолипо равиа, 4. 

Изь равелетвь: 


р, воз (Р,Х) = В НИР, Хо) = 


и изъ чогырехь прочих им пайкониь, ито 

= о А ри 

Р, — 26035, Р, = 26050, 
тАБ ©, есть величица угла 027, М, а ч, — воличина угла М,М,А; папрал 
влемы Р, и Р, но лимаямь дФлящиму вине умны ОЛ М, и ММА 
пополамь (ом. терт, 34). 


Уравненю (493, №) колучаеть въ этомъ слуяа® такой вид: 


й 603 воз (Рье,) 2, 08 С 0; (Р,,%,) 


— 819. — 


Нанраласе геомстричоехой сумы парамойровь ЛР, и Р, дёаить по- 
поламь утоль между паправлешеми ОЛГ, м ОЛ», поэтому точки жи яж, 
могугь имфть одновременно разшыя и парахлельныя скорости холько ио 
„1? (см. черт. 34). 

Примрь 59. Дв® точки т, ®,, остаюнадлея ностолнио вь изоскоеги 


паправленамъ керпондикулярцьмь №5 лищЩи 


ХУ, сзазмия удержизающею связью, выражаюмою уравнением: 
29: — у — а=0; 


о уравмеще вырмокаееь, что удзснная плонадь треугольшика ОЛ, 
сохрацлегь постониную величину # 


Оосхавиыъ равсиетва; 


В, соз(Р, Х)-=9,, Р, воз (Р, Х)=— 
Рсоз(Р, У) = — 1, Рьвоз(Р, У)=ал; 


из нихъ окавывастел, что параметрь 7”, равень дани ОМ, и направленъ 
перпсидикулирно во иаправяенио ОЛР, в такую оторону, что паблюда- 
толю, стоящему въ О по 00 и смотращему па Л, оиь кажется пашрал 
влоплцыми, сл®ла на ‘прало (ем. чер*. 85); паджмотрь @. равошь дли 02, 
и паправлень пориопдикулярно к» этой дани, камсь показано на, чорт. 
85-мь. 


Скорости точекьяя, и ть, доллиши удовлетворять елфдующему разенелву: 
75: 03 (Р,, в) ти» воз (ФЬ, в») =0. 


По отношению къ такимь удерживающимь связямъ, въ урав- 
пеши которых время вхолить явиымь образомь, мы обратижь 
виималие на слёлуюлая обстоятельства. 

1) Уравпопе (493, а) но домубжаетт, чтобы скорости вех» 
точекь были равны нулю или чтобы во точки имфли скорости 
порцендикулярных къ своммь дифференщальнымь иараметрамь. 

2) Если частная производная от в по # ость величина ио- 
пожительная, го изъ равенства (498, &) слЪдуеть, что всВ точки 
могу обладать скоростями, составляющими туные углы съ ихъ 
дифферьниальными парамотрами; обралпо, если схазанная чаетлая 
производная веть величина отрицательная, то во точки могутъ 


== 


обладать скороетями, составляющими острые углы 6ъ ихь диффе- 
репиальшями шираметражи; паирижьрь, овли 


дв 
АЯ 
10 Точки 
РН, у... Тр 
могуть обладать вкороскями: 
р АВ, ТАРлнАВЫ 
шанравлониыми по окимь шараметражь; здВсь А оЗНача"Ь ВедИА о] 
чину отношения; И о 
3). Г. 
Е. 4131 
и ] 
= 
м 72 
УР, 
$1 
8) ИМуть 
м 
Ч ен ны 


суть дв калйя-либо сововуиноети скоростей точек 


т) ТТ, 


уловлогвораюния уравленио (493, а); вычея уралието 
м ‘УиРок(Р, и) =0 
ид ‚из (Рь и) = 
т 
изь уравненя 


гв 

93 Иа = 

9% +- Ус, 2, 603 (Р, ©) я 0, 
я! 

получим 


У и(Р+) ео (Рь, ЕО, оз о 
= | 


(505) 


ВАЪ 9 воть геометрическая разность между скоросвми 9 и 90, 
то соть: 


и, =, №, М0, .... и и,, .. (505 №8) 


1 В 


$ 63. Зависимость между скоростями точект. связан- 
ныхъ пеудерживающею 63я3ъ10. 

Когда координаты точеюь, сзязалных.ь ноудержизающелю связью 
(492), двльють фупицию з, большею пуля, то воть удовлетворяют 
перавенству: 


з (2, У, б,-.-- Я, Ув Я 7>0, 


тогда скороски точекь (а также и и 2) не модлежать 
р =- 
никахому ортаниченю, @ 
лв > ' Когда же коордищьгы точек дфлают» функийю з равною нулю, 
тогда скороети точекь додвиы. удовлетворять ствдующему условзю: 


Ум (РА, = .... (606, а) 


Вь саномь ДЪХЬ, таюь какъь въ моменть $ координаты то- 
чеьь уловлотворають уравнению: 


бе од; р озо о, ВЕ, 


и такь какь въ послдующий восьмь близюй момент» (#--3) он 
должиы удовлетворять условию: 


в (С = 3))= 0 


то, из осповани ПЫ (495), должно быть удовлетворено условие: 


о и Ва — 
И ро, ОО 


при вснкихь зналешяхь весьма малато промежутка времени 9; но, 
ири мадлежещей степени малости промежутка времени 9, знакъ 
Всего выливириведешие праха ДТ Вляетол знакомь члена, заюло- 


8 


Зающиго пизшую стенень 0, нодтому полная произведияя нервато 
порядка огь в но Е должна, быть ле мене нуля, то есть должно быть: 


р 6005 
какь сказано выше. о 
Еели 
11 6, 


то полныя производных второго и выешихъ порядковь не нод- 
дожарь никакому отрамнченио, если же 


ав р 
О аниты. (498) 


10 полная производная втораго порядка должна быть не мене 
пуля, 10 обфь должно быть: 


ни с..00 


сли скорости хочель сноламы удовлетворяют равонел»у (493), 
& уокороми — равонозву: 


и _ , 
А ое Е .:. (м 

10 лолжно быть: - 
42а г 
се Ра ищо) 


и тавЪ далъе. 
Воли (ФУНЕТИЯ н пе завлючаеть времеви яваниь образомъ, то 
уелоне (506, а) получаеть слбдующий видъ: 


% 


МР ив, ) = .... (506, В 
1 
Кода координииты точекз ти, т,....т,....тТ,, п0д- 


чиненныхе неудержизающей связи: 


ве, ура а, Мы, ва) 0..... (492, 1} 


= . 


(взружоио которой не заключалимь прежони явить образом) зоо 
эиворнютз равенству: 


в (2, У, ры... Я, У», 2.) ==0, 


пода скорости точеке долаены удовлетворять условию (506,5), 
Это условю но хопубкаеть, чтобы углы, составяяемые палравде- 

нюмь скорости и палравлешемжь диффоронщальнам параметра, въ 

каждой точке, были чуцыми во в68х5 тоукахь одновременно, 
ели между углами: 


(Р, %), (Р,, 2), ооо (Р, 6), ‘ЗАди < [9 Фи) 


ифть ни одного туцаго, то скорости могуть быть совершенно 
произвольны, 

`Напримёрь, в6№ точки могут обладать одповременно произ- 
вольныхи скороблями, паправленными вдель по положительным 
паправаенямгь лиффоронщальныхь параметров, 

рить 54. Лифферениальные и цеудерживающей овизиз 


ре 


2 


(тиб лу» сеть разетонтио меду А | /*,) ваправлепы внутрь крад- 


ина разоодиыя мощдх сочьамн (чер. 96) и равное 


ро 
т 


вадуь это слфдует ь изъ равенетвъ 


Р во (Р, =— 90-2), Рьсоз(Р,, Х == (т — а) 


нц извь чегыремь остальных в, осу же 90) самую связь выраииуь даль, 


(оО, 
то веаиишы дифферетиальшыхт лараметровт, окажутся равшими едет, 
Услоне (506, 5} дня этой связи можеть быть иродотазлено цоль сл 


дующимь видом: 


п, 08 (ЛЕ ЛЬ, ®) ль 603 СМЫМЬ, в) ==0, 


— 824 — 


то веть проомия скорости точки; на памравлентс ЛЕМ, дона быть 
болье проэкциЕ па 10 же направление скорости точки 9%. 
Пруяфрь 55. Дывференцльшие падуигетры иеудерживалощей связи 


7» -Р=0 . 


равим сдацицв и направаелы впаружу краттайшалго сто я между точ 
вами и н 2, (черт, 37), Условйе (506, Ъ): 


22, 603 (М.М, 17.) — 1 60$ (М, М,, в) 520 


нь этомь сауна имфеть емысль обратный сммелу усаошя предыдунеыо 


призбра, то есть оно требусть, чтобы проэаия окоробти о, на, цаправлеше 
ММ, была мени проэыци скорости 9. 
Прилебрь 56. 


1—у.— 720. 


Параметры РЁ, н Р, вь точкахь ЛЕ и ЛЕ, азы одиницв и напра- 
злены по лищимь АМ, и МУДР, (черт. 88}; ть Ь, въ тои М, 
равень 2 сов 5 (тдф а озиачаеть велитипу угла ЛА ЛМ.) м памразлени» по 
зи дфаящой уголь А, ЛЕ, В, помоламь. 7 

Скорослг зочекь т, т» т, должны удовлезворить сяфлующому уело- 
20: 


21 соз( 14,1, м + сз с08 (мм, + 24. 608 5 > 605 (р, вн) ==0. 


Примрь 60. На гибкой перастяжимой ции длипы { паходятея точки 
ТИ, Ти т; чо 0, и 9, прикрВилешя к» концамь нихи, вый 
ще осъальшяя мотуть скользить вдодь по ней, причезь, однако, пе дол- 
щель парушатьен порядокь расноложони ‘точек вдоль нии; 37% связь 
можеть быть выражена, слудующею /формулою: 


И 
Диффереищальные парамегры вь точкахь № н 2, равшя сдиниив п 
направлены вдоль во ини (ем. черт. 39); дифференциальные же параметры 
въ остальныхь точкахь равиьы: 


ит 


4, 6 
Р.=2 085) Р=76080з.... Р, 1==2 608 —5— 


и паиравлешыу уо хитямь, драящимь пополомь углы а, ан... 9-1 


5—9 —= 


$ 64. Совокупиыя диффереииальтыя уравнение дви- 
жешя системы свободныхь матерьяльныхь точекть. 
Малерряльныя точки: 


ЗИ, То -..-Т...- т *) 


свободны, если ить преградъ, оргаличивающихь свободу дви- 
жешя точек и осли ить никакихь овлзей между ними; тогда. 
юыкдая изъ этихъ точекь можеть имёть какую угодно скорость 
и какое угодно ускореше по произвольному направлению и при- 
томь пезавненио отъ остальныхь чочекъ. 

Составихь дифференщальныл уравнешя движения этих точек», 

Пужь Х, У, 2 суть проэющи ва ови коордияать равио- 
дёйствующей Е; вовхь силь, приложенныхь къ точь 2,; такъ 
какЪ она, подобно вевиъ прочимь точкамъ, свободна, то диффе- 
ренхтальлыя уразнешя сл движешя будуть: 

т, ИХ, т № нЕ, .... 609, 1 

Подоблыя же уравиешя памишемь дли вофхъ ирочихъ точехь; 

весто будомъ имфть Зю дифференттальныхь уравлеви: 


т И 


= У... = У,,.... "= у. ‚. (509) 


$ % й 
И АЙ, 


а’ “ 


Вторыя части этихь дифферюниальнихь уразнешй (го ость 
выраженя силь Х, У, 2....2,) оуь, вообще ъоворя, иЪко- 
торыя фуныии времени, коорлилат точекь и проэюий нхЪ ско- 
ротой на ози координалу. 

Воль скоро ве эти футаии извфетны, то, для опредфлешя 
движони точек, надо диффоронтальныя уравиемя (509) иц- 
тегрировать. 


*) Букаы мы, т... ИИ... т, озпаиимоть массы малерьяльыхь точек 


0 


ели опредфлеше движения кажлой изф этих 1996%% требует 
интетрировымя вовх»ь уравиешй (509) 35 совокунпости и не мо- 
жеть быть отдфлено оть опредфленя движешя вобхъ остальных 
ТОЧекЪ, ТО Тогда ЭТИ ТОЧКИ 21, Ж.-Ж)... образують 
систему свободныть матеръяльныяь точекз. 

Силы, приложелныя къ свободнымт точкамь й связывающил 
ихъ въ одну ситему, могут быть весьма различиаго характера; 
къ числу чавихъ силъ принадлежать веяжы силы взаимполйетвия 
между матерьяльными точками. 

[оны 1, Сиелема состоит, изь двухь споболияхуь уе ь, иж, 
взаимию-отталклваемыхь (но лиши ихь сосдишяющой) сихадгь 


"Иуть), 
й 


(тд 7, овначаеть величниу разстоятыя между точками). 
Совокуииыя ди|фергищальныя уравиешл двнженйя этой енетелия бу- 
дуть влЪдуюная: 


Примфр» 62. Система сосгойть из @ свободных, матерьяльныхь то- 
чек; извдыя ДВ точки взаимно притяргииенотея силами, пропориюнаяр- 
нами пропзпеленио нить масеь отихь точекъ н наъ разетояня между ними, 
цанрим Вуь, онл взаимо ииеяжетия очекть и И 2. нии: 


ТН 


тдй чиеленимый мпожитель » одитаковъ для лойхь маръ точеюь. 

Зоставимь лныферениальцыя уравиеа двяжентя длл точен. Прозэк- 
щя па овь Х ралпод®йствующей вефхь енть, ирихожетиитхь к этой точкй, 
ралия: 


Хи [тьол-оь) НН (9—2) --.... т, —) 


РИ == 


а эго знражене можио предетавииь таль: 
. 
Ки 


Х,=— т, Ут, 0); . 
поэтому диффереищальныя уравнешя/ точки ии будуть слфдующя: 


Де 
т," == в) У тЫ, — 3) 
№1 


п 
В 


ту,‘ ы, У (у, — 9) 


1—1 


в 
т.г, = -у шп, У т (а, — 2). 
73} 


Шуитиёръ 63. Система состоят изь Двухь точекл, остающихея въ 
плоскости ХУ; между точками еуществують лзапмнод®йств я равшияя, иро- 
тивопололиия, но папразленизга перпендикулярно КБ ЛИНИИ, ебодииятоей 
01, толки; спам эти разн: . 

ЗЕЕ ть 
2 


д фуерезицальтыя уравнешя двнжетя будуть: 


2 Я 
т" ет, 3, туд," Е ыт 
. 


: и Я 
т," ЕЕ тит, Ч, 


верх е злаки относятся г тому случаю, когда взаимпол®йетня напря 
влены въ стороны, указания на чертелев 40-м, нии -- в® противоно- 
ложном» случа (черт. 41). 


$ 65. Дифферснщальныя уравиеня движеня спетемы 
матерьяльныхь точекъ, подверженныхь преградамтъ, но 
Не связанныхь между с000ю никакими связями. 

Если которая-либо изъ системы точекь эн» 0... 5... 
отраничена въ боем даижешти какими-либо поперхвостями, то во 
вторыхъ частяхь диффорениальныхь уравиеши этой точки будуть 


—823 = 


заключаться проокщи реакшй этихъ поверхностей; наприн р, если 
свобода движешя точки 9) ограпичена двумя преградами: 


Аба, у а, )=0, (ов у, 2, 0, 
чо дифференщальныя уравнешя движены этой точки будуть: 


9 9 
тие" ХА +, № ь 


ПЕ 91. 9/ 
т, — У, НРА 2 и й 

р 4 9/ 
7.2, =7.4 ^, Е. Г. о. ? 


если, далфе, свобода движешя точки 2, ограничена одною пре- 


традою: 
Ве» У; Я 1)=0, 


то дифферениальных уравнешя движешя этой точки будут: 


ОХ ло р 


д! 
"== У, № ду, , 


О. 
9 № г ; 


ит. д. 
$ 66. Услове, которому должны удовлетворять уеко- 
решя точек, связываемыхь какоо-либо связыю. 
1) Если точки та, тЖ,.... т, связаны какою-либо улержи- 
защею связью, 10, какъ было уже выведено въ $ 60-мъ, уско- 
рошя ихЪ должны удовлетворять равенству (498), которое можеть 


быть предетевлено подъ слёдующимь видомъ: 


У(Рн) воз (Рь, в) --Кь = 0... (493,1) 


== Зы 


2) ели же связь поудержилающая, 10, когла скорости то- 
Ч чекЪ удовлотворяють равонетву: 


а 
ы. = 
Хо4Рнсо +“ =0.... (498; а) 


тогда ускорешя ихъ должны удовлетворять условие: 


УР) вв (Рь, 8) -- №0; ... $09, а) 
$291. 


когда, же скорости точекъ удовлетворллогь перавенетву: 


#—»% 


УР) 608 (Р», $.) Е — к 0, 


3=1 


ускоретя их® ие подлежать никакому ограниченно. 
67, Совокупость реак связи. 
Целожимь, что сиотема малюорьяльних точек: 


о И, 


подвержена, тВиЪ же самымь силалгь, какь и въ параграф 64-мъ; 
, по теперь предположимт, что точки не волн свободны, а сва- 
. запы между вобою удерживающею связью: 


Во а М о у (90) 


При существовали этой связи матерьяльныя зочки могут 
нолучить мф самизя убкорещя, которыя сообущамить им приложен- 
иыя къ Пим задаваемыя силы №, №,....1,*), вели только 
эти силы удовлегворяютъ тому условно, что сумма 


*) сов (М, ХХ, 1605, У = Ур, №, 603, 2) =. 


равны пулю; вели же эта сумма боле или мсифе нуля, 20 связь 
воспренятствуеть точкамь получать въйнесказанных ускарови и за- 
славить ихъ принять другя ускоренит, удовлегворяюния равепотву 
(498, з). 

Такое дёйствте связи должно заключаться вт, образоваши иль, 
дТйствующихь вю стороны связи и приложенныхь въ матеръяль- 
ИЕИЪ очка; ти СИЛЫ ПОЯВЛЯЮТСЯ ТОЛЬКО тогда, когда проч 
причины движеныя побуждають точки иреодолвть или "разорвать 
связь. 

Пур Л или ДП, оэпачаеть величину и паправлеге силы 
дфйстмя связи на точку 2; Дов или Д, — озпачаегю силу ДЪИ- 
свя связи на точку 9;.,..... В пли В, — озпачаегь силу 
дЪйствя связи на точку т,;....... Ав или ДВ„— означаетъ 
силу дёйстНя евязи па точку т. 

Эти силы мы будеть пазываль силами дюйстейя связи в, 
д обтальрыя силы Ру, №,,....Л,— задаваемыми силами. 

Ускоренте, нолучаемоо точкою 9, сообщается ей равподЪй- 
ствующею изу приложенных къ ной задаваемых силь и силь 
дЪИстия ма 606 бВЯЗИ в, ТО ОбтБ: 


та," =Х, | 8,603 (Въ, Х), ] 
т," = У, + В, вов (В, У), {... (10,1) 
те," = й. Но В, в 03 (В в, #)}; Я 


это вусь дифферетиальтыя уравцетя движешя точки 9. 
Пифференюзальный уравношя лвижешя прочихь точекъ будуть: 


и," = Х, 1 И, 603 ( П,ь,Х), | 
ту,’ == У,-- В,вс08 (В, в, 7 $... (010,2) 
7, Е В, 603 (П,в, 2) 


и такъ лалфе. 


== == 


Ускорыця, заключаюлиялея въ перрихь чаятяхь отихъ урав- 
вошй, лолжны удовлетворять равенству (498, &), а потому силы 


П,, В»,.... ПВ» должны уловлетворять равенству: 
а А д д 
ху а р] |1 м“ и лу 03 
а т СЛР о 4% 0%; в, В А) 


п ОТ 


Это равепетво заключасть в 060% пе самыя силы №, №»,...- 
....Аь.... В» Що только шюэющи ихь па паправлешя гоот- 
вЪеетвениыхь диффервитальныхь нараметролъ; оззеВ зим эти проэк- 
ми слВдующими знаками: 


`В, с03 (А, Р)=%, В, соз (В, В)=5,.... В, с03(П,, В,)=%,, 


тогда. равелегво (495, Ъ) получить такой виды: 


т гы 
И АН 26 ЗИ ИХ 2 в 49% 
У», Е.Р. > т РР ов (РГ, р) Ка =0. .. (498, 
: : 
Остальтыя части или соотавляюния силь В, В,....АВ,, 
‚ 6 пходлпия въ это равенство, обозначимь  слАдующими 
злаками: 


ами (В, Р)=Т, Льяи (ЛЬ, Р)=.,....В, мм (В, Р)=Т, 


Г. сеть сила, придожеплая къ точюв и, и паправлениая в 
плоскоели, периендикулярной къ дифференцальному нараметру 2%, 
Т, воть сила, приложенная ВЪ точюв у» м натравлеппая въ 
плоекоети, пернендивулярной въ Р., ит. д. 

Такь каюь силы Ув, Ль,...., направлены вдоль но диф- 
форепцтальныймь параметрамь или противоположло имъ (патри- 
Мрт 5%, если зпажуь ол положительный, напразлена, вдоль по Р, 
вели же знакр оя отрицалельтяй, то опа направлела противо- 


588 —- 


положню Г), 10 проэюши ихъ па оси коордилаль могуть быть 
зыражепы олВдующимь образом: 


31, вв (р, Уи... И, 


9 10 
2х а дз 
5, 05 (Р,, 2) = = М д, 


} 
$, 08 _ 0 
усн, ЮЖ - 


9, оз (р, Уи . би, 2) 


о 
Я о) — ей 
3, 05 (ТР, 2) = р о, = № да} 


м в 08 


ан == А 
УХ, 608 (1 97 Хх) о АИ, 9 
У, 9 в 
5 ила АВ в 
У, 05 (Р, У) = = але са - 1 
ыы 3 


Я воз (Р, И) = 


05. 


Величины ^„ выражаюния величины отноменй (9%,: 2), вво- 
демь, при помощи равенотяъ. 
АА сос о ЧАЙ 


въ равенство (498, ©); полутинти 


У Г. тя ВР еы(Ь, Р) + №№ =0... (498, 4) 


де Прим чан!е. Впослфлетьи, когла будомъ разенатривать ви- 
отему точехъ, связаппую иЪехолькими связями, придетел обозна- 
чаль силы 5% и мпожичели >» болёе сложными знаками; для того, 
чтобы отличить силы 2, Т, М и мпожихели ^, отноеяииеея въ 
связи в, 01 такихь же силт и мтожителей, отиосящихея къ 
ирочимъь связазгь: в» в,...., МЫ условимоя обозпачать ихъ сл- 
дующими знаками: 


—3888— 
Силы и множители, отцосямуеся юъ евази: 


вне). 
обозпачимь символами: 


Уз.) В = 


73) 


, 
а А ккоь УР 


в? 


^,8,> ^, 81 а“ А, 5 


силы и множители, отиося неся КЪ СВЯЗИ: 


в = 


? 
обозначижь синволами: 


$ 
в, а аа Я в 
Е 


Авь» АВ нь» №8) 
И ТАК ДАЛО. м 


Цаковы бы пи были множичели ^,; №»... А» удовдетворяю- 


ние равенегву (498, 9), мы веегда можонь замзпить юиждый изъ 
нихь сумною двухь другихь величинъ: 


А Аа, А-а, АА, (4) 


завихь, то одна изъ пихъ ^ во вобхъ отихъ сумиахь одина- 
ков, а остальшыя величины А,, А.,....Лр.... А» УДовло- 
творяютъ слбдующему условио: 


РРР... о Е ЗО 


такое разложеше величинъ ^,, №2....А»...-. Л» ВеОГЛА НОЗМОЖНО 
и, дли каждой совокунноети значений №,, ^»,....А», Ру, №,....В 


яз 
т, т,....тТ,, Величина \ инфотъ одно опредёлениое злаченте, 


равно какъ и милая изр воличинь Л, А»....А„. ВЪ самомъ 
| ЛЬлЬ, сели помпожимъ первое изъ равепонть (.4) на (Р?:ж), 


второе — из РЛ: т, и т. до, в6@ получениое еложимь, то въ 


—0934 = 


силу условя (512) получимь равенство, изъ котораго найдем, 
что Х имфегь слфлующее вполиз оуредвленное значение; 


мех. "и 
Г зв ЗВ 


Воличяны Му А)... . А ОДНКО ПАМЪ исизьЪетны; изъ ра- 
вешотвь (498, 4), которому оф должиы удовлетворять, мы ихъ 
опредЪлить пе можемь; но если произведомъ вышесказанное раз- 


ложеИе величии 1, №»....^» (44), то будеть въ состоящее у 


равенства (498, 4) опредблить, величину ^, тажь камь это равен 


` 


—Ц—Ъ5_- г” п з ых с 
ство, велвденыо соотношетя (512), волучить слёдующИй виду: 


272 ут ЕРез(Е, Р)-- =-0. (498,6) 
та фе" 


Послб этого юкдан изъ силь ЙЯз окажется разложенлою на 
(^в).(Рз); 9, 


первыя двз паправлелы вдоль 10 Л, шли противоноложне Р, 
вотря но зпаку моличниь Хм А, миль же 7 направлена въ 


= (Ан) .(Рз); Тв=( В в) эт (Ва, Р»); 


плоскости, перпондикуляртой къ №; тавимь образом» реб лы 
А, Нь.... А, деуюнии со счероны связи з ва точки 
2) ,.... М) Приведущон въ сдфдующими, трежь грушльжь вить: 
#) силы; 
И ео 


, 
направлеивыя по диффоренцтальюыить узразизрамь, вели ^ боле 
пула, или прогивопололиг лифферонттюльниями, параметралеь, сое 
2 менфе поли; ^ онредфлиетея изъ уравиоши (498, 6): 

Ь) силы: 


К А ПР ов, 


+ 


которыя должлы уловлетворячь равенству (512); каждая изъ эвихъ 
силь паправлена но дифферентальному параметру связи въ чой 
Фоты, къ которой она приложена, или противоположно этому 


== == 
параметру, смотря о знаку ипожителя А, заключающиговя въ 
выражение отой силы; 
6) силы: 


= Пт (В, Р), Т=В.зт (В, ВР)... ПВ, зщ (В, 2 


каждая изь нихъ направлена периелдикулярно юь дифферениаль- 
пому параметру связи въ той точьв, къ которой она приложева. 

Веё силы грушпы (а) иредставляють 006020, акъ сказать, одау 
совокупность силъ, зазисящую отЪ волитины множителя ^, общаго 
везмь сидамъь этой грушиы; каюъ этот множитель, таюь и ве 
силы этой совокупности виолнь опредъляются слвлующими фуп- 
кЩями и величинами: 

1) видомь фунюши в, то веть аналитическимь выражетень 
СВЯЗИ в=0, 

2) величинами и палразтенями задаваемых сил №, №%,..... В» 

8) величинами и напфиамтемяжи скоростей точеюь (скорости 
входяиъ в выражеше К»), 

1) величинаяи маеоь точееь, 

Каждая связь Воспроизводитея въ дйствительноетк въ вил,в 
ИАкоторато моханизма, обусловлимающнтю ‘гпребуемую зависимость 
между лаюжентями малерьхльныхь точек, иерфдко одна и та же 
овизь можеть быть воспроизведена помоиро чохапизаютзь различ 
ныхь копетруюий. Однако эти обеголтельства пе нхфють ники- 
кого значетя прн опредфлеши силь грунлы (а), то есть эеи силы 
вовсе ие завимить ни оть природы Вль, пхоллщихь в составр 
хехашизма, воспронаводищате связь з==0, пи омь конструющия 
Это МВханизма, 

О О О Мюссе В 
ТВни фуцкиымми и велыучинами, которыл опреджаяють сововуи- 
поесть силъь (а), а ври ближайшемь ознакомлеши съ дЪйстваями 
механизмовъ, воспроизволишщихь связи, оказызаекоя, что воличины 
и нашравлемя этихъ силь ('Д, а. М Зы. с. На 
зисакь оть прирьдм тФль, образующихь моханизиь и отъ кон- 
струкщи механизи. 


` . ©, Не опредляютья 


1) 


== #0 


Кром того, слЪлусть оше замфтить, что пазначенте вилъ 
1, В,.... В, (заключающесся въ том, чтобы визе съ за- 
цаваемыми силами сообщаль зочкаль систеуы таздя ускореных, кото- 
фыя удовлетворяли бы равенству (498, а), выполияетен одпбяи 
только силами (&), безъ содфйетыя силь (5) и (©); п самом 
дВлб, вф этомь смысл силы груп (6) и (е) но играюзьъ викакой 
существениой роли, потому что проэкшя веякой силы 7; на 60- 
отвфгответный нараметрь Р; равна пулю, а силы 5, 55,....9», 
должлы удовлетворять равелетву (512). 

На осповаши этихь замфчмий мы прав признать грумпу 
виль (а) сущостволлою и нообходиною составною частью системы 
силъ (№, В,.... В,) дВйения связи ва овязываеныя сю зочки; 
мы будемт называть силы э50й грушшя реажейями связи, а ве 
опохупиость вяль (а) — совохуяносжтью реакуйй связи в=0. 

Силы же Л, Х,....С, 6, 6,....65 вабдуеть очносги 
къ числу силь, зависящих оть физическихь свой я отъ 
кокогрующии того механизиа, который вовтроизводить разоматри- 
васмую пами связь. 

Для иримВра опрехвлешя реажий обратимря въ ‘им удержи- 
зотилиь Связниь, которыя упомянуты въ $/69. 

Приб р» 58. Если выразить эту связь/ равенетвовиь: 


72-50, 
то дифференциальное параметры будуть равны сдилищВ и булурь 
направлены це продолжелямь раетозий М.М, (кысь цы черт. 
37-мъ); ремюми этой связи будуть разн Х, в: 


= 4 (К), 
2 


| 198. 


= ро 


У. ) У | ( Я 


т, ть / И, ты 
/ 
Ра 1 ‚ ‚22 1 1 М 
Кр | Фа, фе, в, | 


я (ее ии, «де, | 


= 


В 


онз булуть направлены здоль ку дифференщальныхь наражетралеь 
(каюь па чертожв 88-мъ), седи Х иметь воличину положитель- 
ную; обратно, сели ^ о отрицательную, то реалии 
будуть паправлены противоположно дифференшальлымь параме- 
трам»ь (т.-6. такъ, вакъ нредотавлено па чертеж 36-м). 

Что касается до силь Ть 7, 5, 5», то вти вилы мотутъ 
быть различны, смотря /по конетрукщи и природф механизия, 
восироизводящаго эт бязь. 

Обыкиовелио эту связь предетавляють ее0% въ вид безконочто-_ 
тонкаго одпороднало и идеально-тверлато стержня, кЪ концамь 
которато прикрфилены точки жи и 22; при такомь прелетавлени 
связи считають очевидиыиъ, что, если не принимать въ разечеть 
уассы остержия, то силы дЪйотвя этой связи на точки 9: И 2%, 
должиы состоять только изъ реакщй связи (то-есть, изъ изко- 
зорой силы, приложениой къ точек 9: п направленной къ точкЪ 
пы или отъ нел, и изъ другой силы, разной и прамопротиво- 
похождой первой, приложенной въ точвв %,), силь же Р, 1, 
5. ба 8 существует вовее. 

Юлнако, для того, чтобы это етало очевидиымь, должно при- 
ео са дующее: 

Стержень разоатризаетол, каж физическое фло, то-есть, 
вакъ система частиць; каждая частица замвняетея матеррялрною 
точкою; предполагается, что между важдыми двумл частицами 
ДЪйсгвують молекулярныя рзапунодЬйетвя, равныя, прямолротиво- 
положиыя и направленный по лини, соединяющей частицы; вели- 
чины этихъ силь предиолагаютсл равными: 


РРР (и), 


т ры И № 6)ть мабы частиць, 7, — разотояе между ними, 

{— функшя, общая для вофхъ наръ частиць и иритомь такая, 

которая обращаотея в5 нуль ДЛЯ хо, равнаго или большаго нё- 

которой весьма малой (но не безконечно-малой) длины р, иазывае- 

мой радеонь дВЙетвы молекулириыхь силЪ; для 712 МОНЫШИЕЪ р 

фулешя {р быстро возрастаеть съ приближешемь т» кЪ нулю. 
29 


ЛалЪе, должно прелположизь, что частицы стержня располо- 


жены симметрично вокругъ лиши Л.М, совдиниющей жалерьяль- 
ВЫЯ Точки ИИ И 2, и Вифет% т тёиъ симистричпо по отиошезию 


къ плоскости, пернендикулярной къ 1,4, и проходящей черезъ 
соредипу этого разстояшя, къ этому еще присоедипимъ предноло- 
жет, чо такая опимотру не нарутается, ни при лвиженш, ни 
воявдоне приложения залаваемыхь силъ. 

При вевхь этихь ый втапоть, дВйствизельно, оте- 
ВИЛНЫМ, Что и молекулярныхь сил, приложен- 
ПЫхЪ КЪ точк% 9 „/влиравлона но оси симнетрии п призомъ равна 
и прямопротивоположна равнол®Йствующей молевулярныхь силь, 
приложенных» № точкВ 9. 

Такую улорживающую связь шожду точкани ии и 1, при 
которой разеголие между пими должно оставаться неизиЪннымь 
и при которой силь ТР, Т, 5, 5» пе сущеетвуеть, мы будем 
пазызать идсальною пеззмльняемою  связыо между точками 2, 
И 9. ИЛИ идеальнымь стерэеисме, СВЯЗЫВаЮЩиИмМЪ ЭТИ ТОЧКИ. 

Прим ръ 57. Резюши связи 


=] 


равны между собою и имбють им 
2 


=. @-К) 
Ф. Ре 3 Йа ДЕ УЕ 


т 


[ 


2 9 и 2 а „ал, 
И вая | ни Ба», 
Отв направлены но продолжешямь радлусовъ векторовь 2 
й у, сли ^ есть величина положительная. 
ели точки 9) и 2%. остаются постоянио въ нлоскоети ХУ, 
10 связь эту можно воспроизвести въ вид механизма, состоящего 
изъ зубоалаго колеса Ю (черт. 42), вращающатовя вокруг оси 2, 
й изъ двухъ зубчатыхь нолось АВ и СО, вцфилелвыхь съ этим 
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колевомь; на кони первой полоеы находится точка ии, на конц 
второй — точка из; падлежалцее приспособлене не позволяет зуб- 
цамь полосъ соскочить съ збцовь колеса. Для того, чтобы этот 
механизиь внолнв точно ‚Воспроизводиль услоше, что сумма раз- 
стояй От, и От, дблява оставаться постоянно при веявихъ 
положешяхь точекь/ и: и 2, необходимо, чтобы колесо В имло 
Вичтожно-малый радлуеъ. 

Супествовяи6 тремя между частями уеханизма составляет 
одиу изъ глазыйвихь ипричинъ образовамя свиль 7, 1, 5%, 55 
и другихъ силъ, нанразленныхь, подобно 5: и 6», вдоль но иара- 
метрамь Р, и Р, иди противоположно этимъ нараметражъ, но 
неудовлетворяющихь равенству (512)./Въ механизм, разоматри- 
ваемомь теперь, возникаеть трее зежду шипами оси волеса Ё 
и ихъ подшипниками, а кромз того и трее на зубчатыхь за- 
цвнлешяхь. ели даже предполодить, что ить трешя на 3уб- 
чатыхь зацзнлешяхь, то уже одно треше на шинахь оси олу- 
жить причиною образовашя приложенныхь въ точкань жи И 
виль 7, и Т, пропоршональныхь ^ и противодВйствующихь 
вращевшянт раллусовь векторовь 7, ий х, вокругь 0; кромв того, 
ТО Же самое трене шиновь Въ подшинвикахъ служить причиною 
образоваюя силь пропоршовальныхь ^, приложенныхь къ тёиъ 
же точкажь и противодвйствующихь движенямь ихъ вдоль по 
радлусамь векторамъ; эти силы могуть удовлетворять или ве удовле- 
творять фавенству (512); въ нослвлнемъь случав придется при- 
числить ихъ къ силамъ задаваемымъ. 


Прямврь 58. Улерживающая связь 
и тем —1=0 
оказываеть реакщи, имфюния слфдуюлия величины: 


ВЪ ТОЧБВ 2, реакщя равна 2) 0$ о 


въ точвв т, резвщя равна 2^ 605 2; 
2» 
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ыты 


з (4 во &), 


ия - 
о ой 
4 (т, 03° 5-7 603 ") 


0 Хи - УЕ РА я Хе, =) |: У» + бы 5 


и И Роа 


(№ и: У, с (2. №) #— 2. 
Пр) пы) ть (Ат №! Та ‚ 


па 2 то (2. ”,) о ди (ыы) в 5 (ини). ; 
' 


ра т» 
ЗАВ М ОЗНаЧАеТЬ геометрическую разность можду скоростями 
фри 62 1ОЧ6КЪ И И 0-веть: 
Ш -— №. 
Иринфрь 59. Удерживающая связь: 
а — 9. — @=0 


инбозь въ точки едем Из? - ур 
и въ = резииаю ХИ в -Р и ==М; 


выть 


эз(@ + К) 


? 
Ху. — У, | Ул — Хил. 
р 1 т 


К=2 у, 4,27). 


Х=— Е 
т 


Силы Т, Ть, бь 5» Могут образоваться и въ этих двухь 
цовлрдпихь Связнхь преинуществелно польдемие существоваияя 
тремя между частими механизновъ, вовпроизводящихь эти связи. 

Вь нижеслвдующихь параграфахь ны будень нерфдко пред- 
ставлять 666% воображавиня связи, ие оказывающия силь 71, 
р оеао 8 Я бы... 5; тамя связи мы будежь называть 
‘идеальными свазами, дфйстве ихь па связываеныя ими точки 
бОбТОИРЬ ТОЛЬКО ВЪ образовати реалийй, приложевныхь БЪ ЭТИМЪ 
точкажь. 

Рь тёхь же слузаяхь, въ которыхь пельзя будеть разематри- 
вать овязь Кать идеальную, & придетел иринять ВЪ фразечеть и 


Е 


вмлы ХТ, №,.... №, Вь 5,.... 5 можло будем ши силы 
иричиелить къ задазаенымь силамь, "Ъиъ болве, что для суж- 
дея объ них мы должны знать самый механизиь, востроиз- 
водящй связь, и должны имфуь иЗкоторыя эксиерименеальныя 
данныя относительно физическихь свойствь этото механизма. 


$ 68. Реакщи неудерживалющей связи. 
Положимь, что точки 2, %.,....-, связаши хакою-либо неудержи- 
вающею связью: 


в (2, Уз 2 2, У, 2... 2, У. =0.... (492) 


Каль уже извЪетио изъ $ 68, хода координаты точеваь удовлетворноть 
цперавенству в>0, тогда ни скорости, ни ускореши точекъ не подлежат 
никакимь ограниченяьыь н связь, тазь сказать, ие дфйствуетл, вовсе, на- 
ходясь въ состоянии ослабленая, 

Когда же коордипаты точекъ удовлетворяютъ равенству в ==0, тогда, 
велтвденте дЪистви связи, паходящейся 0% соотоли иизриосеняя, ско- 
рости точеюь и ускорения ихь должиы удовтотворяхь условям, призедеи- 
иъиь въ 98 68 и 66. 

Персходы связи изу, первахо состолшя во второе и обратный могут 
бы» опредТлены словами: связь слабъеиь и связь крьпиеть; про точки, 
связанныя связью, можно сказать, ито он |. сходялиь со связи {когда СВЯЗЬ 
саабБетз,) или всниужоюдиь ие связь (нота свазь куъянеть}. 

Неудерживающая связь, находаеь въ состоя н осхаблелия, ие может 
оказывать никакихь реазщй на связызаемыя ею точки, такт, кажъ ускоре- 
шя этих точекя, не подлежат инкакимь ограличентям Б 0 стороны связн. 

Находясь въ, состоящи напражеши, неудорживзмощая связь ие может, 
оказываль реажий причииалиь побузкдалощилиь точки сойти со евязи, таку 
кал, опа этому сходу ме препятетвуегь; иалротивъ, при дбНетыи уснзй, 
стремящихся разорвать или разрушить связь, въ ней ивобходимо разви- 
валотся реакцун, тому противодЙетвующия. 

Неудерживающая связь, находясь въ состолниг папряжетя, не нре- 
патствуеть точкамь получить скорости, удовзетворяюлия неравенству 


я 2 
дв 
> ЕТ \.. . 
УР оз (Р, Ру > 0; 
1 
а потому, если пав я-либо причины побуждалот» точки получить таня 
скорости, то связь ше оказываеть тому никакихь ирогивох®Нств!й и хочи 


— 349 — 


дъйотвительно иохучалоть эти екорости имя эти скорости, чочки сходять 
со свази. 


[ели скорости точекв удовлегворяоть равенству: 
$ 08 
УР: о я (493, а) 
3—1 


то цеу еркавающах связь, находясь Въ состоянии ваприжемя, не можеть 
пренитехвоваль точкам» озучить ускорсшя, уховхотворяющея перазенетву: 


Р,соз(Р» КЖ > 0... .° (513) 


+ 


а потому, если задазаемыя силы 


р, И... В... 


приложенных ъ точкамуь 


у М. - То -** . 


побуждалочь их» принять ускорешыь улов вориюция иеравенству (518), 


то-есть, если сил РГ, Ен... и, удовлетворяют перавенотву: 
—=® 1 
Я ЕР. О (514) 
ты 


то связь ле можеть оказаль пикакихь реакиие и точ дАйсхвизельно по- 
лучають Э7н ускорешя; иыфя лайя скорости ускорения, точки еходять 
со связи. 

1аели бы за же самая связь было удерживал, то, иря уъхь же 
самыхь похожезцяхь точек» при хх же скоростяхь и задаваемыхь ©и- 
лахь опа оказала бы совокуплость реожжий, цаправхенныхъ ирозивоно- 
зовло дифференциальным царамезраагь, та%5 кажь множитель », выра- 
жасмый формулою: 


+=® 


ут Ре» + Ю 


‚— ВА ‚... (498,0 


иибеть, на основаши неравенства (514), величиму отрицательную, 


ь 
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Такихь отрицательныхь реа неудорживающан связь оказать ие 
можеть. 


Если пеудерживающахя связь находител въ состолши папряжентя, отит 
имфють скорости, удовлетворяюния разенетву (493, 2), а залавцемыя енлы, 
призоженныя кл. точкамт, удовлетворнють исразенетву 


Ун ИР ( Е, Р)- № <0,..... (515) 
о 


то эти снлы егремятся разрушить связь, нотому что ош побуждает, гочни 
принять ускорезя, удовлетворлюлия неравенетву: 


га 


УР, с05(Р,0,) + Ка< 0; 
УТ 


а этого, при скоросляхь, удоваетворяющихь раненетву (493, а), евлаь ие 
допускаеть. Въ таком случиВ неудержизающая связь должна, Диетвовалу, 
Тау не, каюь удержлвающал, а именно, овь дозжиа охазать редвни, мно- 
жизель ^ которыхъ опредфляется но формул 1498, Е); так каль, ца, осно- 
выйи неравенства (515), отогь множитель имфоть величину положитель- 
ную, то речки» будууь полоончинельныя, то-есть, бухучь вапразлены мо 
положительнымь напранленямь хифференщальныхь параметронуь. 


Эти реакции, вмфотВ съ задаваемыми сихами, сообщать точкажмь та- 
я ускорешя, которыя удовлетворяют разенетву; 


У@Рез(Р,6)-- Кв =0. 


1 
Связь остается въ состояши панряжешя ло Вхъ пор, инока, задавае- 
мыя силы удовлотвориють перавенехву (515), въ тёхъь положешяхь А, 


А....А» ЧОЧекЪ , ,....Рь, ВЪ которыхь скорости точекъ и зада- 
ваемыя силы будуль удовлетворять равенству: 


о Рс0з (В, Р)-- Кз=0, 


Реалии связи обратятся в5 нули. 
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Чтобы узнать, что станечся ноехв эчого съ пеудержизающею свизую 
(то- ть, ‘ль ли опа, или осталеечен калеряженигого), надо опредфяять, 


какой зномоь стала бы иртобрфталь сумыа: ыы 
= я 
Ф+К=У- ВРев(Р, В) Ко, 
А 


еези бы связь была обрабена зъ удерживахикую и матерьильиия точки 
иродохжали бы свое движенте, не еходн съ пел. 


‹ бы око т0сь, что сумма (9-+-А), поел свосто обращетя въ 
пуль, шыобрётаеть ирв сказаячыхь предположешихь олячь отуричейтель- 
ое знамеме, то это значи’ , что неухер В ‹  Я35 не ослабъваеть 
1г п0ед% прохожденя точееь 9й,, 25,... м, чрезъ положешя А., 4».... А». 

Обратно, сели бы сумма (9--К) стала прюбрЪталь ири сказанныхь 
предиоложетяхь иолоренуельное знамеме, то предиолахаемое дальныйшее 
двужея}е точеюь могло бы совершаться только при дВйезяи озрикахель- 
цыхъ рамой со схороли евизи; ио исудерживающкая связь таких редктай 
оказать ин можеть, а нохому матерстный ючки пеобходимо сойдут со 
саязи ци нослфдняя ослабъелт. ДальяЪйиее двизоне освободивщихся то- 
чект, будеть совершалься цожь впяземь приложениыхь къ пимь задавае- 
мыхь еиль, причемь вазальными скорастями будуть т скороети, съ ко- 
торыми малерьнльныя точки т, 2.,....» находясь въ подожевяхь 
А, А,..,.А,, сошли во евязя; эти скорости удовлетворлють равенству 
{493, 2). 

КромВ положительяяхь реакщй, вь псудерживаюлискь свизяхЪ мову 
разинваться енлы 7, и 5; дреимущественио велфдесие зреныг частей ме- 
ханизма между собою и ‘амне волВдогве несоверииениой гибкости иитей, 
зходищихь вр составъь тЪхъ механизмов, которыми воепроизводятея не- 
удержизваюния связи. 


Примфрь 54-й. Неудерживеломая связь: 


(— Е 


какь уже уломлнухо въ $ 59-мь, можеть быть восяроизведена въ вих® 
зоной, внолий гибкой, но влодлй перастяжимой визи длины 4 к» кон- 
цамь которой ирикрфилены тозки я, и эк. Эта связь паходитея въ ео- 
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столШи папряжешя хогда, когда разстолше между точками и и, разао 
В вели тогда скорости точек» удовлетворлю”ь равенству: 


$, 608 (©, 7.) — ©, 03 (9, г,,) = 0, 
& задаваемыя силы — условию: 


(@.1К,) < 0, 
(тд 


— М 
о о о по, 


) 


И? (4. 
: 72 


гдф направлен у, означать напруавлене, проведениое изь точки 9%, че- 
0635 точку ть, & и означаеть геометрическую разность между скоростью 
©, п скоростью ©» то-есть: 


исоз(и,Х)=ш,—,', иеоз(и, У)=у"— у, умсоз(и, И) ==, )), 
го точки 9 и т. будуть иснытываль со стороны связи реающи, равчых 


ть 


Г в, т, (9. НК.) 


и паправде ыя но дифференмальнымь параметраль этой связи, то-есть, 
внутрь длины ПЛМ, какъ предехавяено на чертеж 36-мъ; реавий же, 
патравленныхь виаружу разслония 2,1, эга, связ» оказываль ше можеть, 


ПримЪръь 55-й. Неудерживалющая связь: 


(и, --0=0 


можеть оказываль реакщи, направленный не иначе, Ъ эку длины 
ММ, (кажь на чертеж 37-мъ); таыя реажщи оказываеть она тогда, 
когда фазстояще между точками т, и 2, равно Ти если притомъ ско- 
ростк ихь удовлетворяютъ равенству: 


6, 608 (0, 7.) — 8, 608 (0, .,) = 0, 
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1 — условию: 


((+Ю<5, 


р задаваезиия силы 


зв Фи К смь 1% же самыя зыражешщи, который означены этими зна 
ками въ предыдущемь цараурафВ при изложени примфра 58-го. 
Величины реавяй, пельтываемыхь точками ии дж, во стороим этой 


связи, выраниемотся формузою: 


(ОЕ К). 


ея 
вы -На 


Примфрь 56-й. обралимея теперь и зеудерживающой связи 


и — из 7220, 


фферешмальные параметры которой быяи опредвлены въ $ 63-мь. 
точки 2) 7 


тОяЩЙ > 


оны этой СН38 
и еслн притом 


ДИ 
исиитываютр со стор 


Малерьяльных 
зогла, КОГДА сумма разе“ и 7„: равна + 


рсазии 
очеки, удовлетворяют ь рамепетву: 


скорости В 
ф, 605 (6, ‚)--0, 603 (ег, ®, 608 (6, › таз) — 2 608 (2, з) = 0, 
{которое можно предетавить такъ: 


и, , 608 (№ 9.) | #3 603 (изя в) == 0), 


— условию: 


(01 К) < 0 


а задаваемыя силы 


злфсь 9 Я К означмють схрдуюлия выражения: 


‚608 (Е, в. п; Во (Ры из) Е 


—^ Т, (соз(#’, 93) 603 (ть ), 


И 


ув ВЫ (4+. зв) а 
Роз 


проведенное ИЗ 


подразум вается паправхензс, 
и 2, черезъ 


направлешемь Ра» 
9 направлее 7»з идеть оть точен 


черезь точку 


поль 
точки 


м — 
Точку 9; 4. воть геометрическая разноегь между скоростью жочец 9 и 
скоростью хочил 2% №: -- теометрическая разность между скороегнми мо- 


чекл» ли, в зи, то-есть: 


2 =, —0,, Ив =, — №. 


При этихь усломяхь томкн и, и ив, пепьгетвалоть со стороны связи 
реакции равныя между собою, равных; 


2% 


и ты 3-ю 


ти, (т, Низ) БАт ить, 6097 (=. 


н направленныя вв точкф 7%, (то-есть, но направленямь Ри» к Р,, см. чер- 
тежь 38-Й); хочка же т, испытываеть реакдло, имбющую величину и па- 
правлен1е геометрической суммы двухь еплъ, равныхь ^, приложениыхь къ 
точкЪ 9, и направленныхь — одна къ точек и, другая — къ точь и. 

Эта связь можеть быль восироизведена вь вид весьма, тонкой, гибкой 
перастяжимой пизи длины & пронущешиой через колечко пичтожно-ма- 
лыхь разыЪровъ; къ концамь нити прихрЁпленя точки и и ть, в въ Ко- 
лечну — точка 2. 

Несмотря па, свою ущуюеся простоту, механизмь этоть заключает 
въ себф двЪ причины образован!я сить /, 5; и имъ подобныхь, которыя 
мы принуждены будемъ относить къ числу задаваемыхь силь; одною изъ 
причину служить неподная гибкость нити, или, иравильнВе сказать, сопро- 
хивлеще лити изгибу, друга иричнна, — треше пити о кольдо. 

Негрудио подобиымь же образомь составить падлежатил формулы и 
вырожешя для неухорживающей связи иримра 60-ло, а таложо и дих вея- 
Бихь лругихь пеудорживающихь евязей, хахова бы опф ии были. \ 


$ 69. Совокулныя дифференщальныя уравненя дви- 
жешя снстемы матерьяльныхь точекъ, связанныхь одною 
СВЯЗЬЮ. 


Предположимь, что имфемъ систему матерьяльныхь точеь 


ро во И ое о 
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къ которым приложены задаваемыя силы и которых связаны 
идеальною связью, выражаемою равенетвомь (491) или условемт 
(492), смотря по тому, веть ли ото вязь удерживающая или 
неудерживающах. 

Означимь чрезъ Л, равподфйствующую задаваеныхь силъ, 
приложенныхь къ малерьяльной точк№ т, а чрезъ Х, У,, 4, 
прозвщи этой равнодйствующей 1”, на ови координах; нодобныя же 
обознаменя съ соотвфеоввенными значками внизу примфнииь и 
къ обтальнымь точкам, так чмо Л будеть озмалаль фавяо- 
ДЬйсзвуюниию задаваеныхь силь, приложенных» къ точкф т, & 
Х, У, А — проэвщн эй разнод$Иотвующей Е’, из оси координаль. 

Совокупный диффереицельныя уравнеюя движеня этой системы 
точекь суть уравневя (510) 8 67-го, въ которых вяфого Л, 
должны заключаться реаклии идеальной связи; оп№ выражаютъ, 
что величина ускорешя каждой малерьяльной точки равняется, 
дфленной нь массу точки, величии равнод®йствующей ест 445, 
приложеннихе кз этой тонить (залаваеныхь снль и реакми 
связи па эру точку) и что направлеиме ускоренмя совиадаеть 65 
направхенемь этой равиохэйствующей; эти совокунныя диффе- 
феншельныя уравпеня будуть слздуюния: 


ие, Х. ‚А от А 4 у ВаТЕЕ ВА ни 
И т 93 | Е 
тж ==Х, ее чу" == У, А И, о $ (516) 


ХК УРА ИА | 


Вели связь не идеальная, то въ этихъ уравнемяхь къ нроэк- 
янь задаваемыхь сил» ирисовдиняея проэка виль 7, 5, и 
друтихь силъ, развивалощихея велёдетве зрешя и прочих но- 
совершенегвь механизма. 
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$ 70, Совокупныя днофереритьныя уравнения дви- 
коня онетемы точекл, связанных ибеколькими связями. 
Цоложимь, что система точеюь т, т,....2, связана 
идезльными.удерживающими связями, выражаемыми равенствами: 


в. (ал, У а... бо Уре ь-.- б, Уы 2з д ==0. .. (491,1) 
8, (24 У сыт, Ур рн - би, ОО... (4912) 


а О ео ыы не 0 ь 49) 


ф евть число этихъ связей, ву а, в...) СУТЬ КавЯ-ЛибО 
фувищн координать точекъ и времени. 

Въ этомь случаЪ къ каждой изъ точекъ системы, кром за- 
даваемыхь силь, приложена реакщя каждой изъ связей; такъ 
напримвръ въ зочкВ ли, приложены: 


задаваемыя силы (для равнодфйствующей этихъь силъ и для 
прозий ея на оси хоординать сохраним прежтя обозначеня 
2, Х, У, 2); 


реакщя связи (491, 1), направленная ло дифференщальному 
параметру этой связи въ этой точкВ 2, и равная 


(в) у 


ремаия связи (491, 2), наиравлепная по дифферепщальному па» 
раметру этой связи въ точкв д, и равная 


^(в,). Рв,; 
й наконець резжхия овлзи (491, р}, паправлениая по дифферен- 
щальшому параметру этой связи въ точкВ 2%, и равная 


№(в»}. Ра». 


— 850 — 
Каждый изъ вхолящихь злЪеь знаковъ: 


»(в), в, }, 2 А(в») 


обозначаетъ нФкоторый иножитель, общий всВуЪ резющямъ одной 
изъ связей; патрик рь, величины реактай связи (491, 1} въ точкахь 


ЗИ бы... Ти... 
выражеючея произвелешями: 
Ка Ре о авео о О оса 


Сововуняоеть дифферениальныхь уравиешй этой системы ма- 
терьяльныхь точеюъ волучизиь, составивъ равенства, выразающия, 
что ускороме, получаемое каждою точкою, нафоть палравлете 
равполИствующей воёхъ приложевныхь къ ней реаюшй и зада- 
ваемыхь сил м что величила ускоремя фравпа величиш этой 
равнодЪйствующей, дзленпой ма массу точки: самыя уразнеюл 
будуть сафдуюния: 


ОО О ВО 
т У, Ад Ее, +... Ня" (5, №) 
222 ВЕ Эр 


ед... д Ь (51 60) 


ЕО даа. 


т Х, +46) +46) +... Мы) (5, а?) 


ти = Хо 2) +... Ни 61, 0 


т У) ре... д 6, 9) 


=== 


2. 


а; р 98. 98р р ь 
та == Ме) ре НМ) ре +... №)” 6, 9) 


Фе, 98, два 
т„ дв — 2,5) да» +, зы + БН 24) 7 =. * (519, си} 


ЦПрв этомъ падо имфть въ внду, чо координаты 2,9, а, 
2,,....2, (чело которых; 3), заключаюнилел п эзихъ 3% 
дифференщальныхь уравнешяхь, овлзаны между собою р урав 
нешцями связей (отъ (491,1) до (491 ,р)); кром% того, эги диф- 
фереицахьныя уравнемя заключають въ 16% р множителей; 


А(в,), №(в,), 9948 ^(в»), 


которые опредфлятел изъ уравнешй, приведелпыхт ниже. 


Тавъ как вов связи удерживающия, то скорости точевъ 
системы должны удовлетворять р равенствамь: 


Бд =, да. 
(=, + у. я о де = 0, (493, 1) 


ЕЙ 


Уи) (483,9) 


—1 


Зои но, = 488, 
= ` 


ии) но, (498, № 


—= 98 == 


о (495, 2) 


дж 0 Гдвь 


и (493,9) 


4—1 и 
Хх. 


(Поль знаками 
К, К. °° К, 


подразуеьвалюноя иноточлены вида (497); вм. $ 60-1). 


равенства (498, 1), (498, Зв (498 р) поблуж Ъ Дия 
опрехзлони кножителей №; руля э%ото вадо рышить дифферев- 
зальный уравненя (517) относительно ускорении ви, 9. 
а и По вов 2! и полученный оттуда выражения 
этихь ускоренй подставить №Ъ равопствы (498, 1), (498, 2), .... 
(498, р); тогда ЭТИ равенства, примут олвдуюий ВилЪ: 


(в, )Ра -е (в, )Р-Г У АА.) Гонаю () -- Ёз, = @ ов (518, 1) 
(в ЭРА ^(в,)Ра-Ё Е: |+ (вр) РЕ Як Кзв,= (То (518, 2) 


Ав ры, Ев) Рь ет 4-(ь,)Рь-г 9, Е Ка=0 2 (518, ) 


Для сокралщениахо висаня ЗВ введены знаки, ную 
стъдуюния зпачения: 


== 
58 ИХ де. дв де 
9, р (>. а Уд; ый 2х.) } 


или, 910 то Жо 0806: 


0: =Уя (Ра) Е, 603 (Ра, В); 


о 


нодебнымь жо образомь ©, означаетьъ: 


Е. Е 08 98% 98 
6. 2» ( Хо, РУ, 2, 2) 


. (619) 


—я 


= Ух (Рв/ Е, сов (РньЁ') 
№ 


ке ыы 


Коэффищенты у множителей Х въ равенетвахь (518) суть 
слвлуюния выраженя: 


и 
Р,=Р,,= >. (= ОВ а) Е 
Е 


) 
— =, \ 0х; дз ОУ; ди, "0% д: | 
г |... 620) 
= (Ра) он, Рь,) | 
+1 2 
1/14, бе а ды) 1 . 
Ро) ыы 


Если которая-либо изъ связей принадлежи"ь къ числу неудержи- 
вающихт, то надо принять во внимане, что она можеть оказывать только 
положительныя реажщи, го-всть, реакдш, паиправхенцыя по положитель- 
нымФ направлешямт дифферениальныхь нараметровь; поэтому, какь 
тотько миожитель ®, соотв аолвуюний этой ноудерживающей связи, обра 
кител въ нуль и 1061$ этого намцеть пробрфталь отряцатели? зналге- 
вл, то эзо будогь значи, что матерьяльныя точки сходятъ съ этой связи, 
а цотому связь ослабфваеть н реакити ел уннттожаются. 

. 

ели по харакяеру вопрова приходите разематривать евязи 
подъ видомъ Механизмовъ ланпаго устройства п яеобходимо при- 
пималь въ разочеть силы, образующуяся велёдоте трения и 
прочяхь физическихь причин, то эти силы придетея помфетить 
въ предылущихь формулах» в уравненяхь въ числв задаваоныхь 
Сил. 
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9. 
у 


КА — 


$ |. Приведение севокуниюети (517) кл, (Зи— р) с6во- 
КУШЫМЪ ДиФФОреи аль уравиентямт съ таким же 
чиегомь нокомыхъ функ времени, 

Число (3и— р) озпачимь черезь н. 

Исключивь изъ дифференщальныхь уравчешй (517) нножители: 


№(*.), Ав), в Ав»), 


булень нить м доффорапиальныхь уравлешй, завлючающихь въ 

000$: время 1, Зи коорлинать 1,, У, 2)... У в и 
$22) пронзводпыя этихь коордипаль о времени, нерзыя и зторня” 
ея Веь 3 координать связаны между бою и съ временемь 
уравненячи (491, 1), (491, 2),.... (491, р); поэтону р изь 
числа этихъ координать могут и выражены фушаиями вуе- 
мени и остальныхь м хоорлипать; угловимея называть послал 
координатами независимими, а первыя — координатами зави- 
силииии. 

Волмя н изъ числа Зи коорлинать могугь быть прийячы 
за, нозависимыя, 

Слфлавь надлежащий выборъь пезазиснмыхь координать и 
рЬшивъ уразнешя связей относлиюльно коорлинаяь зависимых, 
получить выражешя послёднихь въ фунмшяхь незавиенмыхь 
коордиязь и времени. 

Производных по времели озь завнопиыхь коорлилать выра- 
затея фунюиями: времови, пезависимых коорлинаь и ихъ иройз- 
водпыхЪ по времепи. 

Найдонными выражешями зоепользуемел для того, чтобы изь № 
дифференщальныхь уравнешй, пе заключаютихь множителей ^, 
исключить зависимыя координаты и ихъ производных. 

Закизмь образошь ума получинь м совокулныхь лифференилаяь- 
ныхъ уразиеюй, занлючающихь; время, пезавиеиня ‚Жоординаты, 
ихь первыя м вюрых проззволныя. 4$ 1 

7$ 12. Ковулинатиые назаметрых число иезалмснлыхть 
координахиыхь ‘параметров для данной системы цесво- 
бедных точехт. 


=> = 


Положешя, занимаемыя ® точками въ пространетвв, могут 
быть выражены въ прямолинейныхь прямоугольныхь вли 6060- 
угольцыхъ, въ вриволицейныхь цилинлрическихь, сферическихь 
или какихъ бы 10 пи было ортогопальныхь нли косоугольныхь 
координатах; кромф того, могугь существовать н существуют 
еще мноме друге сповобы для той же цфли; нанримёрь, иоло- 
жеме и чочекь въ пространетв® можеть быть выражено сл®- 
дующимь образомь: 

Предетавимь св6 неизифняемую среду (и оси кординаль Оз, 
Юх, ЮГ, связалныя съ нею), точка Ю которой совлалаеть 
съ точкою № 1, о 10 проходить черезъ точку № 2 н плов- 
комь 2ХЮЕ завлючаеть въ 080% точку № 3; тогла положешя 
везхъ Й точекъ въ просгралетв® моруть быть выражены слф- 
дующиии 8и величинами: абоолютпыми координалами 2 =, 
л=9» Ата» Точки № 1, углами ф, 0ю, э, разетоящень 6, 
точки № 2 оь точии № 1, относительными координатами & и ©, 
точки № 3 и отпоснмельными координатами &, м, @,.... 
Си) зы ОбТаЛЬНыХь точек». Абсомотныя декартовы координаты 
2, У», 2, Велкой изъ и точекь выразллея по извЪетнымь фор- 
мулань (формулы (45) кинематической части етр. 56) въ функ- 
ЩаХЬ 0$ 2», Ул) 85) 0, Ж, 9, Ё, Чи 6. 

ели точкн  образують собою неизмняемую систему точекъ, 
0-вегь, воли разотолше между каждыми лвумл изъ отихъ точек 
остастея поетояннымь, 10 тогда, при нзмвнени положеня системы 
въ пространств», изыфняютея тольво шесть Величиюь 4) Ук, @юз 
$, ж п э изъ числа вовхь 3, перечисленныхь выше, прочя же 
(3—6) остаются поетолиными. 

Г Вообще, тиф или другинъ способозь, ноложеше въ пространотв% 
енстемы  точекъ, связаяныхь р связлыи вида (491,0) ($ 62), о) 
можеть быть вырьжено посредетвомь ифеколькихь величинъ: 


Ч, 4: 9.... 9» 
обладающихъ Зизлующими свойствами: 


*) 'То-ссль, свизими, уразиешя которых ие заключають времени. 
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1) Ири кажломь опредзлезиомо» положени ‘точеюъ системы, 
величины оти получають оцпредфленный значешя; то-ссть, каждой 
совокуцноети опредзденныхь зкачешй декартовыхь координаиь 
2, 9, 2,....8, вобтвфлетвуоть совокупность опредёлениыхь 
знапенй величинъ 91, 9,).... 4. 

2) Воличивы (1, (,,....@ измфняютея ненрерывиымь обра- 
зом при измёиеши положений точек системы. 

3) Каждая возможная совокунноевь опредёлениыхь зпачений 
ПОличииь 01) 0.,....4, вполив оуродфляеть пфкоторую созокуи- 
воть опредфленлыху значешй дехартовыхь координае» ланной 
системы точекъ, а, олфдовательно, ифкочорое цоложене точекь 
системы въ пространств. 

Тая ведичины (, 4,)....4, мы будемжь называть хоорди- 
зиитнылмиь параметрами данной системы эпочека. 

А) Отповижельно числа этихф коорлиналюыхь парамотровь мы 
прежде всего локажель, что число ихь по можеть быть менве 
числа н==(3%—-р} пезависниыхь лекартовых» коордипать лалной 
снетемы точеюь, 

По вышеприведеннымь свойствамь 1-му и 2-му, коордивалные 
параметры холжиь выражаться нфвоторыми функтиямн декарло- 
выхъ коорлинать;, уоложимъ, что оги фувюди намь изяветны: 


фу Ч, ен... @,) 


== (аа Уве, .-..9м а, (520) 


4: == би, У, а. 2} 

По тротьему свойству, лекартовя коордипаты системы точедуь 
должны вполнф опредфляться по задачвымь значеняль координа- 
иыхЪ параметров; но изъ имбющихея равеносвъ (521) п изъ 
уразневй связей: 


в, Уь 2 - У 9.) = 0 | 
в, (21, Уз 2... 9 @) = 0 } ь (522) 
в»(2, У, а... 9 «о о | 


== 38 == 


нельзя получить опредвленныхь риешй для декартовыхь коорди- 
пать, если число равенстве (521) виботв еъ числомъ равенствь 
(522) менфе числа декартовыхь координаль, чо-еерь, вели (3-2) 
менфе Зи, или ‘$ мовфе н = (3#—2); поэтому число $ должно 
быть ие менфе м. 

Если з==н, то изъ уравнешй (521) и (592) нолучимь вы- 
ражешя декартовыхь координать въ функющяхь отъ коорлина- 
ных парамегровъ 4, ([,,....9в; Нусть эги выражеюя будут: 


НИ 0, (4, Ч. 9) 
У. =, (Ч,, 9... %) 
2, = (@,, 4... -. 4} 


8, = 6 у и) 


. (523) 


В) Слблускь зайфтиль, что въ отомь случаЪ, когда чиело 
координатных параметровь системы точекь равно числу незави- 
симыхь декартовыхь координатъ, ось координалиные параметры 
4, 4,....4» @уть перемъимыя независимыя, то-веть, они 
ве должны быть связаны между собою пикакини равенотвами и 
уогуть получать веямя зпачешл независимо друг огь друга. 

С) Кром того, долилю обратить втимате на слфлующее 
оботолтельство: пероыя чиснив уравиенй (592) связей по под- 
статовлении ва пилз фупиий 0, 0.,....6:, в®ьято декар- 
эловыхь коордилиипе, долмеы обрамииться в& нулю тождо- 
ственно, при всяких значенять хоординаляныхо лараметрова; 
ВЪ самонь дл, еслибы не зс\, а только м изь чиела декар- 
товыхь координать были замёневы выражающими ихъ фуяющями 
8, п затВиь уравненя (522) были бы р%№шены отяоситозьно 
осталинихся ф декарровыхь коордипаль, то посжвяня должны бы 
были выразиться "Фии же ваиыхи фушюмями, какими отв выра- 
Жалотея по формуламь (523). 

Я Мы 


7. 


а ео 


— 358 — 


Число координатимхь нарамегровь можеть быль болфе и, по тогда 
(5—н) нараметровь должны быть функщими остальныхь #; дфйегвегельно, 
еели 8 > 6 10, рёшивь н первыхь изь числа равенетвь (521) выВоеВ съ 
уравнешями (522) относительно декартовыхь коордивать и подетавивь но- 
лучениыя выражешя (623) вь оставицяся ($— н) равенежвъ (521), полу- 
чимь выражешя коордипатныхь параметров 


Фиу Чыу с ге 9 


вь фушамихь остальных ‘и, Ч... 

Чакже можно выразить декартовы коорхниаты функщими кохорыху- 
либо и коорливатвых» парамегровь зыбрмшыхь изъ числа разсмалри- 
ваемыхь; а нотому, осли чнохо $ координалиыхь иараметровь дажной еи- 
стемы точекь бохбе числа, в незавиенмыхь декартовыхь хоордицать той 
5е системы, то любые и изъ числа координатныхь цараметровъ могуть 
быть принязы за зезавиеимые прое же ($— =) должлы выражатьел 
фунишями этнхь незавнецмыхь коордицатныхь парамегровъ. 

Эбратимь еще виимаые па 5 случа, въ которыхт 3 хотя и бохфе и, 
но монфе Зм; отпосительно этихь случаевь мм сдфлаемь охио зам чан, 
лоторое ламъ поладобиуея вь слздующемь параграф. 

о) Мозжло выразить декартовяг коордилаты въ фушицяхь вобхь $ ко- 
ординалиыхь нараметровь такими, образом, чтобы полученныя выражеця 
тождественно удовлетворяли {3% — 5) изъ чиела р уравнешй (592) связей 
((3\ — 8) монфе 2; потому что 8 боле н, & р равно (3% — 0); для этого 
надо рБапекь $ равенссвь (521) н нзбраиных (3% — 5) изъ уразнен!й (522) 
относительно декартовыхь коордицать; полученныя выражения: 


=5,(,, Пре 


У (95 4-94) 
Вече 0. Зав, (594) 


ея 


8, = 8» (9, О 4) Л 


должны будуть обрашаль первыя части избранных вами (3 — 5) урав- 
нев связей въ нуль хождественио, при всякяхь значещихь 4, 9..9 
остальныя же уравнеза связой, чиело кохорыхь равно (р — За 3), то- 
есть ($3—), образятея, при подеталовлеши зъ вихь фушаци 3,, №»... 
уравнеши, которых евязытелоть между собою 


пе вь тождества, по нь ть 
хоординатные параметры и изъ которых завнеимые ($ —*) нараметровь 
могуть быть выразвелы вт фуцкюцияхь оть незавненмых». 


88 — 


Ве сказанное до сихь порь въ этюмь параграф принфияется 
со надложащими измюнейями къ п точвамь, связаннымь 
между собою р связяяи, уравнешя которыхъ (491, 1), (491,3)... 
(491, р) ($ 70) заключают время 6. 

Вь этихъ случаяхь лучше пеего выбрать таже координалтные 
параметры, которые выражаются функшяни докартовыхь коорди- 
нать, но зависящими 01% времени. 

Положимь, что тиые координатные парамегры найдены и 
уто число ихь равно н=8и-— р; пусть они выражаются в де- 
каровыхь координатахь слВдующими фунентями: 


Ч, = (ал, У 2... У, 2.) | 


Е ИАЖЬ 9, 21)... 2, 


..:. (695) 


й 
? 
И (1, Урень И 2.) | 


уЪиивь фразопства (525) и урланешя (491, 1).... (491 р) 
относительно декартовыхь координат», похучимъ выраженя: 


2 = (4, 4,,.... 4% 0 
= 0 (4,, те: И 
ОЕ косо ВТ. о (526) 


сэ - 


2, ==0(4 > Че Ч 8) Л 


время войлеть вв эти выражешя изъ уравнешй связей. 
Слфдовательно, въ этихь случаяхь опредфлеше 3-го свойства, 
координалныхь нарамотровь домино быть измёиено слфдующихмь 
образонь: 
Каждая совокушость онфедзленныхь значешй координалвыхь 
нараметронь 9) (»...- 4» Виоань онредфляоть положоше ви- 
темы точекь въ просеранегвв въ каждый момевть времени. 


==: Я == 


Замёчашя Ви относятся и жъ этимь случаям, ихь можно 
выразять так; 

В’) Если чиело координатныхь параметровъ равно и==(Зи-— р), 
то-есть, числу незавяеиныхь декартовыхь координать, 10 вс 
эти координатные параметры суть перемнныя независиныя, то-ветъ, 
ОН Н6 ДОЛЖЛЫ быть свазаны между собою никакими равенотвами 
й могуть получать веяюя значения независимо другъ оть друга. 

0') Первыя части уравнений (491, 1)....(491, р) связей, 
ло зодетановлейи вв них функийй 0 (526) вмъето декар- 
зповыхь координата, долоюны обращатося 05 нуль тожде- 
ственно, то-есть, прё веякихь значеняль поординатныхь 
поро метров» и для всякало знаменйя $. 

Чиело координалныхь парамехровь можель рыть болфе и (пусхь число 
ихь будеть 5}, по тотка они должны быть связрыы между 6000) и съ вре- 
менем»ь (з— 2) уравнешями, или, иначе скаратл, ($ — 1) координатияхь 
параметровт, должны выражаться функшямя/временн я остальныхь № не- 
зависимыхь нарамотровъ: за позавиенаихо мотуть быть иринахи любые изъ 
числа, воВхъ $ координатных, царахотровуу 

Положим, что координалные параметры 9, 4»,.::./» Число кого- 
рыхь болве я, но меньше 32, выражены данными фунюлямт декартовыхь 
коордипать; цусть (521) суть эти выражентя. 

РазиБлимь уравнен (491, 1)....(49 р) на дв% групли Ри Ай; группа Г 
заключаеть въ себф которыя либо (3—8) изъ чиеха уравнений связей, 
остальных (5—и) уравнешй образуюзь груипу №, 

Рениюгь равенства (591) выфоть ‘св уравнешями грунны 7 относнтельно 
декартовыхь коордимать, получимь выражещи этихъ вооркинать в5 
фупещяхь времени и координатных», нараметровь; пусть эти выражения 
будуть: 

2 == 9, 4, 4,,....4ыЙ 


3. (а, 9... 95 2) | 


-р. 
| 
ВВ 


е 
} 


(527) 


Ре бы еь .. 9 


1) Уравнения груины 1 ио цодсхамовленит въ пихъ вбфражешй (527) 
змфезо декартовихь коорциналь, должны обрахиться вь тождесявиа, го- 


— 361 — 


есть, нервыя части ихъ домжны 
чихь 6 0, 9»...@» Каковы бы 
труины Ё обраялемотея помощью 
ия коордилатные параметры 


ть равиы нулю при всякихь значе- 
Эти зпачешя пи были; уравновя же 
выражений (527) вь уравнения, связываю- 
жду с0б0ю и съ временемъ. 
Приведенныя здЪсь ра ‘уждешя и замвчаня справедливы и въ тфхь 
елучаяхь, въ которыхь вторыя части выражений (591) и (575) завлючають 


время. ) 


$ 73, Дифферетиазьныя уравнешя Лагралжа, 

Вь $ 71 было объяленено, что изъ совокупныхь дифферен- 
цальныхь уравнешй (517) можио исключить воз множители Хи 
получить + = (Зи — р) лифферошиальныхь уравшевшй со столь- 
вимъ же числомь искомыхь фунющй времени; эти функти суть 
1 декартовы координаты, которыя припяты за иезависииыя. 

Если декартовы координаты мотуть быть выражены функшямя 
(526) времепи я м координалныхь параметровъ 4,, 4,,....4а ® 
мы желаемь ввести нослёдве вифсго докартовыхь коорлинать 
въ дифферешиальныя уравнешя движешя, то мы можемь это ед- 
дать въ т8хъ н дифферентальныхь уравпеняхь, о которыхь 
говорили выше м вь 8 71. 

Постулая такннь образом, намь придется произвести но 
врайней мфр® два ироцесва: процеесь исключеня множителей и 
процеесь преобразовашя коордииаль; оба эти процесса могуть 
быть зесьма сложны, а потому ны покажем Лагранжевь пруемь 
получения н дифферентальныхь уравнеши движешя въ коорди- 
натныхь ипрамеграхь 4. {з-д 

По этому спобобу процес исключешя мпожителй ^ упро- 
маочся весьма зпачительно при помощи соображевй, выводижах 
на основаши замбчалия (0”) нредыдущаго параграфа; въ этомъ 
замвчаши сказано, что выраженя (526) обращають уравненя 
связей (491, 1).... (491, р) вь тождества: 


И Я ноовь Эа Я ры Эрьвзв 
О (528, 1} 


и проч. 


— 362 — 


Чтобы пе писать длинныхь формуль, мы условииея изобра- 
жать эти тождества так: 


в, Ч: - бы 9) == (558, Г) 
Зе 9. ор Е (528, 2} 
в. (Ч, Чу: о 9) —. (528, р} 


Изъ этихъ тождествь слЗдують разы других, самый вилъ 
которыхь уважеть намь путь въ ирообразоваяю дифференщаль- 
выхъ уравнеми (517) для исвлюченя множителей ^. 

Первыя части зождестнь (528) должиы быть равны нулю при 
велкихь значемяхь фи при веякихь значеяхь независиныхь 
координаеныхь параметров 9, {,,....4 Поэтому, вели ири- 
дадимь этим перомвинымть каия-угодно значенл, а затвуф да- 
димъ параметру 4, какое-либо весьма малое приращене а4,, мо- 
ложительное или отрицательное, произволунато порадка малости, 
то буденъ ижфть, между прочим: 


(9, 1: Ч 3) = 0, 
8а((4, 39, Чет - 9» 9) = 9, 


тя величинам 60, 0,,..-.0, Мы придаем т же самыя 
значення въ обоихъ зидахь чождества- 
Отсюдь сллуеть, чо: 


Е 2) 


при веякихь значешяхь перемфиныхь #, 01, дь....4и То-еоть, — 
тождествелно, 

Примзняя 18 же разсуждешя къ каждой изъ перемфнныхь 9, 
4.,.:..  БЪ Каждой изъ Фунюшй за, в)....3» НОЛуЧимь Ир 
тождествь вида: 


98; (9 бы ВЫ 0) №. 


‚... 699. 1Ю 


=== 


тдф ) ть которов-лябо изу чиель 1,2, 3,.... 2, 
а й есть которое-либо изъ чисель 1, 2, 3,....1 
Эти же тождемва можно предетавихь такт: 


= 


(и мб 
2 92; 04ь "ду; 04, 


.. (530, .к) 


тлф декартовы координаты выражены но форыуламь (526) фун- 
КЩЯМИ ОТБ; 0.) Ч. ди 

Самый видъ первыхь частей тождества (530) показывает, 
что для исключения величинь Х изъ дифферентальныхь уравноюй 
(517) должно поступить слзлующимь образом. 

Занфнивь въ этихь диффоерениальныхь уравнешяхь (517) 
декартовы координаты ихъь выраженями (526), надо помножнть 
ЕАЯДОв иЗЬ НИХЪ На Производную отЪъ соотв тотвенной декартовой 
координаты мо 9, (зти производныя получаются изъ выражеши 
(526)) и получения разенотз сложить; въ силу тзождествь 
(530), результать этихь дайстий не будеть заключаль вели- 
чинь ^ и будеть ныЪть слвдующ виду: 


р 63 ® 
г 
тд: 
(хе 998), , 
6. = = (ха + У: (532, к) 


ЗАВеь й есть каждое изъ чисель: 1, 2, 8,...1, & потому мы 
будемь имфть н ураанымй задь (532). 

Въ подученныхь уравнешяхь (531) декартовы координаты 
должиы быть выражены по формуламъь (526), а нервыя произ- 
водных девартовыхь коорд по времени должны быть зам- 
нены выроженямя: 


ди И} 90, г? 


бы 
-& НЯ, 5704.4 и: К, 


= 36 — 


и проч.; эти выражея мы будемь писать поль слВдующинь 
видомь, напримёръ: 


) 
а: _ тва о 9 р 9%, 
о: 9Е Ноа, т, Ч. +... п, Чи 
Чу: _ у" == ду ' 9, 1 | = : 
№ м 4, - Ни, т... Тм ® $... (083,1) 
О дет д | 
Па К СР п. Ро, 4 


Подъ видомъ заключающихея здфеь чабеныхь производныхь 
от декартовыхь коордицаль по времени должно всегда нодра- 
зумвать частныя провзводныя шо оть соотвфтетвующихь фун- 
БШ 6 в не слфлуегь сыфшивать их 6ъ полвыми производными 
я, у, 2, выражающими прозкши на оси координать екоростой 
матерьяльныхь точек». 

Выборо собтаваейя выражеюй дал ировзводныхь 2," у’, 2, 
произведемь слВдуюния преобразовая въ перзыхь частях диф- 
феревийальныхь уравненй (531). 

Каждый изъ членовь первой чаети уравнеяя (531, ) можно 

0%; 
Чт и 


преобразовать тах: - 
ГА (5=) 
„10% т! Ч 


т, 9, ^ И ВР И, 


а моэтому дифферошщальное уравнеше (531, К) можно иредета- 
ВИТЬ ПОД ВИДОМ: 


и: 
0%; 9: ‚ 02; 8 
У МЕНЯ ет р аж (534, КЮ) 


‚404% у; ‚ 49; 
7, аа, РУ, 4194: Га, 49) 


— 365 — 


Ченерь памъ придежся выразить р, и Я, ъь коордимаянихь 
параметрахь 4, 4,›...-0и И В ироизводныхь 4,0. --. 4. 
Изь выражешй (538) слфдуегь: 
дл’ бои, бу’ ду 0 0. 


99, 04,’ 04 0, 94 04, 


& потому 2х можеть быть приведено къ виду частной промзвод- 
ной но д: 


#— 


< ди р 1 а 0 
о р (= * да" ‚Ни а а, м) а! 


от выраженя сумы живыхь сить системы точек 


= в 


Тед Уть = тп, [ен (2 У]... 635) 
ГА д 

въ координатныхь нараметрахь д, (.,....4 И ВЪ ихь произ- 

Водныхь но времени. 

Сумна кивыхь силь чочевь системы пазывается ивою си- 
лю этой системы, выражене сл зъ координатныхь парамеграхь 
и ихъ производныхь по времени (910 выражеше легко получить 
изъ (585) при помощи выраженй (533)) ножегь быть предетв- 
влено въ вид суммы: 


=. (0)-+ 7а)-+ Г(2);....... 6535, а) 
Т(0} есть сумма члековь, но захлючещихь нроизводиыхь 15 9, ,+. 
1 
ты 


(0) = 5", [8 +) + ом (536) 


Та) веть однородная линейная фукншя относнтельно проязвод- 
ныхъ отЪ координатныхь нарамегровъ но времени: 


ии 


)= Хо - и и. (630 


Е «= 


тн > 

= Г д дл; | ду, ду, (08 92 |. м з: 

в; = и я 90% Не 9% 7% Од у... (537, 55) 
: 


Т(2) сесть одиородная квадратичная функция относительно т%хъ же 
производныхь: 


—% ен 


ие Хам, в о) 


аи Ури, 
ЕК 


де, 05: | ду; 9У; | 98; 08, | Ко& т: 
Оь Че т, 09 } О Ода | > В (535, 5) 


Производпыя втораго порядка, заключаюнияея въ суми8 С, 
могуть быть предотавлены какь частиыя проязводныя по 0; от 
р 


скоростей 2, у’, ,, выраженныхь ло формуламь (533) въ 
функьдяхь 075 № ды Ч... №... 9; В ваможь ДФЛВ, 


да; 
составимь ныражене полной производной отъ я о #: 


027; 

Ч (о) - 
9] 0, т а, М т 05, 
тЫ — Эва аи, Ч т, 9, | вые 00а» Ч»; 2 


съ иругой стороны изь выражешй (535) можемъ получить ел%- 
дующее выражено дха частной производной отъ %,’ по ди 


Е ры бе, 9, 9х , 0%; 
9, 99, ЯР 99, 94:1 Ч "д 9, +... РЖ, 99, 4} 


граввизь можду собою вторыя части этихь равенотвь, мы за- 
КЛЮЧИНЪ, 910: 


284) 
а. =. 
аа,  % 04, 


Позтому сумма С» есть частная производная отв Т по 4,: 


Ум, (2 р 04 Ну. + и) = ЭТ. 


он о, в 04, 99, 


ео — 


Тавимь образомь мы получимь н совокуииыхь дифферен- 
Шальиыхь уравиеш: 


ар _9Г _ Ч. ОД 
0 — 9 ан ЗМ 


=, ...... (58) 


тдЪ: 


98 о. 9 р 
рр, Вр ыы». ++. (689) 


называеныхь диффероилальными уравнойями Лараниса *). 


©, 0,,.... 0, суть суниы вида (532), выраженный въ 
координатных параметрахь и ихь производныхь по времени. 
ДЛатралижевь ©060бъ ны лиффоретиальныхь уравнений 
движешя можеть быть иримВиент также 
картовы координаты выразкены функлаязиг (527) {$ 72} времени и 5 ко 
ординаляткскь пнарзаметрову (5 мене у и боле и) таким образозиь, что 
выражешя (597) образцалоть (3%—5} уравнея свялей въ тождества; тогда 


я въ 1хь случаяхь, котла дё- 


Латрацжево иреобразоваше ириводи, кл, з совокупйымъ дифферешиахь- 
ным уравиомямл, зоолючелющимь (9—и) множителей 9% 

Положим, что уразпещя грумны 2 (см. зам чан! (0’) въ кони иа- 
рахрафа 72-10) суть: 


81 = 0, в = 0Ув.: =0,.... = 0, (т) 


тя и 3" — 5; остальныя изу уразневй (491, 1}..., (491, р) образують 
грурлу. Е: 
Вр == 0, ва = 0,....8, = 0. (Е) 


Зыражелая (527) обращилол, перзиял чаеки уразвнем! груины 2 въ пуль 
тождественло при всякихл значешяхь А 01, 4....9» Ламе при такнхь 
значешяхь, корорыл ие удовлетворяють уравнешлиъ группы Е; поэтому, 
разсужиая совершенно так же, как и вь начал наслоянхаго паратрафа, 


то-веть, разсматривая веб координатные парамотры @ь 95 ау... 0. 


„ Так, 


*) Дифферелщальныя уравнешя (517) также даны Лагравжемь, то- 
этому сововунпоегь (531) езфдуету, называть зюрою формою Илриноневыяь 
днререниеалньыхь уравнений Овижееная системы тоцеть, каюь ихъ пазые 
засуч, Якоби. 


— 36 


как» будто бы оу были мезавиенмы друтъ от друга, получим зу тождествть 
слВдующаго вида: 


98; (ды ыы 
м 9, . 


гл.) есть которое-яибо изь чисель 1, 2, 8,....9, 
& 1 ееь которов-либо изъ чнеель №, 2, 8 


о 


Равецетва же. в" которыя обрелцалокея уравнетя групиы 2, & имецно: 
= \ 
(9, ручье 9 9) о, 


чу» Чи.) = 0, | ... (1) 640) 
] 


„(4 Ч + 95 8) = 


суть иравнемя, связывалония координатиые параметры между с0б0ю и съ 
премономъ, то-ость, дфлалюлая (5-м) караметровь зависниыия оть осталь- 
ных, талиб что, сели слфдуюлуи значешя величииь 0, 9» 4. Ч 


* 


= 9 


= РЕЙ... 9 


А 


довлетворяють воВыь уравневямь (540), ко зваченйя: 
. 


=т, А 5, В ан 


з. 


могутъ н не удовлетворить имт, а нозому часфныя производнягя: 


081 94 дв» 
О М 


молугь быть иераввыми пулю при значешяхь величины & 9, 2»=.@» Уловло- 
творяющинхь уравнешямь (540), го же самое должно сказать и о част- 
выхь нроизводныхь этихь функдИ но прочимъ координатнымь пара- 
метрамъ, 

Легко чецерь видфть, что, примфняя къ разсматриваемьмь саучзямъ 
Лаграижезо преобразовалие, мы получимъ $ совокуинихь дифференаль- 
пыхь уравцешй слБлуюцахо вида: 


й 


й й 981 в > 
и Е = 9, (вр) а ЧЕ рее ›(в,) ее Зе . (54. Ю) 


== 88) — 


11 сеть каждое нзь чисель 1, 2, 8,... 'ь эгихь дифферешиальнихь 


уравнеляхь осталоеь (5—н} множителей: 


№(вг1), (вон), .. у №(в»). 


Для поясцешя сказаннаго въ вастоящемь паратрафЪ, ириведемь н- 
сколько примфров$ сосхавлевя хифференщальныхь уравнеши Лагранжа. 

Вмфето перваго примбра мы укажем на примфпенюо Латрапжевыхь 
уравпен!й къ составлешю диффереюаальныхь уравиеши движени сво- 
бодной малерьяльной точки вт сферичёекихь координатахь; вь этомь 
случа6 = 1, р=0, и=3, ф=», 4 =, (=, 


2 == гсоЗФ5Ш о, У = "ЗП ЯВ, 2 == #05, 
9, = Есоз(Ё, а), 9 ==гЕбсоз(Р, В), 9. = "в ФЕ соз(Т, т), 


ТДЬ в, Ви у суть нахравленя координатныхь осей сферическихь коорди- 
нать, а Е есть сила, приложенная къ матерьяльной точк\; состазивъ Ла- 
транжовы хифферешиальныя уравновя, получимь уравценая (88) (стра- 
нида 42), помпоженныя: второе — на > п третье — па хз о. 

Подобинмь же образомь можно примииь Лаграм: совы уразнцезя к» 
воставяешию дифференцальныхь уравнений движов точки въ каких 
угодно координатахь; надо только знать, какъ выражаются декар совы 
координаты въ новыхъ коордицалныхь нараметрахь 91, 4, (з) ДальнЪйшя же 
дЬпотня указывалотся видомъ Латраижевыхь уравневй и формулами, при- 
введенными выше. 

Примфръ 64-й. Овстема состоить изъ двухь матерьяльнихь точек 
и, и т, связапныхь удерживающею связью, приведеиною въ примёр 


57-мь (стр. 817}; кромф того малерьяльная точка ик должна ностолнно 
оставаться въ плоскости ХУ, а точка ина оси И. Въ точк т, прило- 
жена только сила тяжести 99, вь точкв же м, не приложено ни- 
какихь задалаемыхь силь п плоскость ХУ прехнолахастся пдоально глад- 
кою; положительная часть оет ъ цаправлена вертикально впизу. 

Въ этомь случа %==2, чиело связей и преградь равно 4-мъ: 


+» — [= 0, а=0, 42==0, у, =0, 


такъ чго р =4и н=2; примемъ за координатные параметры 4: и 4. но- 
ляриые координаты р; и @, точки т. въ плоскости ХУ. 
Декартовы координаты выразятся въ коордилатныхь нараметрахь 
закы 
#1= 16030, Ж=рЗИИа, 2==0, 2=0, у,==0, =— р. 
р 


Збиваи сиха, системье 
мы 1 1 \ 1 р .\: 
Р=-5- (п-т) (= += тар (в о 


Лалранжезы дифференщальныя уравнешя движешя въ этомь случаь 
будусь слбдующия: 


4% (49. \? 
р =— и, 


(т -т,) д тора | 


Ка 
т и = 0. 


Прнуфръ 65-й. Система состойть изъ двухъ тяжелькхь точекъ 7 и; 
первая находите въ постояниомъ разетояни Г, 016 начала координать, & 
вторая — въ постояниомъ разстоянш { оть первой; кромф того, прехполо- 
ЖимЪ, что 06% ки остаются въ одной вертикальной плоскости, прохо- 
длией черезь пачало координатъ. Пусть эта илоскоеть есть илоскоеть ХУ 
н ось У направлена вертикально внузЪ. 

В» этомь случаЪ число точекть ‘равно двумъ, & чнело преградь и свя- 
зей—четыремь, поэтому и=8. } 

Означимь черезь $, и 9, углы, составяяемые паправлешями ОМ. 
я М.М, сь осью У, и примем» эти углы за координалные параметры 
системы. 


Зиражелия (526} будуть здфоь слЪдующия: 


= Ема, а2= Пэй: -- (12 
== С созфь == Тебе: 16085 
О, а= 0. 


Живая сила системы: 
те" "рр, тег, сов (Ф, — $); 


2 = (т, т) Го, | то, 08, 
р, == 1,7 Ф,' -- т," сов; ($, — $,) =. 


Два дифферентальныя уравневя будуть: 


Г 


Гея св %) 


(пыле тыл - 


те, ол Это = 


= — (1 6) б9зшо, 


а : Е 
ох Е п А Ко о НЕА, 9, ЗП о = И ЗИ Ф,. 


| 
Примфрь 66-й. Система состоилуь изъ чегкрохь малерьялтивсхь точекь 
# 


М, М, М, М. связонныхь поцарио идезльно-твердыми стержнями 
М.М, М.М, М.М, М.М, одинаковой длицы 4; вс точки притягиваютея 
къ началу координагь силами, прамопропорцюнальными разетоншимь 
отъ него и маесамь ихь; кромв этого, предиоложныь, что всё точки 
зелаютен зъ илосжослк ХУ что масс дочек, походхжхихех ма протизо- 
лежащихь вершипахь ромба М, М.М, М., равны между собою: и, =т., 
2; =. 

Здесь и==4; за координатиые ' параметры возьмезь; полярныя коор- 
динаты о, 0, центра С ромба, разстояне] Е = СМ, точьи М, оть этого 
центра и уголф 2, состовдяемый паправлешемь ОМ, съ осью Х?"?; раз- 
столе у, точки М, оть лочки С разно корпю ввадраткому изь раз- 
пости (Р — 2) п нанравлеше ОМ, соетавлиеть съ осью ХХ“ уголь 


(++) 


Живая сила этой системы выражается такъ;: 


++ 26: | + (вый -- (т, — ть) (©) Е 


ее 


, 
Дифферевиальныя уразненя движешя (но сокращен общихь мно- 
жителей) будуть: 


" & : 
в. 248. = Ус; а (6. }=0; 


#. =“ 22 
вы — (ин — т, ёи | я [0 би то) 


= (и, — жж); 


Чеы + (тины), о 


— 312 — 


Прин чан! 1. Число м незавнеймыхь декартовыхт коорди- 
нать вли независнмыхь координатвыхь нараметронь сиетени то- 
чекъ называется чисосм» степеней свободы этой системы: так, 
свободная матерьильная точна изфету въ ировтранствь ури, а на 
какой-либо поверхности — дв» сленени свободы, въ принфрахь 
64 п 65-м число степеней свободы равно двум, а въ при- 
у8рф 66 — четыремт. 

Примвчан!е 11. Суумы: 


ду: 
Ха ТУ И. 5 


огут® изфть изябрешя силь ((39) стр. 27) золько въ иохлю- 
чительныхь случаяхъ, & пе вообще; ноэтому первыя части Ла- 
гранжевыхь уравленй не воетдь изо измвреше нроизведеня 
изъ массы на ускореше, 

$ 74. Гамильтонова форма дифферепиальныхь узаз- 
пани движешя, 

Латграижевы уравнемя (581), подобло всякой совокуппоети 
обыкновенныхь дифференшальныхь ураввеыя’ эторото норядка, 
мотуть быть приведены къ сововуипоети двоййаго чиела обыкно- 
венныхь дифференщальныхь уравиенй первуго порядка съ двой- 
вымъ же чиеломъ иекомыхь фупктий времели. 

Для этот, прицивъь 9, {,,.-.. ф за новыя искомыя 
фупецши, пад НЗ въ уравнешяхь/ (581), вторая произ- 
ВОДВЫЯ 4, ‚4,..-. 4 — перзыми производными оть новыхь 
пережёныях; поелф этого дифберенулльлыя уравнешя (581) 
ви Вст съ н лиффоренщальными тв 


образуютъ совокупность 2н хифференнальныхь уравнеюи перваго 
порядка съ Он искомыми функ времени: 9,, Ч». .-. 9» 
9, №. СО Ч. 

ели же привать величины” р, ро,..., 8 нозыя искомых 
функши, какъ сдфлаль Пуассошь, то можно получить весьма сим- 


К — 


метричную форму совокушиости 2н дифференюальныхь уравношй 
перваго порядка, хайдепную Гамильтономь. 

Для этого надо прежде всего выразить производныя 4, въ 
фунюшяхь оть зеличивъ р. 

По формуламь (539), (535,3), (537) и (538) вторыя вы- 
фажаютея слздующими линейными фупюцяни вервыхъ: 


Фа -наий Нана, В... Раны: ... (048, К) 


й сеть одно изъ числ 1, 2, 3,.,.1н, 
Рашивь эти равонегвь относительно величинъ 0,4’, -, 
цолучижь требуемыя пыраженя; пусть эти выраженя будуеъ: 


ВА, НЕА, яр т ЕЛ, АН (543, И) 


ТДВ 7 веть одпо изъ чисель 1, 21 3,....н. 

Козффишенты, # и В (65 различиыми значками внизу) выра- 
жаются въ коэффишептахь @ и а, и обратно; зависимость между 
тВми и другими иредетавляется рядомъ равенствь, когорыя слЪ- 
дуютъь изъ тождествь, нолучающихея при подеановлеци выра- 
жений (542) величинъ р., р,,....2» въ фавенетва (543); эт 
зависимость —олвлуюжал: 


Ву — (ау... Чей ..... (544, 
ПУ А-ЛЯ Т..... . (045, $) 
Я о Фо. М 


тлф 7 веть важдое изъ чиседь 1,9,....м; одно изъ тВхЬ же 
чисель, во неравное )) копечио: А;==Йу. 

Подотавивь выраженя (543) выЪсто величин 9, въ выражение 
(535, &) живой силы, получимь другое выражение ея, въ функщи 
отЪ $, 4,; 4»›....@ №4, Ю»....Рщы 910 Новое выражое живой 
силы, союзное первому. мы будемь обозначать буквою $ и буден 
зазывать оторымь союзным выразкенемь сивой силы. 


= 


Чтобы вывести это выражено, помножинь вру изъ равенствь 
(542) ре) на 4, второе #=2)— а 4,’, ит. д. и сложинь 
полученные результаты, получится: 


А=н 

Ува =тТ@) +272); 

ИЕ 
придавъ же въ обфимЪ частям этото равенства сумму [7(1)-- 
21(0)|, получямь: 


&=н 


27= Хр == а) 270) . . 635, 5) 


Если во второй чаеги этото выражешя замзиить величины 
4 изъ выражевями (543), то она получите форну второго 
воюзнато выраженшя удвоснной живой силы, 

Сиачала нреобразуемъ выражеше 71): 


4=н де 4=#8 = 


ти=х 9; — У ав; ЯВ РЕ, > РР 
= 


9= ИЕ 1 


всли во второмъ члепз перемзнимъь порядокъ суммованя и при- 
мемь во внимате равенства (544), то булемь имфть: 


= А—н 
1)= Уай,- УВи,...,.. (546) 
в=| = < 
Даль: 
А—=н &—н ЖЕН в=и 
У} Ч, = — ря Выж-Е р У Ре; 
= В 


новтому изъ выражены (535, Ъ) окажется, что второе союзное 
зыражене живой силы пиЪзеть слфдуютой видъ: 


$=$(2)--$(0),........ (535 


тд } 
Ви ен 


Зоо им лы. р] 
= /—1 : 


$(0)=2 У 48, --1(0)...... (548) 


Тэкитжь образомъ мы видимъ, что вторая союзная форма вы- 
ражешя живой силы состонть ияь двухъ частей, одна изъ хото- 
рыхь не заключаевь зеличипт ь другая же воть однородная 
функщя зторой отеневи ОтНоЧилЬНО ЭтЯХЬ золичин». 

Изь выражейй (543), (585, 8}, (547), (548) сяфдуетъ, что 
могугь быть выражены такииъ образомъ: 


й 


Ч 


р... з. (649, К) 


& Еромф Тото, если воще вводемь въ иыии формулы елфлующую сумму: 


— и 


о ве оовоьь (8) 


И 


10 4. выразитея въ вид’ частной производной по р: 


‚_ 09-5) ь 
И и броЯс . (549, К, 5) 

Частиыя производпыя ость 7’ по 4, могуть быть тоже выра- 
жены помощью частныхь производныхь оть $ и ©; для этого 
ны составимь два слёлуюрия выражены. 


Если въ $ подегавить, вм сто р, р,,....Рн, выражения (549), 
то 4 обратитея Т; ноэтому можио написать сл дующее равенство: 


е=н 
ЧР 0$ 10$ 9, , кв 
а Л У» 2) аи к №. (550) 
$ : 


ЕЯ =: 


ЗДЪеь, подъ частвыми производимый отЪ р, р,,.... №0 9,, Подра- 
зумваются частныя ироизволныя, нолучаемыя изъ выраженй (542). 


Затфиъ, воли во второй части равешетва: 


21 У4.-—8--29(0) . (535, @) 
ВЕ 
замьнить величины 2, 0», .... Ихъ выраженяии (542), то вторая 


часть примотф виду, тождестленный внду первой чабти; поэтому 
хожно нанисать олфлующее равенетво: 


а а И о. 930) 
м а 2 
=> 00, 94, р С, | 9,’ 
оторое, на осповыйи выражеши (549), можно еще предотавить 
так: 
7% 9 08 | 28800) 


о, "Ор, 04, (94, 04, 


Вычтя изъ пего разеяство (551) олучиуь: 


0 98: 3-280)) а 
т, и. вы 62.13] 


Еъ этому должно прибавить, что, такъ какъ $00) не заклю- 
чавть въ 080% величинъь ру, р...) 10 выражены (549, К, 5) 
жожно предегавить тавъ: 


д т о ог, 55 

Изъ всего выведеинахо и сназанваго въ настоящемь паратрафь 
слёдусть, что бововуиныя дифференщальных уравненя Лаграпжа 
мотуть быть замбпены слфдующею совокупностью 2» обыкновен- 
ныхь лиффореишальныхь уравпен!й перваго порядка: 


бр, _ 19Ф И | 
се о т | 
4» _ _0Ф го. 98. 9Ф , | 


ПР ЧЕ 


Фи О. Ч 0. Е 
Мо быт о о др? 


тд Ф ель фупаия 0 $, д, 4.1... 0 Ру р... 
ЕВ 8 . . (655) 


зпачешя зеличинъ %, $(0) и 5 выражаются формулами (535, с), 
(547), (548), (544), (545), (536); 0, (532) должны быть вы- 
ражены фунюшими отЪ № 41, 47... 9 Вы 0... 

Эти уравнешя мы будемь называть Гамилипоновылии сово- 
хупными дифФорениальными/ уравневями. 

Такъ какь 7=%, то 7 равепетва (535, 4) окажется, что 


в=н 


З--9— 290) = У 04 —%, 
е=1 


а потому, вели 9. будуть выражены въ р, 2ь..:.0ь 0 Ф 
| 
можеть быть представлена подЪ видомъ: 


Фр Уре г. Бо 656) 


$ 75. Возможиыя варьящие положення даликой системи 
точек, возможныя варьяши коорлицату и координал- 
выхЪъ Пазаметрову. 

Въ слЪдующихь главахъ намь придетея весьма нер?дко, при 
перем нЪ координатныхь параметров, преобразовывать диффе- 
ренщлальныя уразненя дваженя изуодвой формы въ другую; тая 
`преобразовавя значительно упромалются ть, что вся совокуп- 
нось дифферошиальнихь урудльний движетя системы точекъ 
можеть быть заключена въ Одо уразиене, налъ которымь процессы 
преобразованя совершаются скоро и проще, чЪыь надъ отджль- 
пыми дифферепщальными /уравневями. 

Въ своставъ этого уравненя, которое выведемь въ слвлующень 
параграф, войдуть Вкоторыя вевьма малыя воедичины, © ко- 
торыхъ далимъ понят! въ настолщемъ нараграф®. 

Пусть имфемъ систему  натерьяльтыхь точель, подчиненяыхь р 
связлиь, выражаонымь уравнешями (491, 1).... (491, р) 670); 
моложимь, что времл входить въ эти уразнешя яввынь образом. 


Жоли 3% 60136 р, 10 н=(3и— р} декартовыхь координат 
суть величины пезависиуыя и лроизволыьгыя. При всякожь значени # 
мы можемь придать ® докартовымь воординатамь произвольныя 
зваченя, д значеня остальныхь 3%-—и==1) координаль опредфлить 
изъ р уравшонй связей; полученная тавинь образонь система значе- 
ый декартовыхь координать опредёлить одну изъ совокуиностеи 
положен точекз, возможную ВЪ монектъ #; понятно, что число 
различныхь совокупностей положенй системы точек», возможныхь 
вь один И тотЪ Же мометь вубиени, безконечно велико. 

— Возомемь дар как-либо вебома близная совокупности положен 
точек, возможныя въ одинь н тоть же номенть # времени; пусть 


а" п [о 
суть положеня, занимаемыя точками 

а 
ВЬ первой вововупноети, ы 

О о Р (р) 


положения, запимаемыя точками во второй совокувностл положенй; 
ПУСТЬ 2, У,, 2,9, У, 2... о Ур +. бы, Ув @а СУТЬ Де 
вартовы коордицаты ноложешй ЛИ, 17,....М,.... М); де- 
картовы же координаты положевй совокункости (ТТ) означинь таки: 


3-2, Ж--0:,.... 1-08)... бы -- 9 
ЗЕ, об, Ур. 
в -- 02, 25-00, .... а, бы... вы 84. 


Говоря, что эти лв совокунности положешй весьма близки. 
зы нодразуиВвавиь, что разегояня 


... М... ММь.... 659 


ММу, М.М... 


Ув) —= 


суть Пичтожно-малыя длины произвольной стелени малоети; нозтому 
и проэющи ихъ па ови коорхинать, то-веть, величины: 


ИР но сро р ьО, 
Зо бреве ВОЙ, въ 5 . (558) 
Обь нь - не ба, | 


буть также пичтожно-малыя длины произвольной степени малости. 
Координаты ках» первой, тах» и зторой совокуциости положетй 

точеку системы должиы уловлетлорять уразновлит связей; панри- 

иВръ, должны быть удовлетворены слЗдующия двь разепетва 


ее, о о ОИ 
ва(а На, и... 2.82, В=0,. ,. (491, 6 55) 


тлф { име одно и то же звацов!6 въ 9боихъ уравненяхъ. 
Разложить первую пасть уражиодл | (491, 1, 53$) ло восходящим», 
отепенямт, величинъ (558), принявъ во внимае уравиете (491, 1) 
и инфя, 2Ъ виду пиятожную малость величии» (558), должиы буден 
заключить, что воличины эти должны удовлетворять уравнелю 


при волвихь значешяхь золичинт #, 2, Уь 2, Фь.... 4», УЖо- 
влогворяющихь уравиешямь связей (491, 1),.... (491, р). 
Для враткоеки, условиися обозначать первую часть равенетна, 
(559, 1) знакомъ два. 
Такимь образомь мы найдемъ, что величины (558) должны 
удовлетворять р слфлующимъ правнешямъ: 


вн1==0, дв.==0, 2в:=0,....2%=0.... (559) 


при зоявихъ ЗНаЧетяХ о ВИ при всяких таких значеняхъ коорди- 


9 -= 


НАТЪ 2, 9; 2, 2,....2 Воторыя удовлотворяють уравненямь 
(491, 1),.... (491, р) связей; здВеь дв, означаеть елфдующую сумму: 


—и 
29 < / 0% 
эн, — 5 


т 


Ка, виа, Ника >12 . (560) 


Зезьна малыя величины (558), удовлетворяюлия уравнетям 
{559), пазывалтся возможными сарьяилялии координата данной 
системы точека. 

Весьма малых длины (557), проакаии которыхт на коордипативя 
оси буть возможныя варьяши коорлинаять, дотуть быть пазъалы , 
возможным вараяями пвложения о системы; Зелячини 
и направленя этихь варьящй мы будешь обозначать буквами е 


©ъ надлежалуими значками внизу; такииъ образомъ знази: 


будуть озцачаль величипы и маправлемя возможлых® варьямй 
положешй точекъ 


И И Г 
Такъ какь: 


.003(&„ й),.. (561) 


82, =5&,603 (2, Х), б/,==,608 


то уравнетя (559) мотуть быть предетазлены похъ сяфдующихь 
ВИДОЯЪ; 


ря 


5 Е, пн Ев < (559, 1, м3) 
=: 
я: (Ро) воз (Раь, (559, 2, 5) 
в 


Ме(Гь,) с03 (Рь», в) ==0..... (559, р, №) 


1 


= 85 — 


Число варьяшй коордипать равряетея чиелу координат, 

Е) Еели пез точки системы свободны, ве подлежат нихакимт, 
пёреградалт или евязяжь, то ве Зл варьящй коорлиналть яроавольны 
и независимы, то-веть, каждая изъ нихъ, независимо отъ ирочихъ, 
хожеть имфть произвольный знакъ и произвольную весьма малую 
величипу; варьящи положений евободиыхь точек могут имЪть, 
совершенно независимо одна отъ другой, произвольный папразден1я 
и произвольныя весьма малыя величины. 

ЕК) Каждая удерживающая связь ограпичиваеть независимость 
верьящй координаль системы точокъ, связывая ихь между собою 
одиимь уравненемь вида (559); евлл число Этих евазей веть р, 
то только н=(3и—) варьязйй координат позависимы и произ- 
вольны, промя же р варьяшИ координать выражаются изъ р 
уразнемй (559) линейными однородными функшями первыху. 
Число пезависимыху варьтый кборлинать разизется чиелу неза- 
висимыхъ декартовыхь доорлипать, то-веть, числу степеней сво- 
боды системы точекъ. / (дл и 81) 


` 


Существовале неудерживающей связи: 
Зе Во Зоо, Зе, ЗРЯ > з мь- (492) 


между точками спохемы подчииноть варьящи координать пфкоторому 
условно нри тхъ положещяхт точекь, при которыхь коорданаеы ихъ 
обраталюттъ в въ пуль или в кю пололингельную величину: 
Когда координаты 2, У, 2,›...@» уловлотворяють равенству в ==0, 
тогда варъяйли моордянать доли удовлетворять 61 Флующему условно: 


Когда координаты точекъ, удовлетворяя неравенсеву в_> 0, дЪлаттъ 
фупкиию з равною какой-либо ничтожно-малой положительной вели- 
зи а, тогла варьян координать должиы удовлетворять слВдующему 
услов!ю: 


вв == (—9'. 


Е 


Если же коордииаты точень, удоваежворля пмеравенству в > 0, дБлають 
функцию за равною какой-либо ле малой положительной величин, 19 
варьмии координать це подлежал тогла накакому ограмичению со стороны 
этой неудерживаюзщей связи, . 

@) Олфдовачельно, каждая неудержизвающая связь, находясь вь с0- 
стояни напряженшя, подчиняегь варьяши координать связызаемыхь ею 


точект, условыю вида (562); это усломе можно еще предетавить так: 


Я=ы 


2 е(Р.в) еоз(Ра, 2) =0...... (568 5) 


Если положешя точекъ Сжогомы, инфющей н стецеией свободы, 
зыражаютея похощью я пезависимыхъ координалныхь нараметровъ 
4.; 4,,-..-4ь ТО варьящи послёднихъ: 


5 д = 
В ВО о и. па. 63) 
независимы и проязвольны, а возможиыя варьянщ декартовыхь 


координаль точекъ выражаются олёдующими линейными фупющ/ямы 
варьяшй (563): 


0%; 9: ды 1 
= 0, 1. 99 :5, Ве, | 
ду; ду; бу: 
ВУ: = 9, 89. К 0,89, Г-Н од, 8% ре. . (564,0 
0 9: 9 
а 84, -Р 9,89... да, 89» | 


ТДВ 2 веть каждое пзь чисель, 1 2,.... м. 


Бели же число в координатныхь нараметровь болфе к, то тогда 
варьящи этихь параметровъ заны между собою (5 — и) уразлешями 
ланейвыми н однородными относительно этихъ варьящ; если уравнещя, 
свявывающия координатные параметры между с0б0то, суть ураввешя (540}, 
призедениыи въ $ 73-м5, то возможиыи варьящи 84, 81...84, должны 
удовлетворять слдуюниюгь ($ —#} уравнеяиеь: 


дн, Ч, -.. 4 0} = 0 | 
68,1 (4. Ч. --: 95 5) =0 | (565) 


а 
— 
|| 
= 


вв,((,, Ч. 9 


зд\еь первая часть наждаго изъ уравиешй представлена символически; 
наиримрь, послфднее уравнеле слФловало бы написать такъ: 


Возможныя варьяши декартовыхь координахь выразятся линейными 
функщямн возможных рьйий координатныхь нараметровь по форму- 
ламъ, подоблымь формулямъ (564). 

$ %6. Равенство, соединяющее въ ©6бф вето совокуп- 
ность дифференщальныхь уравнены движеня точек 
системы. 

Пониожимъ каждое изъ дифферепиальныхь уравнемй (517) 
параграфа 70-го на возможную варьянию соотвфтотвенной коорли- 
наты, то-веть, об части уравнены (517, а, 1) помножимъ иа дал, 
00 части уравпешя (517, Ъ, 1)—1п& ди, я так дадфе; полу- 
чевиые результаты ехожимъ; получитея слёдующее равеиетво: 


ие, узи ад = 
У 


Уи Е Узи, Ам) он, +... дань... 666) 


А 


28 6в,, 8в,,.... буть сумы иида (560) ($ 75). 

ели 52, бу,....82, буть возможных варьящи коорхинату 
точек и оси вов вияви — удерживаюлия, то равенетво (566), 
на основаши уравнеи (559), получить такой вид»: 


Ел 


р [Софта ва, Е (У,-- тиви (та "ва =0,.(567) 


31 


\} 
| 


— 384 — 


Тажимъ образомь мы можем выставить олёлующее положение: 
‚„ Положете А. Мажерьяльныя почки, связанных хкакими- 
160 удерживающими прерадами и связями, получаютв, всльд- 
стве Одъйстия приложенныяь кь нимё задаваемыть силе, 
зная ‘ускореная, которыя удовлетворяют» равенству (567) 
при всякить возможных значещять вароя а координаие. Воз- 
можныя ворьяиии коордизилть точек суть весьма малыя величины 
б7., ЗИ, 82, ОЖ, бу, 80,... 00, би, бр... бы ВУ Ва, 
удовлетворяющия равенствамо: 


(>. 8%; Ни и Н-9%вд} =0. ... (859.0 


6 


/д 08.5) 2 
а, уе да} = О.ныя . 659,2} 


108 дз 98 
Л я ры о Е ра ББ 
х х\ а бд 8, = 0;... (559, р} 
„8, буть первыя части уравнении: 


з.(., У, 2.) 9, Я... Ч, У Вы... и» Ув, > 8) =0. . (491, } 
ч, (©, 9, 2, 2, У, 2. аи 2, У йь,.. я» 9», 2», й=0. к (491, 2) 


(а, у, 8; т,, 9. 2. Е - Зе 2. с. Я У» Я) ==0. . (491, р) 


вст удерокивающихь преград» и связей, связывиющихе мал 

днеръяльныя зпочки, | 
Прин чанте. Олпдуетв обратить внимане, что ра- 

венства (559) не заключиють частныхь производныхь: 


08 0% 9 


ре у 


о — 


р въ чыелЪ связей, связызающихь точки системы, имфотея > 
Удеросивалошия связи, находяияся в состояви напряжеия, то изъ урав- 
нешя 1566) получается иное усл0з1е. 

Положимь, что связи №№1и 2 суть неудерживающия, а веЪ проя— 
удерживающия, н что точки системы находятся! в талихь положеннхъ, 
воордипаты которыхь удовлетворяють не только равенотвамь: 

/ 


в, =0, в=0,....в=/0,.... (496 3, 4..6) 
но также и разенетвамь з,=0, в,=0; тов та, возможных заръящи коорди- 
нать должны удовлетворять разенотвамо: / 

} 


дв, = 0, 5, =0,..../0,=0... (569, 3,4..р) 
н кромЁ того, какъ слфдуеть нзъ пуикга (@)} 5 75-го, усломямь 
2 2228), АВ ос оо вое (568} 


Принявь во пнимане, что множители Х(в,), (в), соотвитетвуюцие 
неудероюивоюишимю связамь, це мопить быть отрищателииыми (см. 8 68), мые 
можемь изь равенстоа (566) заключить, что‘ускорей, получаемыя точ- 
ками снетемыдолжины удовлетворять равенству (567) ири возхь гБхъ воз- 
момтыхь варьящяхь коордииать, соторыя уловлетворлють равелетвамь 
(559, 3),,... (559, р) и равепетвамь (659, 1) (559, 2) и что тВ же ускорешя 
долины удовлетворять неравенству; 


_в 


У [та (Ум 


8 


На, -таИва, | <0 (569) 


при вефхъ тьхь значеняхь возможамхь варьырий координать, которыя 
удовлетворяють равенствамь (55%, 3},....(559, р} н неравенотвамт; 


вв, > 0, 8, > 0. 


Если тф же неудерживающая связи ваходатся в состоянии ослабленая, 
то-есть, коордииаты точекь удовлетворяють равенствамъ (491, 3, 4,...р) и 
неравенотвамь в, >20, в, > 0610 тогда иеудеронзаюнИя связи нефиотуть 
оказывать реакщй, величилы (в), (85) равяы пулю, а потому равенство 
(566) обратится въ равенство вида (567). 

Хотя это равенство иметь толь же самый видь, как н равенетво, 
нолученное при предиоложени, что связи №№ Ти 2 суть удерживающих, 

25 


А 


5288$ —= 


но значеня заключающихея въ немь возможимхь варьяши координат 
теперь уже менфе ограничены, а именно: 

если точки снетемы столь мадо соли сх неудорживающихь связой, что 
координаты ихъ дВлають фуцещи 3, и в, весьма малыми положительными 
велнчинами а, на, то возможныя варвяю координать должны удовле- 
творять услошямь н равелствамъ: 


у 


1=(+,), 88, = (—%,) 88, =0,....88, =0;... (510) 


если же исудерживаюнщия орази ослабЪли мастолько, что в, и з, сугь 
не весьма малыя положительшыя велнлийиы, то тогда возможиыя варьиши 
координаль, закдючаюнияеу въ равонствв (567), должиы удовлетворять 
только. равенотвамъ (559, 91,..,.(559, р): 


Мы увидимь ииже, какое значеше иметь положено 4 и какую 


’ роль оно играетъ въ механик»; теперь Же мы Докажеиъ, что одно ра- 
——— 


зенслво (567) заключаеть въ 0е08 нелвныжь образом всю совокуп- 


ность "диффе, вищальныхь уравненй движешя системы точекъ, тавъ 
что, ведибы мы и не знали ее этихъ дифференщальныхь уравне- 
и, & положеше А было бы дано пам въ качеетв® основного 
принцииа механики, то изъ равенства (567) могли бы зыпестм вею 
юовокуцность дифференщальпых уравненй движешя системы точекъ. 


При доказательствв мы будемь основываться па нижоел- 


дующой лему $, “ 

Пусть а, 8, )...е вуть перемфнныя величины, мотушля при- 
чимать вояюя значеня, заключающяся въ кёкогорыхь предфлахь: 
«— въ предфлахь а и (—ч:), 8—въ предфлахь в и (-- 8), 
ит. ло; притомь мы предполагаем», что эти перем нныя въ ска- 
залвыхт предФлахъ произвольны и соверщенно независниы одна 
отъ другой, т.-в. мы можемъ дать произвольное зпачене вехи- 
ЧИИв о, ВЪ 10 же время произвольное значеше величинв В, и`т. д. 


Пусть А, В, С,....Ё суть ваюя-либо величины, ме зави- 
сяиия оть а, В, 1)....в, МЛИ кавя-либо функщи, не заключею- 
ия перемфнныхь а, В,Т,... с. 


Лечна, Для то, апобы НН 


Ах + В+ О Не +В: =0..... (61 


— 887 — 


м03ло существовать при осякихь значендяхь независммыть и 
произволиыяь величине и, В, 1... . в, НеОбХОдимо, чтобы коэффи- 
зиениты эх зелииинь были порознь равны нулю, т.е 


А=о, В=0, 0=0,,..., Е=0. 


Въ самомъь дЪлЬ, тавъ какъ величины о, В, у,....е независимы 
и въ ‘казашихь предфлахъ произвольпы, то мы можем взять 
В==0, у=0,....е==0, а «--произвольнымь; таюъ какъ равенство 
(571), получающее тогда вилф: АЧя==0, должпо имфть м®ето для 
всявихь значешй о, даже и пе равныхь нулю, то мы должны 
Заключить, что 4=0, ит. д. 


—— Эта лемма может быть неносредетвенио примфиень къ равеп- 


.. 


отву (567) въ томъ елучаВ, котда всё точви своболны. тогда вез Зи 
К иене енинй 
варьиИ координать произвольны и пезавиеимы (ем. пунктв Е въ 
$ 75); оп входать лииейнымъ и одноролнымъ образомь въ перзую 
заеть этого равенства, и, вонечпо, незаключалотся въ тВхъЪ выраженяхь 
(Х.— т") и проч., вы которыя онф помножены; слдовательно, 
эти варьящи мотутъ быть тотДа разоматриваемы, кажь величины, 
означенныя чрез а, В. т,....ВЪ Лем, И на основаши этой леммы 
ин должны заключить, что равенетво (567) распадается на, 37 диф- 
фереищальныхь уравненй (509) параграфа 64-го; это суть диф- 
ференшальниыи уравнешя движеня вистемы свободиыхъ точекъ. 

Въ тВхь случаяхь, когда точки системы связаны между собою 
ввязями, вышевфиведениая лемна яв можегь быть примфиена, нено- 
«редетвенно къ равенству (567), потому что не ве варьяши коор- 
динатъ точекъ произвольны и независимы одна оть Другой; по 
можно первую часть этого разенетва преобразовать такъ, что въ 
ней останутея только независимыя варьзщи и притонъ линейвыиь 
однороднымь образомъ; къ преобразовавному равенству лемма 
будеть примВнима. 

Пусть, по прежнему, система состоить изъ % точекъ, связан- 
НЫХЬ { связями; чисхо пезависимыхь варьяшй равно #=(3%—1) 
(ем. пункть (Г) въ $ 75-мъ). 

25* 


= 88 — 


Выбравъ н варьяцИ! воординать за независимых и рёпивъ урав- 
ненм (559,1,2...р) относительно остальняхь ф варьящй, которых’ 
цы назовемъ зависимыми, получимь зыраженя посл днихь въ вид 
лилейвыхь однородныхъ фуйвц!й оть независимых варьюий; если въ 
равенетв% (567) зашёнимь зависимыя варъящ!и полученными выраже- 
иИлыи, то первая часть его обратитея уъ однородную линейную фуи- 
вц оть + независиныхь варьяшй координагь. Прижвнивь къ про- 
образованноху равенству вышенриведениую лемму, получимъ к диф- 
ференельныхь уравнений, заключающихь: вромя, координаты и 
производяна оть косрдинать #о зремели, перваго и второго порядиз. 

Можно исключить зависимыя варьящи изъ равенства (567) и 
изь уравнений (559, 1,2,....р) другимъ путемь, не р®шая по- 
слфднихъь уравнений, но пользуяеь премомъ, предложениымь Эйле-— 
рошь и примфнениымь Лагранжемь къ уравненымь механики. 

Этоть пень соетоить въ слздующемь: каждое изъ равенетвъ. 
(559,1, 2,....р) помножается на иъкоторый множитель (равенство 
(559, 1)—на множитель ^(з,}, равенство (559, 2) — на множитель 
^№(в,), ит. д.); по умножеми, эти равенетва слатаются съ равен- 
ствомь (567), такъ что получаетея равенство: 

+=в 


УЕ Влу + 0е)=0,.... (588, 53) 


21 
ГД 


д Хто’ де... +6 


и проч.; множитель 2^(в,), №,),....^(,) должны быть таковы, 
чтобы ови обращали въ нуль коэффищенты зувисимыхь варьящ 
равенствъ (566, 115). 


Послв этого въ равенств® (566, 3) останутея только неза- 
висимыл варьяши, & но вышенриведенной ленив и ихъ коэффицщеиты 
должны быть равпы иулю; поэтому мы будем инёть: р равенствъ, 
знражающихъ, что коэффименты зависимых варьяшй равны пулю 


=== 


ин равенстве, выражающих, что коэффищенты независичыхь 
зарьящй равны нулю, всего— 3% равенетвъ вида: 


\ 

Охта Ед... Е) >, | 
ЕО м | ед |,.. 61555) 

0=7,- та -- а Эм Я +) | 

и 


ДВ 4 означаеть каждое нзз чисель: 1, 2, 3, 

Получениыя равенства суть‘ совокуппыя дифференщальныя 
уравнешя (517), составленныя въ параграфВ 70-мъ. 

Локазавъ, что изъ положения (4) совокунныя дифференщальныя 
уравнения (517) $ 70-го могутъ быть выведены, мы виравв емотр ть 
ка это ноложеше, какъ на особую форму выраженя совокупности 
дифференщальных» уравненй движеня системы иатерьяльныхь 
точекь. Поэтому зы долины быть тенерь увЗрены, что изъ ра- 
венства (567) можло получить тв же самые результаты, како 
получимь взъ дифферентальныхь уравненй движеня, когда 
произведемъ надъ ними преобразования, имфющя иВлЬЮ ИСкЕЛЮЧИТЬ 
множители ^ или совершить перем ну координатныхъ нафаметровъ; 
часто случается, что требуемые результаты получаютея изъ ра- 
венства (567) помощью менфе сложныхь дЪйстый, чфыъ изъ ва- 
мыхь дифферентальныхь уравненй. 

Въ слфлующихь г вахь мы будемъь имфть случая пеодно- 
вратно пользоваться равенетвомь (567) съ уномянутою цлью. 

Для того же, чтобы теперь новабалть приифръ подобнаго поль- 
зовашя равенотвомь (567), приводимь въ $ 78-мъ выводъ Ла- 
гранжевыхь уравнеюй изъ этого / равенства; но такъ какъ въ 
этомъ и въ другихъ подобныхъ/ преобразовашяхь мы вогрфчаемся 
<ъ выраженями такими, какъ, напримвръ: 


Фе л чи 
ри "54, 
Рагу ме ПН * 


чо намъ придется предварительно ознакомиться съ пими въ 61%- 
„дующемь 77-мъ параграф. 
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$ 77. Варьящя скорости точки и скорость варьящ 
движущейся точки, 

Пусть вфкоторая движущаяся точка описываеть траэкторио 
МММ".... (черт. 43); М воть положеше точки въ проегран- 
етвё въ моментъ $ М’— положеше ея въ моментъ #, М” — въ 
моменть #, ит. д. 

Если положения, занныаемыя разематриваеною точкою въ про- 
страпствв, мотутъ получаль кахля-либо варьящи, то, сообдивъ варья- 
щи вошь точкамъ траэктори 24М'1М”...., мы произведемь изи\- 
веме движеня разсматриваемой точки; это изизнене мы будемъ 
назыпать ворояийею дешженая этой точви, а получаемое чрезъ 
варьящю новое движене будемъ назырать измльнениыма. 

Пусть М, М.".... (черт. 43) фыя траэкторля изнфненнато 
двнженя, нричемъ Л, М М"... Я ре занниаемыя 
движущеюся точкою въ моменты $ и, #’,.... При этомь изифяеи- 
помь движении; длины ЛИЛ, ==, и ==е', МИ! == е",... 
‚ суть варьящи положенй М, М", М",....; вообще варьядя кал 
|| до точь первоначальной траэктори воть весьуа малая длина, 
проведенная изъ этой точки въ «ооттотвенную точку траотор\и 
изизненнаго движешя. © я чом 

Варьящи точекъ перлоначальной траэкторти мотутЪ быть нрипи- 
саны или отнесены къ движущейся точев и тогда можно сказать, что 
варьмия двиокущейся точки изыфняетъ свою длину и свое наира- 
влене съ течешемъ времени, То-еоть, внвотв съ движоемь точки, 
Изизвенное движеше можеть быть разсматриваемо, какъ результать 
воединешя первоначальнаго движения съ варьящею движущейся точки, 

Какъ нервоначальное, так и изнЪ ненное движеная должны обла- 
дать неотъемлемыми качествами движешя: репрерывностью и носа$- 
довательностью положен точки (сх, огр. 6 кинематической части): 
отеюда олфдуетъ, что варьяция двшоюущейся точки должна изиВиять 
свою длину и 6в06 направлен!е съ теченйвмъ времени ненрерывным». 
обравомъ: въ остальныхь отношешяхь варьящя произвольна. 

Если изъ какой-либо ненодвижлой точки О (черт. 44) проведемъ 
дливу, равную и параллельную варьяши дважудейся точки, то другой 


== 


конець этой длины будегь чертить неирерывную кривую линию 
ЕЕЕ",...., которую можно назвать годорсфомь варьяиаи, двш- 
эжущейся точки. (Ни чертеж 44-уъ, проведены радтусы векторы 
ОЕ, ОЕ, ОЕ", равные и параллельные длинамь е, в', ©’). 

Скорость точки, онисывающей тодографъ варьящи, мы будемъ 
называть скоростью варьлиби движущейся точки, и будемъ обозна- 
чать ве слвдующимь знахомъ: с(е). (На чертежа 44-мъ лины И И} 
изображает величину и нанравлейе скорости варьяция въ момент). 

Понятно, что въ изуёненномь движеши скоробть движущейся 
точки отличается оть скорости въ нервояачальномь движони (на 
чертеж 43-мъ изображены скорости того и другото движения для 
момента #, а именно: лия Л изображаеть споробть о движущейся 
точки въ моменть $ при первозачальвомь движени, & лин М.Р, — 
скорость 2, ВЪ тоть же моменть при измзненномь движент). Геоме- 
трическую разность между скоростью изывненнаго движеня и соот- 
вфтотвующею скоростью перзоначальнаго движешя мы будем назы- 
вать саръяцеею скорости, и обозначать знакомъ =(); копечио, 6001» 
вЪтетвуюцщия скорости суть т, хоторыя отиосятея к одному и тому 
же моменту времени, тавъ что варъяшя скороети въ моменть $ ееть 
теонетрическая разность между скоростью, въ моменть фи скороетью 
® ВЪ ТОТЬ же моментъ: 


бо о 


(На чертеж 43-уъ изъ точки ЛИ, проведена длина М8, равная 
и пазедлельвая скорости МУ, поэтому длина ВУ, изображаеть вели- 
чину и направлене варьящи скорости въ моменть 9. 

Можно доказать, что скорость варъящеи движущейся точки 
равна и параллельна варъяи скорости ея, то-веть, что: 


=)... .....:...: (0) 


Для доказательства мы воспользуемся тВиъ пруемомъ, который 
ны употребили при доказательств8 параллелограмма, скоростей на 
стр. 208 кинематической части. 


ва = 


Проведемь изъ точки М, (черт. 45) длину тт, равяую и 
параллельную длин® М и проведемъ прамыя изъ Д/., чрезъ точки 
М’ и, и изь М" чрезъ точку М,'; въ образовавшенся треуголь- 
пик ЛГМ, 1 сторона М ли будеть равна, и паралхельнь хорд ЛСГ } 
и сторона ШМ.,' рава и параллельна хордё ЕЕ’ годографа 
варьящи скорости. 

Отложяхь по проведениыыъ прянымъ литямъ сл®дуюция длилы, 
пропоржюнальныя сторонамь вышесказанягао треугольника: 


те им! Е: В "ГГ 
МА=бу”, М А=— ИЕ. м0 = шо : 


тдё 9==("— 1); соединивъ точки А н А, прямою лин!ею, нолу- 
чимъ треутольникь ЛГ. А,А, подобный треугольнику Л, "чо, 
& потому длина АА, равна и параллельна ре: иго. 
Олвдовательно, длина 170 виВеть величнву и нанравлен!о 
теометрической разлости между длинами М.А, и А. 
Уленыцах зат иъ величину промежутка времени 3 праближенемъ 
иомента {въ моменту и разсужлая такъ, кавъ на отр. 209 кинема- 
тической части, мы заключинь, что вф пред л% (ири ивогравиченномь 
приближени % къ пулю) длина п'О обращается въ длину М0) 
(черт. 43), равную и параллельную скорости ВУ) (черт. 44) годо- 
графа варьящи, длина Л/..4,—въ сворость М.Р У, измвненнато дви- 
женя и длипа М А—въ длину Л.В (черт. 48), равную п парал- 
лельную вкоростн МИ первоначальнаго ‚ движеня; а таль валу длина, 
"О при веяннхь зваченяхь 9 ава и параллельна длин АА, даже 
м тогда, когда # совнадеть съ $, то отсюда видно, что скоровть варья- 
ци есть геометрическая разность между скоростью измфненнаго 
и скоростью первоначальнато движешя, т.-е., говоря короче: 
скорость варьямли равна и параллельна варъяйи скорости. 
Прежде чфиъ извлечь елВдетвя изъ этой теоремы, мы должны 
обратить внимане на то оботоятельство, что варъящя ноложеня 
ТОЧКИ МОЖеРЬ быть также назвала варьящою радтуса вектора точки, 
тавъь каюъ ее можио разематривать, какъ геометрическую разность 


== В = 


между ралусами векторами измёненнахо и первопачальналю поли- 
ей точки, 

Знакъ 8, стояпий передъ какою-либо функщею отъ координать 
какихЪ-либо точекъ, мы употребллемъь и будемъ унотреблять для 
обозначетя прирашеншя, получаемато значещемь этой функции при 
варьировани положен этихъ точекъ; тах, нанрииврь, 25 или, 
что то же самое, 8(` 03 (у, Х)) означаеть приращение, получаемое 
прозкщею иа о Х“”” радуса вектора почки при варьировани 
положешя точки, т.-6., алтебрическую разность между проэкщею 
радлуса вектора х, измВнепкаго положеня точки м проэкиею 
ращуса вектора ^ начальнаго положены ея, т.-е.: 


80=8(х 008 (‚, Х))=Ег, с03 (^^, Х)— 08 (х, Х). 


Если условимся обозпачать варьяцию положения точки знакомъ 
«(") (такъ какъ это есть варьяшя радйуса вовтора), то равенства, 
{561) нараграфа 75-го получать сл8дуюпий видъ: 


де ==8(х соз (г, Х))= (+) с0з {= (+), Х), 
8у=8(у соз(, У)) === (+) соз (=(+). У), |... (5655) 
ва—8(" 60$ (=, 2))= (+) соз (&(*), 2) } 


(Вувсто =(+) мы будемъ иногда писать просто =, по прежнему). 


На осповаши отихъ замёчаий изъ приведенной теоремы мо- 
туть быть выведены слёдующ!я захлючешя. 


1) Относительно проэкщй величинъ =() и (=) на неподвиж- 
ныя ови. Замфнивъ въ равенствахь (561, №15) радлусь векторъ 
т— коростью ©, будемь имфть слёлующия равенства: 


=8(6 соз(%, Х))=е(6) соз (= (0), Х )] 
Зи ==8(9 соз (о, У) == (4) с0з (=), У ›|.. . (544) 
82 =8( соз (р, 2))=е() сов («(%), 2) | 


— 394 — : 


а / 
Съь другой стороны, проэюши скоровти (=) на неподвижиыя 
ои коордипатъ выражаются такъ: 


(е) воз ((=), Х) = Е т С лы а, 


4[=(”) воз. ны м — 


®(е) еоз (%(&), У) = 


1%е) воз (%(&), 2) = ео выд © == ве ь 


) 
}: (575) 
} 

Тавъ кавъ 3.) равва и нараллельна е(%), то и прозу 
ихъ на какое бы то ни было направлене равны между 060ю, &. 
потому изъ равенствъ (574) и (575) олёдуетъ: 


а, 5 м (576) 


| 2) Относительно ирозкщй величинь ®() и ®(=) иа направлеше, изи- 
пяющееся одновременно съ двнжешемь точки. 


Мы проведемь это направяеше О черезъ начало коордивать и отло- 
щимъ на немъ, отъ начала же координать, длину равную единиц; 
хочку, находящуюся на концф отложенной длины, мы обозначимь чрезъ. 
МЕ’), рамусъ вевторь ея — чрезъ (15) и скорость ея знакомъ #1} 
ИЛИ Фу. 

Кромф тото, мы еще предноложимъ, ито закопъ вращешя паправле“ 
я (© похлежить варъирован!ю; / обозначимь варьяшю подвижной точки 
ИО) или радуса вектора (10) зиакомь (1), или просто у; иря этомъ 
мы должиы им№гь въ виду, что плица радуса вектора (1,) остается 
цостолнио равною едипицв тагаке и при варъировати, 


Проэкщи величинъ =(6) и 5(=} на направлене © равны между собою: 
= (0) оз (&(®), И) ==) ваз (8), 0). ... (5) 


По формул (14) стр. 30 кипематической части проэкщя скорости на, 
вращающееся паправлеше выражается так: 


(<) 05 (© (=), = «рвов С. и в(иеи сов (е(®), о) (518) 


— 99 — 


Оъ. друтой стороны, проэкщя варьящи скорости на подвижное па- 
вравлешще О можеть быль выражена, съ м формуль (574), таксы: 


ё(5) 08 (©, 0) = 60300 ХУ (осо 608(0 ‚м 
-- воз (0, У) (рвозо,У)) оз (0, 2} (осо (, 2)}; .... (579) 


примВнивь равенства (561 №15) къ варьяцие точки №0) и принявь во. 
знимое, что русь зекхоръ (1) этой точки равенъ единиц, получим: 


8 (воз, х)} = 603(е; Х), в(еоз (0, У) =е1603(2 1, У), 
8(еоз( 0, #)) = 0408 (в 2); 


изъ этихъ равенетвь сявдуеть: 


® 603 (©, Хх) (воз (0, Х)) + овоз(о, У) (соз(0, У)) + 
-- 0608 (9, 2) (воз (0, 2) = 021603 (0,е)... (580) 


По цичхожиой малости варьящ; алгебрическая варьящя 8 произве- 
деши двухъ величинъ выражаетел, подобно днфференщалу нроизведевя,, 
формулою: 


= 


24) — в8В - Ва, 


а потому изъ формулъ (579) и {530) можемъ получить слёдующую: 


в ($):03 (4, 0) == 8(о 60$ (®, 0)) — Фе 608 (©, 1). . (580 


Изь равенствь (577), (578) и (581) нолучаемь слфдующее равепетво, 
которым мы воспольвуемен въ! послблующих главах: 


4003 (е, 0) 
4 


(> 603(5, 0) = — 20608 (ьЕ) 02 р608(е ро), (582) 


здфев е поставлено выЪето =(х). 


45 
3) Относительно величинь 59, и А. 


Положимъ, что кав1е-либо коорлинатиые параметры 4,,4,,....@ь 
системы точекъ выражены фупкшями времени и декартовыхь 


98 — 


воординать системы; взявъ полную производную по времени отъ 
выражения: 


о р д 
гаи ева 


гл 


взявъ зазвуъ алгебрическую варьящию 5 отъ выражения: 


‚а Чаи +, 2} 


92 


в сравнив полученные резулуталы, мы найдем», что, ка основании 
равенствъ (576), должны имфть мфото также слВдующия равенства: 


Я 48а. 
532) =. ню 


тдё А есть каждое изъ чисель: 1, 2, 8,.... нм. 


$ 78. Выводтъ дифферениальпыху уравнений Лагранжа 
изъ равенства (567). 

Члевы равенства (567), заключающие ускоревя, преобразуемъ 
олВдующимь образомъ: 


и, _ абы: в) 2 198 
а И Ч. 


СлБлавъ такое преобразование во возхъ подобныхь членахъ этого 
равепетва, занёнимь производныя оть варьяшй 02, бу, 8. — 
варьящини: 2%,, 8у,, 82,, на основаши равенегаь (576); тогда 
фавенетво (567) получить слёдующий видъ; 

=» 


У(Хла, --Уди, Е де) ат = 0, ... (56%, А) 


ПЕ 


тд; 


В= Утв Ру, На, 82). 


Е — 


Замвнимъ зарьящи детозыХтЬ воординаль выраженями (564) 
8 75-го, а затВыъ, въ ныражеши В, производных отъ и 
координать по 0,, 0,›....9» замнимь производными отъ $, Е 
1 9, 4,,.... 4» ОбНОВЫВаНСЬ На м 


; 


д; — 09а; ду! ду; д2;' — 0: 
9’ 9’ 9» 09,’ ба) 0,’ 


выведенныхь въ $ 73-мЪ; тогда равенство (567, А) получить 
слёлующй видъ: 
=, 
вн й 3 "84, 
а, --аТ— т =0,.,... (584} 
1=1 


тд» ©, выражается формулами (532) 5 73-то, & р, евть частная 
производная оть Т по 4, (м. (539) 8 73); при этомь предпо- 
датается, что Т выражено фориулою (535, а) $ 73-го. 

Залвиъ разперномь: выражел!е 87 и производную шо времени 
оть суммы, заклюлиющей величивы р: 


= 5 т 


араь и ыы 
к т» р В» и; 


принязъ ме во впимаяе равенства (583), найдемъ, что равенотво- 
(584) (то-ееть (567)) получаеть, посл вебхь этихъ преобра- 
зованй, слёдуюцщий видъ: 


#—н 


2(9.+% м о,.... 685) 


"Талиь кАКЪ ве варьяшии 84., 84,›....84» произвольны и незави- 


5 = 


«ииы, то изъ равенства (585), на ‚рбповани ленмы, приведенной 
ыы $ 76-мъ, получимь уравнешя Таграшжа. 


Фи $ 19. Положемя равновфоя системы матерьяльныхть 
очекъ. Уравненя равновв ея сндъ, приложенныхь къ 
снетем® матерьяльныхь точек. Усломя равновфая за» 
даваемыхь силъ. 

Котда вс матерьяльныя точки данной системы находятся 
одновременно въ тавихь ноложешяхь, что приложенныя къ каждой 
точкЪ задаваемыя силы и реаюши связей взаимно уравноввии- 
ваютсл, тогда роворятъ, что система чточеко находится 08 
положении равновъея. 

Можно выразитьея иначе: хода ускорения всъха точек си- 
‘стемы равны нулю, тода систома находится в5 положеми 
равновься; нодъ словами «ноложене системы» мы подразунвваемъ 
<овокупность одновременныхь положевй вефхь точекъ системы. 

При таком коложеши систомы, дифферентальныя уравиетя 
движешя (517) 3 70 обратятся въ совокуппия уравпешя: 


да, \ 
од цы +. ый | 
О УЕ К.) +. ео |... 686,1) 
: 79; з «АЯ \ р. О , 
0=2, у ЕК.) № Ав) "| 
тдВ & есть Каждое изъ чисель: 1, 2, 3,.... 9. 


Эти уравпеня, число которыхъ равно 3%, т.-6., утроелиому чиелу 
точекъ системы, называются уривненями равновюоя сило и реак- 
ий, приложенные кз малперъяльнымь точкамь системы. 

Еели число р связей мене утроеннаго числа, точевъ м то, 
пеЕлючивь изъ 3% уравнений (586) множители А(а,), ®(в,),...^(@ь), 
получимь н=3и—р уравнешй. - 

Эти новыя уравиешя выразжають тв условя, которым должелы 
удовлетворять задавазмый силы для того, чтобы система точек уогла, 


—88) — 


инфть положене равноввоя; поэтому мы будемъ называль эти 
уравнемй услочями равновтся задаваемые силъ, приложевпыхь 
въ систем малервяльныхь точекъ. 

оли задаваемия силы выражаются фувкщями времени и коорди- 
ЯАТЪ точевъ, то изъ н условй равновзая и изъ р уравнений связей 
опредвяятея, для каждато момента времени, координаты вовхь ‘точен 
въ положени равновзая системы; если опредфленныя такииъ обра- 
зомъ значеня 3% коордимать окажутся яезависящимя отъ времени, 
1.-6., посояниыии, то зыражаемое этими коордипатами положение 
равновфел системы уожеть быть также и положешемъ ел покоя. 


Подробному разсмотрьшю положешй равновфйя системы точекъ мы 
посвятимь далбе особую главу; но все 10, что уже скавано н чо будетъ 
сказано въ настоящей главЪ относительно похожей, уравнешй н усло- 
Эй равноззея системы точекъ, пеобходимо для объясневмя сталическато 


значешя дифференщальцыхь уравнон1й движеная и равенетва (56 


$ 80. Равенетво, соединяющее въ себб велю совокун- 
поесть уравнеши равиоввая. 

Это равенство получится изъ равенотва, (567), есля въ по- 
слфднемъь положить равпыми нулю ускореня вовхъ точекъ системы; 
получимъ: 


= 


У(их-|- Узи -- 7да)=0..... (66%) 


Тахъ что, апалогично положеню (А) 8 76-го, можемь вы- 
отавить слВдующее, 

Положеше В. Система, состоящая изь п матеръяльныяв 
точене, ссязанныхь между собою ф удерживающими связями: 
(491, 1), (491, 2).... (491,6 76) Маходител 65 положении 
‘фавновъйя при условии, чтобы приложенных кз точкамз зада- 
ваемыя силы удовлетворнли равенству (567, Ъ) пра всякизь 
возможныхь совокупностяхь варьяций коорданалть; каждая в03- 
можная совокупности варъяий коордимолиз должна удовае- 
зпооржть равенетвамз (559, 1), (559, 2),.... (559, р) (3 76). 
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Если ифкоторыя пзь связей — неудерживаюния (положимъ, это суть 
связи №№ 1 и 2), то при тёхъ положошяхь равноввея системы, при ко- 
торыхь неудерживаюнщя связи ипахонятся пъ состояши напряжевя, за- 
даваемыя силы должны удовлетворять равенству (567, 5) ири вефхъ тёхъ 
значеняхь возможныхь варьяшй координат», которыя удоваетворяють 
равенствамт: у 


бн, =0, 6в, =0, 68, =0,....08, =0. 


ВыБстВ съ 1фмь задаваемыя силы должны удовлетворять неравенству: 


У(Хда, + Уд ды) <0..... (669, В) 


при всЪхъ тьхь зпаченахь возможныхъь варьяшй координать, которыя 
* 
удовлетворяють услойямъ: 


вв, > 0, 68, >0, 6, =0,....6%» =0. 


Поступая таким же образомъ, какъ и въ $ 76-мъ, мы убфдимся, 
что изъ равенства (567, 5) м положешя (В) ножио вывести уразновул 
равновв я (586) пли услошя равновёея, смотря по’ желанию; по- 
этому можно смотр ть на положение (В), кажь па особую форму выра- 
женя уравневй или условй равновея. ВпослФдетв!и мы будемъ 
пользовальея равенствомъ (567, 5) и будемъ извлекать изъ пего 1%, 
же самые результаты, каве получаются ‘изъ уравнон! равяоввея. 


$ 81, Такъ пазываемыя начала: возможныхъ перемф- 
щешй п д’Аламбера. 

Обралцаясь тепер» къ общиенрипязому толковавю развенетвь (567, Ъ), 
(567) и дифференщальныхь уравнешй хвижешя (517), должно сдфлать 
оговорку, что эти толкования имВють, ЗЪ изкоторыхь пункхахъ, ифеколько 
метафизичесяй характеръ. 

ЗамвнивЪ варьящи координать выражешями (561) 8 75-го и 
означивъ черезъ Р’; равнодЪйствующую задаваемых силъ, приломен- 
ННхЪ къ точкЪ ли, можемь выразить равенство (567, 5} тавъ: 


1=" 


У «,еоз(Й, в) =0;........ (667, ©) 
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заключающияея здесь возможныя варьящи в; е,,... в ПОЛО 
жен1й точекь должиы удовлетворять равенствань (559, 1, 5), 
(559, 2, №$),.... (559, ъ, №) © 75). 

Матерьяльных точки, образующия систему, могуть совершать 
весьма различныя движеня при прохождени черезъ‘ занимаемыя 
ини положення; пусть 1)8,, 1№5,,.... 08 суть элементы путей, 
пробфгаемые точками ВЪ течене пичложно-малало промежутка 
времени 9 при какомъ-дибо возможномь движенн системы черезъ 
занимаемое ею лоложето; эти элементы путей, которые мы будемъ 
называть бозможными перемтщенями точекь, должны удовле- 
творять слВлующимь разенсгвамь: 


Па, ИЕ Боос 5, с озео. (890) 
ТАБ: 
= дв 
Т»ь,= Уз АР) 03 (Ра, Оз) Е 23. 
1 
Сравнивъ эти равенства съ равепетвами (559, 515) $ 75-го, 
хожеиь судить, что есди уравненая встъбь связей, которымъ 
подчинена система точень, не закаючаюте времени явнымь обра» 
30м5, то всъ’возможныя варъящии положен точекз моте 
служилиь возможными перемъщетями их и обратно. 
Положимъ, что въ самоиъ дВлф уравненмя вефхъ, связей системы 
во заключать времени, тотда въ равенотв® (567, ©) варъяжия могут 
быть замвнены перемщенями и равенство это получит такой видъ; 
УЕ: 103 ( Е, Рз)=0....... (06%) 


+= 
ддд—ж—ж— 


Каждый изъ членовъ перзой части этото равенства выражаеть 
величину работы задаваемыхь силь, приложенныхь къ одной изъ 
точель еистемы, за протяжентя возможнаго перемвщеня этой точки 
(м. $ 25, стр. 107), а потому вЪ оказанпыхь случаяхъ поло- 
жене (В) можеть быть выеказаме въ слФяующей форыВ: 

Положеше (В, 1). Если система п матеръяльныхе точекз, 
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сеязанныхь р удерн ивиющимы независящими ‘оттъ времени 
связнми, находится в положении ‘равновтя м совершать 
ханое-либо возможное дешжеще, то сумма работь задаваемых 
силь на протяжении ничтожюно-малыхе возможныхь переми- 
зценай точеко равна нулю, каково бы ни было возможное дви- 
жене системы а хановы бы и были возможныя нерем- 
цезия; оскол совопупность одновременные»ь возмокныхь пере- 
мъщенй точекь системы удовлетворпеть сльдующимь равен- 
ствамз: 


ъ 
—й 


У Рз(Рь,) воз (Рь,. Бз)==0..... (588, 0 


У» (Рь,) воз (Рв,, 08) =0..... (588, 2) 


= 


3” 


У 05 (Рнь) сов (Ра, Оз)=0..... (588, р) 


4=1 


Обратно, всякое положеще системы, при котороме зада- 
ваемыя силы удовлетворяют» равенству (567, а) при всякихь 
значеналаь возможныхь ‘перемпщенай (удовлетворяющих» ра- 
7 венотвамг (588)), есть положеше равновыяя. 


Еели зь числ связей сесть неудерживаюония связи, то, для 1} 


хЪ в03- 
можпыхь перемщцевй, при которыхь/ точки снетемы сходять 0% одной 
или съ изоколькихь связей, сумма рзоотъ задаваемыхь силъ должна, быть 
мепе нуля, когда положен!е системы есть положене разповфех. 

Это похожее извфетно подь именемь начала возможныхв 
перемищенй. Оно носить пазвайе «начала» или «принципа» 
потому, что, привявъ его эа основаше въ качеств осповнаго 
начала мехалики, можно изъ него вывести уравнешя равноввия 
системы точевъ, связалныхь удержявающими пезависящими оть 
времени связями, а слёдовательно и всю стеливу такихь смотемъ. 
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Существовалие этото принципа было впервые подибчепо въ 1т60- 
ии простыхь мапгипь: рычага, блокозъ, ворота и наклонной плоско- 
ети, ГВ этотъ принцииЪ почти очевиденъ, вели не припимать въ 
разечеть трешя и разематриваль простые исханизмы, какъ идеальныя 
связи; но нельзя утверждать, чтобы этоть принципъ быль самъ по 
веб, бозъ доказательства, очевиденъ для велкихь связей, не завися- 
щихъ отЪ времени. Поэтому въ тВхЪ курсах и сочиневняхь по меха- 
нивЪ, пь которыхъ начало возможнихь перемвщейй выставляется 
кавъ обповпое положеше статики системы несвободныхь точек, 
является надобноеть доказать это начало независимо оть общихъ 
уразновй разловЪйя системы; иззфотиы многа талия доказательства, 

_ придуманныя различными авторами; они состоять, по большей 
части, или въ томъ, что предполатаемыя связи замфнаютея другими 
‘прост6йшими сзязями, для которых начало возможныхь перем%- 
щешй очевидно, или въ томъ, что, чрезь присоединен новыхъ 
простВйшихъ связей, система точекъ приводится къ систем про- 
стыхь машииь. Въ елвлующемь параграфЪ будуть приведены 
нфкоторыя изъ доказалельствь подобнато рода. 

ели уравпемя связей заключаюжь время, то равенства (587) 
отличаются отъ разепетвь (559), а потому тогда возможвыя со- 
вокупноети варьпий положеЙй точевъ пе могуть служить воз- 
можныхй перемвщешями точекъ. 

Нанримвръ, возможпыя варьящи положен точек 9%, и, 
евязапныхь связью, упочянутою пя стр. 307, должны удовлетво- 
рать разенегву: 


=, с08 (Уз, а.) =, 603 (из, в,)=0, 


между твмъ, кажъ зозможныя перемфщеня этихъ точекъ должны 
удовлетворять равенсгву: 


Дал ©03 (ул, Оз) — 0 ©03 (и, Оз) (К-— Бе * =0, 


& потому пе можеть быть, чтобы е, равнялось 425, в, въ то же 
время, е, было равно /1)5,. 
Въ этихь случаяху, правильнфе было бы называть положеще (В) на- 
. 26* 


Иа 
А 
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Ъ парьашй положеши точек; оно можеть быть выра- 


чаломь возможи 
жено оллдующизь образома: 

Положеще В. Если сметема я матерьяльныхь точек, связанныхь 2 
удорживающихи связямн, назодитея въ евн равновфея, то сумма 


работь задаваемыхь силъ на ‘прогажен!и пичтожно-малыхъ возможныхь 


варъящи положеяй точекъ равна нулю, каковы бы нн были возможяыя 
варьяци; всякая совокупность возможныхь варьяши положез!й точекь 
уловлетворяегь равевегвамъ: (559, 1, №15), (559, 2, Ъ№)....(659, р, №3). 

Обратно, всякое „положеще системы, удовлетворяющее равенству 
{567, @) при волкихъ значешяхь возможлыхь зарьящ! положен точекъ, 
ость положеше разловфеля. з * 

Въ парахраф® 62-мь на стр. 320—821 было упомянуто, что геометря- 
ческая разности 4, и,....8; между каждыми Двумя совокупностями воз- 
можцыхь скоростей точекь должмия удовлетворять равенству (505); точио- 
также теометризесяя ра сти между двумя/ совокунностямн возможных. 
перемфщешй точекъ системы удовлетворяють тфмъ же самымъ равен- 
ствамъ (559), которымъ удовлетворяють возможныя варьяши ноложенй 
поэтому послдаля могуть быть названы геометрическими разностями между 
возможными перем щенями хочекь свотемы, 

Н* иностраиныхь языкахь ‚пачахо возможимхь перемфщешй назы- 
вается хакъ; Ъе рищере 4ез уЦез /улеиеНев, Чаз Рушир дег упшаеЦен 
Сезспуут ие Кецен, е рутеше ой упчиа) уеюс\ез; въ слЪдующемь пара- 
трафв будетъ объяснено пронохожденге этого термина н значене его. 


Говоря о положении равноввем” системы матерьяльныхь то- 
чекъ, мы можемь выразиться такимъ образомъ: 

При положени новъея сиетемы матерояльныхе тоска 
задаваемыя силы, приложенныя кз системт, озаимно уравно- 
оъошиваются чрезь посредство реакций связей, 

Такую форму выражешя мы будемъ употреблять, когда пай- 
домъ вужнымь, взамфнЪ того выражешя, которое помфщено въ 


‚ вачалв этого параграфа. 


Обращаемся теперь къ толковаю диффереищальныхь уравнешй дви- 
женя въ смыслЪ уравненй равновЪе]я. 

Вообразимь себф, чго въ каждой матерьяльной точк%, кром]; зада- 
наемыхъ сихь и реакщй связей, прнложена сила, прямопротивоположная 
ускоренно ел и равная произведение пзъ массы точки па ускореше ея; 
эту воображаемую силу назавалоть силою инермив проэкщи на оси ко- 
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хрдиналь силы ниерми 5, которую мы вообракаемъ себ приложенною 
къ точюв зи, суть; 


ео Ви а 

7.603 (7, У) = — т, а, т. (589, 1) 
— 4; 

Л. воз (Л, 2) = 4 


== 5 

НЙ ` Вообравияь собЪ талйя силы и сравнить дифферейальныя уравнения. 
движешя (517, 115) стр. 389 съ уравнешями рапповфейя (586) стр. 398, 
можемъ придти кт мысли разематривать дифференшальныя уравнешя 
движешл, какъ уравневя равповфея силъ: задаваемых», реакщй связей 
и силь инерщи; въ самомь дфлН, дифференшальиыя уравнешя движея 
точки и, выражають, что равнодъйствующая Е; всьхь задаваемыхь силь, 
приложенныхь ко этой точкю, равнодпиствующая П; реки вонь тьть 
связей, которымь подчинена эта точка, и сила инерщи Л, этой точки 
бзёмио уравновпиииволотел, т-о.: 


Ро В 
’ 

Прим чанге. Фиктпвпую силу инерщи не должно сыфпатвать со 
свойствомь инерии матери. 
’\_ Воображаемая сила ЛД» равная и пряжопротивоположная сил® инер- 
щи, лазывастся деижущею илк эффективною силою (ЕНесйлкга), & 
сила П, равная и прямопротивоположная равподвйствующей В, реакщй 
связей, называется яотеряниою силою. | 

Уравшетя (517, 615) стр, 389 можию сще выразить аль 


ТИ, г. У (О Ю 


ч.6. равнодьйствующия, вельеь задаваемых виль, прилозюенныхь къ каждой 
из мазперъяльныхь точек системы, разливается на деть составлиющёя: на 
потерянную силу, которая уравновищивается съ реанщями связей, и на 
двнюущую силу, которая сообщаеть матеруяльной точь то самое уско- 
ренле, какое бы она сообщила свободной точкь той же массы, 

УТ Кромв тозо, уравнения (517, №13) можно еще представить так: 


ШВ =0,....... (5%, В) 
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потому что теомотрическая разцость между силою И и движущею силою 


Х,— та; = Поз, Х) и 
У, — ту = П,с0з(И,У) 1... . (090, О) 
Я — пы, = Посоз (ТА, Й) | . _ 3 ии сч 


До = 
а уравнешя равновфем (586) можно предетавить тань п 


та =о........ (586, В) 


веть сила потерянная, т.-6.: 


Сравнивъ выражены (517, 0) съ выражешями (586, Г) и припомиявъ 
послёдиюю форму словеснаго выраженя уразневй равиовфем, а именно 
сл5дующую: „при положен равноввея системы матерьяльныхь точекюъ, 
задаваемыя силы, нрнложенныя въ системЪ, взачмло уравковфигивалотея 
чрез, посредство реакшй связей“, можемъ сказать сл дующее относительно 
движешя системы точект: 

Положенше А.. „Во вели момещит дизель онотомы матерьяльнихь 
зиочока, воттерянныя силы воть точекь “Завнио " уравповвнаваються чреза 

ое Флосредство реикцй связей 

Это положене, дапное д’Аламберомь въ его Тгафе 4е рупалиаие 
(1743), пазывается началомь или ирииципомь д’Аламбера. Изь соедине- 
я начаза д’Аламбера съ вачаломъ возможнихь варьяши или перем 
щенй молучается ноложете А, изъ котораго могуть быть выведены диф- 
ферентаальныя уравнешя дьшжеши системы точеяъ, какь было ноказано 
въ 8 76-мъ. 


б 82. Пбкоторыя свфдфиы относительно истори от- 
крыты начала возможиыхъ церелгбщенуй и ибкоторые 
способы непосредотвеннаго доказательства этого зачала, 

Несомнёнио, что практическое энаше статики и унотребленме нзко- 
торыхь простыхъ машин были извфетны въ глубокой древности; объ 
этомь свидфте ствуютъ ©ъ одной сгоронм нфкоторыя указашя древиихь 
авторовъ, съ лругой — остатки громадных» и искусно возведенных» по- 
слроекъ древпяго Егпита, Илщи и древней Рреши, при возведении кото- 
рыхь пеобходимо было доставлятг издалека и поднимать на больтдя вы- 
воты огромпия силошиыя массм, что не могло быть выполнено безь по- 
бон механических» приское обленуй. 


х) р р Г Пр А, 


7 о 


== ЩИ == 


Сомнительно, однако, чтобы въ дрезиости сущесгвотала правильная 
теортн статики; по крайней мЪрЪ правильтыя теорегичесмя разеужденя 
въ первый равъ встрёчаются только у Архимеда. 

Но этой причин сочилешя Архимеда считаются древнЪйтими со- 
чнненйями 10 механикв н его называють осиователемь этой науки; од- 
нано, дошеднме ло насъ остатки сочинения этого зелихато хеометра от- 
посятея только къ статикв (теорйя рычата, разновЪс1е илавалощихь та, 
положешя центровъ иперщн однородныхь плошажей). 

Первые елЁды изученя вонросовъ/ динамики ветр®чаютея въ нервый 
разь 17 столый сиустл посл® Архумеда, & ныенно въ трудахъ знаме- 
нитаго художника Леопардо-да-Виичи (родившагоея въ 1452 году), ко- 
торый вполиф иразильно нопималь нБкоторые изъ закоповь паденя тЪлъ 
по наклонной плое ди и законь | возраста я скорости ири этомъ или 
ири свободномъ паденн ‘). Повидимому Италия въ ХУ в ХУ -столфяхь 
была мфетомъ рождешя динамики н возрождешя мехачики, Бенедетти, 
умерный въ 1570 году, уже зналъ, т скорость, пробртенная евободно- 
падающим» тЪломь, пе зависить отъ массы тала; онъ ъ также о су- 
ществовали центробьжной силы и о томь, что огорвавшаясх отъ вращато- 
щатося тфла часть его продолдають динхатися по касательной; ему же 
примадлежить первое олредфлене поняаёх о момент» вокругь оси (уй- 
$13 тоуепв) "). Озкруще мачаза вовиожулыхиь поремущенй принадлелийгь, 
по словамь Лагранжа *), вфролтшо Гвидо Убальди *) (1545—1607), ко- 
торый подмзтиль эхо иачало в рычаг и въ подвилныхь бзокахь и п9- 
казаль, что, осповываясь Е. принциив, можло вывести ванони 
равно ая рычага, блоковъь и вброта. Галилей (1564—1642) °) расиро- 


+) Цочерииуто паъ сочинешя Дюриига: Ктёйзеве @еземебе Чех аПве- 
тешен Ранспиен Чех Мосли. Райенит. 1872; Дюриигь же семдается 
(стр. 18—16) па сочинения: 

Уепиит, Еззай зиг 103 опугаиоз риуаео-тамелнийчиез @е Зхоната ве 
УтшеЕ. Раз, 1797. 

Тат, Мзюйе 405 зс1олеез таботамацез ей Кане, 4 у0}5. Рагв, 
1838—41. 

?, Также лзъ сочиненя Дюрнига, который цитируеть (огр. 17): 

Велемей ууетз. зресщай. Тамуи, 1585. 

$) Месамчае Апайу че рах Гавгаиее стр. 18, тома 1-го, ретьято изданя. 

+) био ОЪа@ шахуиз 4е1 Мое, Меслаш тат УЪег. Равадий. 15797. 

5) Главибйпая сочииеня Гахилея по механик суть: 

ТГЯзеогя ИМюгио аЙе созе сле 5балпио ш за Расйца о се шт чае о $ 
писуоно. 1612 (по тидромеханик®). 

Ооо пбогро а 4ие мазути зефети ЧеЁ моп4о. 1682. 

Гузоотзр в анпозьаюн мадетаысйе пиогло а Чие пиоуе зойелие. 1888. 
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страпиль это начало на остальяыя простыя машины, оспованнын па прип- 
ции наклонной илоскости, и разсматривалть ето какь основной принц» 
зажоновъ равиовфея вефхъ машинъ (во 2-м предложени П1-го дахога 
сочиневя: Юзеогя е Чтозбтгалог: Пиогно а дие пцоуе зслепяе, 1688 и 
въ сочинение: Бе}а зстепиа тессалиса). 

Талилея пазываютъ оспователемь динамики; ему мы обязаны откры- 
{ему иачала инерши, изолёдоватями надъ падетемьъ тфль, открипемь 
закоповъ движения свободно-падающихь тВль п тфль брошениых» иа- 
клонию къ горизонту, открымемь начала независимости движенйй, изелф- 
довавемь падени ®гь по цахзовной плоскости, открытемь соотношения 
между длинами и временами качаий маятинковь; кромЪ ‘лого, изъ трудовъ 
его по статнкф замВчательны: дополнене къ Архимедову локазагольству 
принципа рычага, стахнка тяжедаго тфла на накловной плосковти и гидро- 
механика, основанная на началу возмОжныхЪ перем щенй. 

Начало возможныхь перезёщевй въ примфнени къ двумъ силамъ, 
взаимно-уравновЪшнвалющимея чрезь носредетво какого-либо простаго 
механизма, выражено Галилеемъ въ форм положешя, что момслты об%- 
ихь силь при равиов ен системы долины быть равны но величин® и 
противонололигы по знаку. Подъ словомь „моменть“ (мотевбит, тоу1- 
шопиши) Галилей подразумЬваеть (какь объяеняють тЪ, которые тол 
куютъ ого сочиноия) произведеше изъ снам и ироэкщи возможной ско- 
фости» па направлеце силы; это зпачене, слова „моменть“ было удер- 
жано Валлисомъ въ ето механик», изданной въ 1669 голу, въ которой 
статика механизыовъ тавже выводится изъ начала возможныхъ нерем$- 
щен. 

Сл’Бдуеть, однако, замфтить, что до Галилея нонятле о величин® силы 
не было еще устаповлено и поэтому опъзатрудиялел дать сжатое и вполнв 
леное понлМе о значеши того, что ошь подразумёваеть иодъ словомъ 
эмомопть“; взамфиъ опредфлешя, которало опъ дать не мот, Галилей 
поленлеть этоть термииь ифеколькими другими паименовашями, которыя 
впослфдетвиь по почниу различлыхь авторовь, въ евою очередь одфзались 
терминами; напримврь въ 3-мъ днЪ 1560: вотрчаемъ сл5дующую 
фразу: „Рипрею. й ею, Генегоа, о уозНато 4ие И тотенфо с} @5- 
сспдеге“, 


РеПа, зо1епяа, шессашса; это соннпене издало ца итальнаскомь язык 
сем ть снусги посл» смерти Галилея, по раньше, въ 1684 году, оно 
полвулось въ перевод® па француасвйй лзыль: Метзение, 1408 пабсалтуиез 
Че Сба\Шее, Рэя. 
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Обобщене начала возможныхь перем цен на вслёл системы ма- 
терьяльиху, точекъ было указано Ивапомь Бернулли (в нисьм® къ Ва- 
финбону) въ 1717-году *), который выразиль его въ слбдующей форм: 
„ели каюя-лнбо силы приложены какимъ-либо образоме и дфйствують 
посредственно илн пепоеределвенио, то равповфие будеть пыёть мЪото въ 
томъ случаф, еели сумма положительныхь энерий равпяется сумм отри- 
цательныхь, Подъ энерМей пало подразумввать произведеше изъ силы и 
проэкщи перемвщенйя на падравнене силье иритомь надо очиталь энереио 
положительною или отрицалельногю, слтотря но знаку проэвции“. 

Термить: „Уеззе уйЧиеНе“ вредень Ив. Бернулли; прилагательтое 
зуае!“ происходнть оть латиневаго „Уи“ равиозначущахго итальяи- 
скому „Меню“, чго значить енособность, мощь, это гприлаталельное вы- 
ражкаетъ, чго у16е5зе упфиеЦе есть принадлежность, составная часть мо- 
мента. Слово „возмовный“ не ебть точный переводь слова УШие}; точпый 
церелодь термина Берпулли былъ бы: „скорость, входящая въ составь 
момента“. 

Наиболфе обширпое и миогостороннее развите начала возможныхь 
перемфщешй мы находныъ въ аналитнуеекой механик Лаграпжа, въ ко- 
Торой ве уравнешя: сталикт, динамнен и гидромехаикки выводлеся из 
этого начала и начала д’Алрмбера. Эта книга, появившаяся пъ первый 
разь вь 1788 тоду №, есть самое капитальлое сочинеше но механик и 
не утратнла своей цовязлы даже п до пашихь дней; можно сказать съ 
полною увБренностью, что въ механикь Лахрашжа прибавлено до настоя- 
щаго времени весьма, иемнохое. 

Такъ коль начало возможныхь перемъшен! не настолько очевидно, 
чтобы можно было принлть ого безъ доказательства, то Лаграплеь, въ 
червомъ отдфив своей кчиги, призолить одно изъ двухъ своцхь доказал 
тольствъ этого начала; это доказательство мы здфев сообщасмъ 

Идея этого доказательства заключается въ замфнв восвхь взаимное 
уравновшивающихся задаваемыхь силь В, #,....Ё, резюмщими 969- 
бой связи, состоящей изъ одной нити, обхолищей систему сложныхь бло- 
ковъ и налягиваемой вфсомь одного груза; при этомъ нрелнолатаетси, 


*) Это письмо помфщено в5 книг; МоцуеНе тбеатаие. Р. Уайеноп. 
Раз, 1725. 

**) Книта эта состоие изь ДвухЪ частей: етативи съ гидросталикою 
и динамики въ гидродинамикоо; нервыя главы статики, гидростатики, ди- 
намнки и гидродинамики заключають въ себф песьма полробвое изложеше 
значениг и историческато развития ралзивехь приццилове механиви. 
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970 оеь связи суть чдевльныя, что за баожить изунь эроя, что ныть 
це обладаеть окесткостнио и тю натлоюоще сл одинаково по всей длин. 

Прим ьбтанте. Пэляжеше вити № каком-либо еп сЪчеши ееть 
равнодйствующая вефхь молекулярныхь силъ, которыя дЪйствують въ 
частиц. находящихся по одну сторопу сВченая, па частицы, паходяняся 
по другую сторону его; если дЪйствительно разрёзать нить ло этому с%- 
ченпо ‹першендикулирному къ длин» пития), (0, чтобы образовавийяея 
оконечности нити не отдфлились другь оть друга, придется въ каждой 
изъ этихь окопечностей приложить но сил; 0бф сиды будуть равнин, 
прямонротивонохожим п перпендикулярны къ еВченю; каждал из этихъ 
снль предбтавляоеь волнчину патижешя Нитн пь разематриваемомь еЪ- 
чени. — ь 

Предположимь, что величины силь Е, В,...,Й, иаходатея въ в9- 
измфримыхь отношещихь между собою, тажь что можно подобрать силу 
Р, которая въ пфлое чцело #, разъ менфе силы №, вмветв съ лФмъ вЪ 
\Вхое число , разу. мене вилы Е» | т. да 


‚ЕР... В = ЕР. 
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Зарфмь иредставомь себЪ мехализма, состояний изъ % полиецасторь, 
то-веть изь % сметемъ подвиаяшьоь бдоковь ни ® слютемь ненодвияянхь 
блоков; блоки каждой системы сидягт свободно на одной осл, вокруть 
которой они могуть вращалься иез’ исимо другь оть друга. Кв осямь 
подвижлыхь системь блоковь прикрфилены матерьяльныя точен; къ оби 
ЛЕ, (черт. 46) прикрфилена точка та; СЪ оси м. точка и, ит. д. Оси 
исподвижныхь систем блоковъ” прикрЪилены на направленяхь сулъ 
Г, Ть...., а именно: овь А, прикрфилена ма продолжеви смлы Г, 0еь 
А.— иа паправлеши силы И», и т. д. 

Долфе, продставимь се0ф, что къ оби М, прикрфихенъ одицъ конежь 
тонкой, гибкой и нерастяжимой нити, которая затбмт, обходить но одному 
разу всф блоки пефхь полиенае‘о”ъ; чиело блоков на каждой оси м рас- 
цоложен!е нитн таковы, что нить между М, и А, проходить #, разъ, 
между М, и А, проходить #, разъ, в т. д; наконець, обойдя ве№ блоки, 
нить овфинвается съ послфдняго пеподвнжинато блока влизь, подтерживая 
грузъ, яфеъ котораго равенъ Р. 

На чертеж 46-ит, изображена снотема полиспаетовъ для трехъ то- 
чекь Ин. и, и, ТД №. =5, 1, =4, =; надо замутить, что нить 
при нереходв оть одного полиснаега къ другому, должна сходить съ не- 
подвижнаго блока и паиразляться къ оеходвижному же блоку другаго 
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полиснаста; таюь и проведены части В, и 2, и& чертеж» 46-мъ; если бы 
мы провели часть В, въ одному изъ блоковъ, сидящихь на оси 24,, то 
это было бы ощибкою въ конструкции механизма. 

Раздлуеы зефхъ блоковт должны быть ничтожно-малы: на черт. 46-мъ 
блокамъ ирнданы конечные разыфры и радусамъ блоковь, сидящих на 
одпой оен, даны неодинаковые радуевы, это сдфлано только дхя патлнд- 
ности чертежа. 

Понятно, что послф введеши этого’ механизма силы И, Я, ..., 
должиы бниь отияты, такъ какъ грузь Р, черезъ носредетво нити и полис- 
цастовъ, тянеть точву М, къ точкЪ А, съ силою А,Р, точку 26, къ точк№ 
А» съ вилою №,Р, ит. д. 

Для того. чтобы снетема точекъ и, %,.. 
замфпяющихь силы 4, Ё,.... и при дёйстьн реакщай тфхъ связей, ко- 
мог а ры ВЪ положен равновфейя, необ- 


. нри дёйстви натяжеий, 


торымь она подчине 
ходимо, чтобы трузъ Р, стремясь опуетитьея ВНИЗЬ и сдвинуть ©ъ мЪота 
точкн ии, т, т,,...., побуждаль ихъ цолучить только невозможеныл 
перемфщетя; но это требоватие разпосильно условю, чобы ре возмож- 
зызь перемииеняхь эрузь не отускален. Выразимь это усхове формукою. 

Пусть =, = №, (черт. 46), в, = М,П.,. суть варьядиг положешй 
или ничеожно-малых порожщейя точек. Если направлеще перем щеня 
хочни составляет острый уголь съ паправленемь силы Л’ (пажъ валфи- 
мфрь въ точкахь ЛЬ, и 1, на чертеж 46-м), то разстоле РА между 
вовымъ положешщемь точки и точкою А будеть менфе первоначальнаго 
разетоянйя на длину (АЛ1- АЕ); но эта длина разнихся па величину 
выешаго порядка малости оть длины МО (ем, въ точкахь М, в М, из 
чертежф 46-мъ), тдЪ С есть оенован!е периендикуляра, опущеннаго изъ 
точки Й на направлеше ЖА. 

ВелЁдетв1е этого сумма длинь питей между точками № и А, умень- 
щитея па длину 


(М.С, == № =. 608 (в Е) 


н если бы веб остальлыя точки не получили инкакого перемфщеня, те: 
трузъ Р онустилел бы на ту же самую длину. 

” Если направлеше перемфщешя составляеть, тупой уголь съ паиравле- 
шемъ силы И (кавъ напримфрь въ точкВ М, па чертеж 46-мъ), 10 раз- 
стоянйе можлу точною М и точкою А увелнчнтея на длилу 


(М.С) = — Де, 608 (2, 1) 


5 
и если бы воь остальшыя лотки не нолучили никакого иоремфщени, то 
грузъ Р нодпялея бы на такую длину. 


Если вс точки получать какдя-либо перем щешя, то грузь Р опус- 
титея на дэшлу, равную: 


Фес 603 (=1, Ви) -- Физ 03 (=, В) +... ^-- Ве, 08 (в, №), 


о 


ричелмь поднят груза скажетсл, вакь отрипательноо оцуеваяте, 


Услов!е, что грузь ие должешь опускальсн при вовможиныхь перем®- 
щешяхь точехь снетемы, выразиеея формулою: 


ИЗ 


У, соз (№, в) == 0, 


ВИ 


ИЛИ 


Пели веф связи удерживаюния, со возможный варыиии должны удов- 
летворить уразнешямь (559, 515) $ 75-го, & схБдовательшо, тогда каждой 
вовокунпости возможныхь варьяшЙ соотЬтетвуеть возможная же сово- 
купность вар 1й равкыхь и протизопозожных». 

Принявь во внималие это обстоятельство, можемь заключить, что если 
зсВ связи удерживаюния, то грузъ Р не должень ни ускалься, ни под- 
инмальея ири возможлыхь перемёщешяхъ точекъ. Въ самомь дфлф, мы 
уже доказади, чо он® ие должепЪъ опускаться, во если возможны пере- 
мЫЦеИЯ ее»... и, при Хоторыхь груз» поднимается, то возможны таже 
перем/уцешя: — в, —©,... —е», равных и прямоиротивонодожныя пер- 
вммт; при нихъ грузь па столько же опустится, на сколько ой подли- 
мется при первыхь & слфдорательцо, ири положеши равновфен такой 
системы, тавя перемфщешя, | при которыхь грузь ноднимастея, должны 
быть также певозможны. 

Итавъ, если всф связи удерживолотля, то положеше равнов\@я си- 
‚стемы точекь возможно толко тогда, когда при вебхь возможныхь пере- 
ивщешлхь точек удовлетворлетсен равенство: 


=в 


ХИ, 008 (ПР, ‹)=0..... (56%, Ъ) 


га 
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Таково доказатольство Лагранжа, помфщениое имь въ Мёбеание 
алэ]ум ие; другое доказательство, номфщенное въ 'Гибоме 465 ЮлеНопз 
азолуйаиоз (оно тадике помфщено, въ вид прибавлеши въ ионцЪ 2 тома, 
3-го издовя, Мёсатаце алуйаае, просмотрфанаго и исправленнато. 
Бертраномь), не принадлежить къ числу непосредетвенпыхь доказа- 
тельствь палала возможныхь перем щен, это есть вывокь выражевиь 
реакайй связей, 

Изь числа другихь доказательствь пачала возможпыхь перемфщенй, 
упомялежь объ доказалельствахь Фурье *), Поанео *), Коши *), Ампера “), 
Карла Пеймама °). Амперово доказательство мы адйеь сообщаем», 

Доказалельскво Амиера, иолобио доказалельству Коши, отноелтея пе- 
посредотвенно ие вь началу возмозинухе перемфщегй, но къ выводу вы- 
ражен!й реавшй идеальной связи; оно можеть, быть раздфлено ва двЪ 
Час: въ первой доказывается, что реакщи идеальной стлзи направлены 
по дифференщальвымь параметрамь ея, во второй части доказывается, что. 
во вебхь реанщяхъ одной и той жс связи множитель ^ одииь м т ’*ь же. 

Первая часть доказательства’ заключается вь слфдующемь, Пуегь 
точки т, т... т, евязаны одпою связью (491, Ъ) (стр, 815), не заклю- 
чающею времени, Если оводемь (3—3) повыхь связей, тахихь, когорыя 
закрфлять точви» т, и, +... 9, въ Занима ыхь вый положешяхь 
М,, М,,.... М» координаты коих суть: (а, 6», Са), (аз 9, 6в),...., ТО 
уравнеше связи обратится въ уравнеше новерхиосун: 


Во Зо ен Фи И, Фновьа®ь Ш в) = 


а реавля связн ВЪ тозкЪ т, — въ реанцио этой поверхности; по реакщя 
воперхиости папразлена по дифференщальному цараметру №, & потому и 
реакция связи имфеть то же самое палравлеше. Это самое относииеся и, 


1) Гоцтог. Метохе зиг 1а ззаНаие, сощепал® 15 абтопзга он Чи риа- 
«ре 4ез уНеззез зигбаеПез сё 1а бое 4ез тошевз Фойтпай 4е Г6еое 
ротубесвшаице. П Тоше, 5 Сашег. 

2) Розе. Ето 4е Зо аие. 

з), Доказательство Коши можию, между прочим, вайтги въ механик. 
Музяъо. 

“) Ашрёге. Эаг 1е релюре 908 УНе3з08 ушфаеЦев, Л. 4е Р6еде ро|у- 
фсезлиоле. Г. УЪ Саь. 13. 

5) Мешлати. Оеъег 428 Решещ ог упбае еп о4ег ФаспНайусь 
Усстаскаляся, Вочевю Мег о УстАаааииассл Чо’ Заоль. @езоз® Чех 
№133. га Бешая. 1879. 
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0 водкой изъ точект, связываомыхт, связью; сльдовагельно, реалии связи 
долями выражаться формулами (511) страницы 582-И. 

Во второй части доказательстве предиолатаетск извфетимиь, что ре- 
аклли идеальнаго стержня равны в прямопротнвоноложиы; имфетел въ 
выду доказать, что множители №4, №» №»:...^, 25 вырмвешяхъ (511) раввы 
между собою. . 

Предиоложимъ, что введены (3%—6} новыхь связей, закрфиляющихь 
вс точки, за ноключешемь точекь эй, и; черевь это веяшя перем- 
ющешя точекь 2, 9... сдфлаютея новозможлымн и равенство вида: 
(588) ($ 81), ноторому должним будуть УдОВТОтВориао позмониныя перем- 
лцешя точекъ м, и 7%, получить слвдующй зидъ: 


Р,05, соз(Р,. 08,) -- 2,13, соз(Р., Оз) =0. 


Присоединияь залЪыъ еще четыре связи: лв ноподвижныя поверх- 
мости, на которыхь должна оетаватьея точка ж, н деф друйя новерх- 
ности, ва которыхъ должиа оставаться точка ту лиш пересфченя пер- 
зыхь двухъ должна быть касолельпою къ направлению параметра Р,, а 
лини пересфченя зторыхъ двухрь поверхностей — касательною къ иф- 
тереншальному параметру Р.. Вел\дстые такого стбенеши точект, т, 
и #» перемфщеня нхъь стануть возможными только по направлейныъ 
дифферсшцалюныхь параметровь Р, и Р, или по изправлешямь прямо- 
прохивололожнымь, т.-е. Г 


а”, зе ВР, рее, 
а потому вышенриведенное равенство Аголучнтъ ВИДЪ; 


ВИ ЗЕЯ Ы ор анны) 


но дифферонщельные параметры Р, В, н перемценя 725, зу суть ве- 
личины положительный, сл\довелельно, равецетво (591) гребусть, чтобы 
знаки восипуеоз» были противоположны, т.-е., если неремвикен!е 73, па 
празлено но Г., то перемфшеше 2, должио быть ваправлепо протнвоно- 
чожно Р» или обратно; во веякомъ случа, равенству (591) можно даль 
олудующй видъ: 


Ри... ен (592) 


Далфе, свяжемь точки 9 и 2, идеальными стержпами съ нФкоторою 
постороннею матерьяльною точкою А, въ которой приложимь нфкоторую 
енлу Е’ такимь образомь, чтобы вел еюстема оставалась зъ положеша 
равно ели. 


— 415 =: ` 


та епла Е разовьеть рвакци А. и А, въ стержняхь АМ, и АМ, а 
‹резъ посредство стержиой разовьюжея въ точках 10, и 26, резки еВхь 
связей, когоримъ эти точки подчцнепы. 

Надо замутить, что возможныи положи ля точки А образують нфко- 
торую поверхность, и для того, чтобы эт чка паходнлась вь положен 
равновфейя, пеобходимо, чтобы сила Ё была перпендикулярна, къ этой по- 
верхпости, а слЪдовалельно, и ко всякой ли и, которую можеть онпнеы- 
вать точка А при возможныхь перемфщешяхь точекь №, и М); нусть 
с есть элемейть одной изъ такихь лиий, то. возможное перемфщене 
точки А; для равновЪя пеобходимо, чтобы буть 


с08 (Е, Оз) = 


| 


съ другой же сторопы, такъ какъ енла Ё и реакии АЛ, и АА, (черт. 47), 
приложенныя къ точкф А, должны взанино уравповииватьея, то должно 
имЪть мёс1о слфдующее разенство: 


А: сз (АЗ, 13) + А»Та соз(АМ», 03) =0.... (598) 


при вслкихъ значешяхь возможиияхь перем инешй точки 4. 

Точка М, томе находится вь положеши равновфея, ноэтому редкая 
И.Л, сгержия М, А, реакщя №,Р, связи в =—0 и роакия 9%, лнийг пере- 
вфчещя двухь поверхностей, па которой должна оставалтьен точка Л, — 
эти трн резки должны взаимно уравпов?ищиваться; но такъ какь реак- 
ця М, перцендикулярна въ изнравленю Р,, то, ирозктируя эли три ре- 
акщи на это направлене, ПОЛУЧИМ: 


А: с03 (ЛА, РЕ МР, == 0, 


0% 


ВлИ 


А, с03 (АМ, Р) 


точно также получимь слБдующее равенство; 
А: воз (АМ» Р)=ь,Р,.......... (595) 


Ёъ этому надо еще прибавить, что возможныя перемфщешя концовъ 
идезльныхь стержней до жны удовлетворять равенствалгь: 


13, соз (АМ, 0з,) = Рэсоз(АМ, 05)..... (596) 


3, в03 (АМ,, 1) = Рзео-(АМ, ПЭ ..... (59%) 
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Помпожимъ теперь равенство (594) па 05, вычтемъ/ изъ него» равен- 
ство (595), номпожениое па 15» н иримемь во вниман равенство (592); 
й 
получим: И - 


Ре 4 й 
41051 в0з (АМ, Р) — А», соз(АМ,, Р,)= (4: — »)Р.08; 
7 


ж # 
такъ какь 03, направлено по Р,, когда Оз, направлено противоположно“ 
Р, нан обралио, то первую часть этого равенотва можно представить 


такь: 


== [4А,08,в08 (АМ, 08) -- А.злв8 САМ, Р.) 


изъ равенствь же (596), (597) и (593) слБдуетъ, что эта сумма равна 
пулю; а нотому должно быть 


(^, —^,)Р,.0з, =0 


при веякнхь значев!яхь перемфщеня 15;; это требуетъ, чтобы ^, раввя- 
лось ^.. 
Подобнымь же образомь докажемтъ, что: 


№ = Аз = Ар =... ЕЙ, , 


Доказательство Цоши отанчаетея отъ допавательства Ампера ТОЛЬКО. 
мт, что точки в ит, связываотся равноплечнымь рычагомъ и при- 
томь привцицъ рычага предиолатаетел уже извфетнымх. 


ГЛАВА \1. 


Объ интегралахъ совокупныхъ дифференщальныхъ уравненй 
двищеня системы точенъ, 


$ 83. Первые и вторые интегралы дифференщаль- 
выхъ уравнети движены данной системы точек; число 
постолвныхь произвольныхъ, 

Въ $ 71-мъ было сказано, какъ изъ дифференщальныхь 
уравненй двнжешя (517) 8 70-го получить н совокупных диф- 
ференщальныхь уравнений втораго порядка, заключающихь столько 
же независамыхь координать и ихъ производныя по времени. 


ЕЛИ — 


Эта совокупность лифферентальнихь уразнешй должна поелу- 
жить для опредвлешя вида твхь и функ оъ врежеши, которыми 
выражаются незавнеимыя координаты виетены движущихся точек, 

Если и н фунющй будуть опредвлены, то фупкщи времени, 
выражающя законъ изифнейя р зависимыхь координать, опре- 
дЪалятея изъ уравнешй евазей (491, 1), (491, 2),.... (491, р). 

Для сохранения сиинетуи зъ т8хъ формулах н выражешщяхь, 
которыя мы будемъ писать въ настоящей главЪ, прехноложим, что 
декартовы координаты могуть быть выражены фупюшами от + 
пезавиеимыхь коордянатныхь параметров 4,, (,,....05 Ин этом® 
мы можень дажо допустить, что эти фупиши заключеють времл 
эзлыиъ образомь. Пусть (526) ($ 72) суть эти выражения. 

И)влая такое предиоложене, мы нисколько не отраничиваень 
общноеги нашихъ разсужден, потому что незавиениыя декартовы 
координаты могуть быть разенатриваемы, какъ независимые ко- 
ординатные параметры. 


Для опредёлейя вида твхъ фунюйй времени: 
9, = №, ч, = Ь0,....&=®,..... (598) 


которыя выражают законь изжвнеия. координатныхь нарамегровь 
ири движени системы точекъ подъ вщяемь давныхь сить, надо 
найти надлежащее число иптеграловъ совокунности (531) $ 78) 
дифферевщальныхь уравнешй Латранжа. 

Относительно интегрированя и интеграловь эгихь дифферен- 
щальныхь уравиешй намь придетен высказать много еходнато съ 
тфыь, что уже сказано въ 8 18 (тр. 46—59) относижельно 
интегрирования диффоренитьльныхь уравненй движеня одной сво- 
бодной матерьяльной точвя; поэтому, при изложен нвкоторыхъ 
нувктовь настоящаго параграфа, мы ‘буденъ выражаться сжато, 
безь подробныхь объяенен. 


Функщи (598) должны удовлетворять дифференщальныхь 
уравненимь (531), обращая ихь въ тождества, 
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Иптогрироване диффоренщшальных» урязношй (531) ноже 
быть произведено по способу сосзавлошя рядовъ: 


2 „№ „м у 
= Чь-+ 95 РЧьта Р 4% таз т...)).. (599, К) 


выражающихь разложешя искомыхъ фунедй въ строки, раеполо- 
щенныя по возрастающихь етененяжь разноети (+—#)==9; & есть 
какой-либо моменгъ а: координатных пара- 
метровъ въ моменть /, мы убловимея обозначать знаками: 


Чо (207 - +, Чо еее ень. (600) 


» величины производныхь 94, 4,,.... 4» —знажами: 


и, ол 4 К Ат .. (601) 


ит. д. Значеня вторых и выбихь ИроиЗВОДНЫХЬ: Фо о фм уз... 
для момента & выразятся фуивцыни: отъ &, оть величинъ (600) и 
отъ величинъ (601); эти выружения получимт изъ диффереиальныхь 
уравнений (531) и язЪ производныхь от этихь уравнешй по времени. 

Ряды (599) должны выражать искомыя фунюши (598); сл%- 
довательно, этн фунюии должны заключать, кромв $, еще &, 
величины (600) и величины (601), т.-в.: 

. 


ФЕ в, ло» 0205 - + Фиоз Чо, Ч саб 9 Ч), . (598, Ю 


гдв { означаегь каждое изъ чисель 1, 2,....#. 


Если изъ дифференшальныхь уравноши (531) помощью ка- 
вихЪ-лнбо преобразованй можно получить уравиеие такого вида: 


И о ВОНИ 


тдВ 9, @оть какая-либо Функшя от 9,5 Ч»... 9» 959». -@ъ 
то, инлегрируя уравнеше (602, 1), получимъ равенство: 


ф.(, Ч 9)... - я %. ро - == (Орви (603,0 


*) К сеть поторое-либо из» чисель: 1,2, 3,..-% 
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118 С, веть произвольная постоянная; равенство (603, 1) сть 
одить йзЪ первые инпералов» совокуппыхь дифференщальных 
уравнешй (531). 

Уравнене (602, 1) обращается въ тождеетво, сели вмфето 
вторыхь производных 9,, 9,,....4» подетавимь въ ного вы- 
раженя, получаемыя для этихъ производныхь изъ дифференщаль- 
ныхъ уравнымй (531). 

Положимъ, что мы налли м первыхь интограловъ: 


ф.=0,, 9.=С,....Ф=0, о ва (603) 


тавихь, что получаемая изъ нихъ уравнены: 
@ @ бо, ж. 
а == 0, д =0,.... д =0...., (603) 


равносяльны совокупности хифференщальных уравнений (531), т.-6., 
что вов уравнены (531) могут быть получены изъ уравнешй (602); 
въ такомь случаВ эти н лервыхь интеграловь (603) могутъ служить 
лия выражешя пеличинь 9, Ч,,..:- 9: въ фувизмихь отъ зр- 
мели #, отъ коорлинатныхь нараметровъ и 0ть м проязвольныхь 


пастояпныхь С, 0,,....б5 пуеь эти выраженя булуть: 
ф-=®Ь И С Со @раитало (604, К) 


тд К означаеть каждое изъ чисель: 1, 2,.,..н. 
Жели язь н первыхь интограловъ (608), помощью какихь- 
либо прообразованй, можно получить уравнеше такого вида: 


фл 
ПЕ 0 че 1. 8086) 


тд Ф, ть какая-либо фувкщя оть $, отъ координатвыхь ца- 
раметров» н 0:5 м произвольныхъ поетояиныхь С., С,,... С», 
то, ивтегрируя уравнете (605, 1), получимь разенетво: 


$. Ч» Ч: >: 9 С, © ро (СОШ, ее (606, О 


тд Г, воть произвольная постоянная; равенотво (606, 1) есть один 
2т* 
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изъ оторыхь илитечоалове созокуплыхъ дифференитальныхь уразие- 
н (531). 


Положимъ, что мы нылли н такихъ вторыхъ интограловъ: 


ТО Е, 000) 


‘ 
Что получаемыя изъ них уравнения: 


ЧФ аф, _ а, _ а 
20 Ш=0.... и =0..... (605} 


равносильны сопокупноети первыхь ивтеграловъ (603), т.-в., Что 
вов равенства (603) могуть быть получены изь уравнешй (605); 
въ такомь случа этя н вторыхь интеграловъ (606) могут слу- 
жить для выражен координатныхь парамотровь въ фувкщяхь 
отъь времени Ги 2н произвольныхь постоянинхъ; мусть эти вы- 
раженя будуть: 


ПАВ В ро Ч рвы о с СЗТ 


`дВ  озвачаеть каждое изъ чисель: 1, 2,....н. 

Выраженя для 9,’ получался или непосредозвенно изъ вы 
ражешй (598, А), взявь производныя по времени отъ функиай х, 
ила изъ выражен (604), воли замфнить въ пихъ 4, 4.,..-.4 
функиями 9)... 4. 

Между произвольными постоянными С. С.,...С„, Г,, Г». ., Г, 
величиною 5 и величинами (600) и (601) существуют завиеи- 
мость, выражаемая м равенствами вида: 


` 


фев Чл; 920, +: Фно, Ч о ..` 0 а (60%, К) 
ФКК, Чоу бо... Ч ©, №... 0) =1,,., (608, Ю) 


(илВ № означаетъ каждое изъ чиселъ: 1, 2,....4), 

Эта же зависниость можеть быть продекавлень подь видомъ 
слЗлующихь формуль, выражающихь, что воличицы (600) и (601) 
могуть быть разсматриваемы, какъ фупюши оть № и @н произ-» 
ВОЛЬНЫХ НОСТОЯННЫХЬ: 
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ЕЕ Вр Яо М №, соо) а. И. 
А, ©). о -ь о, М Мао - (9, К) 


отсюда елфлуеть, что величины (600) и (601) столь же произ- 
вольны, какъ и постоянныя С, С,,.... См Г, Г,,.... Сы. 
Функции $, (598, А) обратятся въ функщи ф, (598), если про- 
извольныя постоянныя С, и Гь выразить ло формуламь (607) и 
(608) фумомиии ость №, м отъ золузмуь (600) и (601). 
Моментъ & называютъь начальныме моментомь времени, хотя 
опр иожеть быть взять тдф угодно на протджени вето времени, за- 
нимаомаго разсматриваснымь движентемь’ системы точек; величины 
(600) суть координалиые параметры начальнаяо золоженая системы 
и могуть быть названы началунымие величинами координатныхь 
параметровз; величины (601) мотуть быть названы началуными 
величинами производные 9,,4,,....4; Проэющи на ови Х®”, 
У””, 2" начальныхь скоростей точекь системы опредблятея из 
формуль (533) $ 73-го но величинамь (600) и (601). 
Въ тВхъ случаяхь, когда будеть возможно и нужно для упроще- 
Ш фориулъ, буден считать вреия отъ начальнаго моможта, полагая 
%=0; тогда начальныя воличины ы парамегровь 0у- 
демь обозначать знаками: 2, №,,....й» а начальныя величины 
нервыхь производных» от И параиетровь — знаками: 
хх, .... жз Начальныя величины декартовыхъ координатъ точек 
системы будемъ обозначать буквами: а, 0,,с,, @,,0,,6,, ...@) бе, 
& начальных величины проэвщй скоростей точекъ системы на оси 
О УНИИ о р © р росс обр Побе 
Изь вытесказаннато видно, что Фуницим времени, выра- 
эжелошия закона измъненя координатныть параметровь дви- 
экущейся системы п молтерьяльныхь точекз, связанныхе р свя- 
зами, закмочають в5 себъ Зн постоянных произвольные; 
столько же произвольныха постолднныхь закмочають и ть 
Ффунющи времени, которыя выражают» законе измъненя де- 
картовыть координат вспхз точень системы, 
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Существовал е произвольшыхь лостоянныхь въ фуньяхъ $, по- 
казываоть, что пря дВИсиыи данныхь задаваеныхь силъ система, 
можеть совершать безчисленное множество различныхь движений, 
различающихея количественными значетями произвольныхь но- 
СтОЯннЫхЪ, ИЛИ, ЧТО то Же самое, количественными значенями на- 
чальныхь величинъ координалныхь параметровь и ихъ первыхь 
производных. 

[Примфчан!е. При помощи не (543) $ 74-то, 
первыя части лервыхь интеграловь (603) мовугь быть преобра- 
зованы въ функити отЪ &, 4.,4,,.: -45 РоВ,,/... Вы эти фунющи 
буломь обозначать знакамъ 4; наирамврь, /интограль (603, 1) 
нолучить слфлуюций видъ: 


ф, (6, Ч,; Ч: Ч Ро В+ - „ры)==С.. (603, 1 13) 


Начальныя значешя величин у, },,.... 2» будемь 0бо- 
значать такъ: 
Му ооо ай 


$ 84, Иптегралы совокупности (554) дифференшаль- 
ныхъ уравиени перваго порядка, 

Вь $ 74-мь было показано, что совокунныя дифференщаль- 
ныя уравнемя Лагранжа могуть быть замфнены совокупностью 
Тамильтоновыхь дифферентальныхь ‘уравнеюй (554} (стр. 376) 
первато порядка. 

Интараломь этой сововупноети (554) пазываотея всякое ра- 
ВОНСтВО ВИДА: Я 


о Ч; Ч: д ео =, 5-е (611) 


(гдз О — произвольная постояни.), удовлетворяющее слВдующему 
требованию: полная производная по времени отъ фуикщи $, т.-о. сумма- 


#8 _ 90 9$ 94 — 9 @рь эс 
#7 % +5 еж Эр и ЗА (612) 


должпа обратиться въ пуль Е, котдь выфето производ- 
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ныхь 9, и р, булуть подотавлепы равныя имъ вторыя части 
уравиешй (554). 

Вея совокупноеть (554) дифференщальныхь уравнешй перваго 
порядка будеть вполн® проинтегрирована, оля, 9,, 0,3.... 4 И 
р, 2,,....Рн будуть выражены талихи фунгиями времени, во- 
торыя обращають дифференщальныя уразвневя въ тождества. 

Выражешя эти могутъ быть получены, если найдемь 2 ии- 
чеграловъ 


он а р Зои О 


данной совокупности (554); притом эти нитегралы должны быеь 
таковы, чтобы совокупность раненствь: 

м, А, О..... (4) 
быль равносильна совокупности (554), то воть, тробы чрезъ рёшенте 
азенотвь (644) отновиельно ри’, р», ...- 9, › 0, »--:.@» Полу 
чилиеь бы ве} диффероныальныя уравпены’ совокунноети (554). 

ели тако Эн интограловт булуть найдены, т), рашиеъ ихъ 
относительно воличинь 7, ,,....Ль 9,,4,,...-9» ПОоЛуЧимЬ 
искомыя выражешя этихъ велячинь въ фушайяхьв времени; эти 
функции будуть завлючать, вромз времени, 2н произвольныхь 
ностоянныхь С., С.,.... О. 

Веякое равенство вида: 


Еф,, ф,,.... Фы)== С ео бы (615) 


сеть интеграль совокупности (554), потому что полная производ- 
ная порвой части его, & иивиио: 


аг ока, дЕ а, | д бб 
Я 4 @ Тв, в Г ``’ Гб, 


обращаотея въ нуль тождественно при замвщени проязводныхь 


! й й ! 1 т = 
9, 9,...:.:95 8, Ф,,.... и вторыми частями дифферен 


цалршыхь уравноюй (554), такъ какъ такое замфщете обра- 
щаоть въ нуль полных нроизводныя по # оть 9.) Ф,,.... Фан: 
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Веяюй новый иптеграль: 
$ Ч,› 9..9» Рь› В+. .2)=О. рис (611) 


той же совокудиости (554), отличаюлийся оть я; интеграловь (613), 
можеть быть ифедставлень подъ видом (615). Для того, чтобы убЪ- 
дитьея №5 этомъ, предетавимт, себ, что мы исключили изъ  вели- 
ЧИНЫ 0, 9, .... 9 №.» Юз...» При помощи равенетвт (613); 
повидимому, ф должно чогла обратиться въ функцию 07% 5 С, С,, 
0,....Сж 1.-в., вь фунвщтю оть 6, ф,, 9,,.... Фи 


= $, $. п — Ф:,), 


но легко уб®диться, что функшя Г не должна заключаль вуе- 
мени явнымь образомъ; въ самомь дл, полная производная от 
Го ло Ь то-веть: 


и 04, 9, у ыы 


Ор ЧО 10 а ар @ 
должны обращаться, при повредетвв раленсевъ (614), вь пуль; 
поэтому дожно быть: 
Чо 

значить функщя / должна быть функщею только от 15 фь, .-. Фин. 

Изь сказанпато слфдуетъ, что хотя сововунныя лифференаль- 
цыя уравнешя (554) инзють бозчислонное множество интегралов, 
НО ТОЛЬКО. 2 изъ пихь буть интегралы независимые, воз же проч 
интегралы суть нзкоторыя помбипашли исзависимыхь интограловт; 
иритонъ любые 2м интограловь могутъ быть приняты за нозависимые, 
осли изъ иихъ, путомь по’наго диффоренцированя ло времени, 
могуть быть получены вс ‘дифференшальныя уравнешя совокуп-» 
ности (554), кавъ указано относительно интетраловъ (813). 

Важдый изъ интограловь совокупноети (554), но заизщени въ 
номь величинъ р, 2,,..,.Ю, выражешями (542) паратрафа 74-го, 
образцается вв один из порвыхь иптеграловь лифферентиальныхь 
уравненй движешя (531) параграфа 73-с0; поэтому поелбди 
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имфють безчислениое множество первыхъ интеграловъ, по только 2 
изъ няхь суть интегралы  нозависимые, проче же первые иите- 
гралы суть комбинали незавясижыху цервыхь интеграловъ, 

Въ слёлующихь тусхъ главахъ будуть показаны нЪкоторые 
премы, при помощи которыхь могуть быть найдены нЪфкоторые 
изь интеграловь дифференщальныхь уравневй движения системы 
точекь въ т$хъ случаяхъ, когда задаваемыя вилы и связи удо- 
влетворяють опредвленнымъ нии, 


ГЛАВА УП. 
Законъ движеня центра инерщи. 


$ 85. Соетавлеше диеференальныхт уравнений дви- 
женя центра инерщи системы матерряльныхь точекъ. 
Сложимь дифференшальныя уравненя (517, а1) (517, а2)... 
„РУ, а п) параграфа 70-го, получим: 


в 4" в = 


Ути/ = к, Е ^(ь. р. НЕ ея Р Е 0, В (616, а) 


= 


точно также, сложивь вов мВ уравнешя (517), которыя заклю- 
чЧаль вторыя произволлыя оть координат» у, получимь: 


в +—в в ее 
Ут" = ХУ, +, р т Се д г; . +, (616, ) 
3—1 Е 


сложив залы во остаяьиыя уразвеня, т.-е.: (517,61) (517,62).. 
. (517, в п), получим: 


=в в = += 


м а кл дз , ка 08, ТН 
Утд" = А+ мы) +... НХ 9"... (616,6) 


== — 


Зторыя части эвихь уравневтй суть проэкщаи па оси Х®”, У 
и /^" вометрической суммы все задаваемых силё и всп 
роакийй связей, приложенных ко всъмз точкам» системы. 

$86. Центръ инерщи системы матерьяльныхь точект, 

Фели геометрическая сумма вофхь силъ и везхъ резюий свя- 
зай равна нулю во все время движения системы, то тотла диф- 
ференщальный уравнения (616) образитея въ слфлующия: 


+= т = 
Утд/=0; Уту"=0; Ута"=0..,.. (619) 
ЕЕ += Е 


Очевидно, каждое изъ эгихъ уравнешй можеть быть про- 
интегрировано два раза: первые интегралы будутъ: 


— —в т 
Ута=0; Уту,=0; Хте/=0,:.... (618) 
4—1 —1 ие 


вторые интегралы: 


о 


Хто РГ, 


в 


Предегавимь сс0Ъ точку С, координаты (2., с, %) которой евя- 
заны съ координатами вефхь точек системы слЭдующими раненезвами: 


ИЕ 
ПЕ 
Е т, 


Е" 


я 
| 
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"Тогда инуеграламь (619) можно будемь дать олбдующий вид: 


Мо = О-о Му = бы Г» Ма=оя-г, .. (619 55$) 


ГАЪ 
Мы=т Рф... ..... (0 


` 


ость масса осей системы, т,-е,, сумма, маесъ вефхъ точекъ системы, 


Иптогралы (619 15) выражають, ито точка С’движется равно- 
ибрио и прамолинейно, причем скорость ся такова, что оолибы эта, 
очка была, матерьяльною точкою и масса ся равнялась бы удесВ всей 
системы, то количество движешы этой точки С’ равнялось бы геоме- 
грической сумы. количестве двяжонй вобхь точекь висломы. 

Эта точка С’ вазываетея кенииромз инеризи вистемы точекъ, 

$ 87. Закопъ лвижешя центра инерщи сиетемы ма- 
терьяльныхт» точевтъ. 

На осковаши выражешй (620) первыя части диффероплаальныхъ 
уравтевй (616) мотут® быть продетавлены подъ слВдующимь видом: 


а. „У. =, 
Ме, Ма, Мф; 


зотда эти уравнения (616) р’ ‘аются въ дифферениальныя уразво- 
ия движения матеръяльной точки, совиадающей съ центромъ инершя 
системы, масса которой равна, масеВ всей системы и къ которой кахув 
будто приложены вев задаваемыя силы и вов реакщи связей, 
приложениыя въ дЪйствительноети къ точками, системы. 

Такимь образомь дифферонщальцыя уравпошя (616) выра- 
жать сдфлуюший обийй законз дешженя какой-либо вистомы 
точекъ, называемый закономв деиженя центра инерийи: 

Пентрь инерии системы малперъяльныхе точека движется 
зпакимз образом, какз будто бы это была свободная ма- 
зперьяльная точка, в которой была бы сосредоточена масса 
всей системы и кз ко’ 


рой были бы приложены всъ зади- 


й 
васмыя силы и реакийи солзей. 


Въ такомъ вид этот"ь закон ость дествительно обийй закойъ 


4198 == 


движешя, таюъ казь ошъ имфогь мфото при веякихь задаваеныхь 
силахь и при воякихъ ‘связяхъ; нодчиняя свлзл и задаваемых 
вилы нижеелвдующимь отраняченямь, мы получимь влёдуютя 
спещальныя формы этото закона, инбюцуя мото во нногихъ во- 
просахь и задачахь механики. 

Когда рвомотрическая сумма веЪхь реактий связей фравяо 
нулю, тогда уравнеюя (616) получаюзть сл®дующий видь: 


Ф += р. а фе. * = 
т ИТ с => (8 


1.0. хода звометрическая сумма всльть реожийй свизей равна 
нулю, пода чентрз инерции системы движется, какз св0- 
бодная мазперьяльная точка, вв которой сосредоточена вся 
масса системи и кз которой приложены всъ задаваемыя 
силы; эта спомальная форма закопа движевя цонтра ипертя 
унфоть ивото, можду прочимъ, въ слёлующихь елучаяхт; 

4) кода всь томии системы свободны, 

6) кода реакийи связей попарно равны и прямопротиво- 
положны; напримфръ, осли всВ связи суть идоеальныя связи, ука- 
занвыя въ приизрахъ 53-мъ, 54 -мь и 55-мъ (ви. стр. 336—338, 
344—346) я соединяющуя точки системы между собою, но не 
съ посторонними или неподвижиыми точками, 

Козда нелполько леометрическая сумма, всъхь реакилй равна, 
зулю, но такосе равна чуло и зеометрическая сумма всъха за 
дадаемыть силе, тогла получаетвя еще болве частная форма закона 
движеня центра инерщи, & именно 22050; денаиь инерции системи 
донисется танз, кань двилалась бы по инерии матерьяльная 
точка, в которой была, бы срередаеонн масса всей системы; 
ЕН г т точект. 

ели, напримвръ, вов точки системы свободны и ве задаваемыя 
силы суть силы Взаимпод®йсемя можду точками сисремы, попарно 
равныя и прамопротивоноложныя (таюь что велкой силё М.Г 
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(черт. 48), приложенной къ одной изъ точекъ, соотятетвуеть 
сила М) равная ей и прямопротивоноложная, прильжеллая къ 
Другой точ систомы), то толь гвометрическах сума вовхь за- 
лаваемыхь силъ будеть® равна нулю, & нотому центрь инерши 
системы будеть двигаться равном рно и прямодилейно. 5, 

Въ прямфрахь 61, 62 я 68-мь (тр. ый цоптры ннерщи ен 
стемы должим совершаль прямолинейныя/ равиомфуныл двыжешя, такт 
что въ каждомь изъ этихь примфров® мы а по шести интегралов 
вида (618) и (619). 

Въ примфрЪ 66-мь ($ 78, стр. 371) депштрь инерши сиелемм совиа- 
даеть съ центромь С ромба, реак / ндоальныхь стержией мопаруго, 
разиы и прямопротивоноложны; гоомерическая сумуа силь иритяженя 
точекь снетемы №5 началу коордипафь равна 2и(и + т.}р, н папра- 
влепа параллельно 00; вь  омь дз, озназивъ абсолютный координ ты 
зертипъ ромба знаками: 44, 25, ©, 2., 9, Из, %, 9:, будемъ нм®ть слф- 
хуюная выражении проэкщи геометрической сулмы задаваемыхт сить: 


— [жал 62а) м5 (а -- 2] == — Зы ть) 


| 


—ынил +) -- (у |} = — Зы -- Жь)уь, 


такъ как» 
да аз = а Ра =ЕРл, ин и в = Е = 94.. 


Иервыя два лифироретизлатыя уразмеюя этото приу®ра суть даффе- 
ре пальныя уравиеня двилеля центра инерциг олелемм въ полярных 
воорхипатахь. # 

$ 88, Ибеколько замфчашй относительно опредёлешя 
положешя центра инея спетемы матерьяльныхъ точекъ, 

Цоложеше центра инерши данной системы малерьяльныхь чо- 
чекъ, занимающих ланныя положения въ пространетв, опредв ляется 
вычисленомь но формуламь (620) 8 86-го или помощью ггометриче- 
ехихъ ноетросний, основанныхЪ на этихъ формулахь. Мы ограничи- 
ваемея нфоколькими замфталйяуи, касающимнея этото предмета. 

1.) Если выразить положенще точекъ системы и пентра инерщи въ 
другихъ прямолинейныхь прямоугольных» воординатахь е, ч, ©, то 
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завнеимость межлу повыми координатамн центра инерии и ш- 
вымн координатами точек» системы сохратить прежний ВИД. 


ги в 


го 
1 1 з 2 
В И; = ити: = ит, .. (620, 55) 


3—1 


въ чемь нетрудно убфдиться при помощи формуль преобразования 
координаль (часть кинематнчоская, стр. 56, формулы (45), (46) 
н проч). 

2) Въ ковоугольныхь пряиоллнойныхь координатахь завиеи- 
мость ножду координатами центра иноиии и координатами то- 
чекъ системы выражается формулами того же самаго вида (620), 
какъ и въ нрямоугольвыхь коордииатахь. 

8) Центръ иверши двухЪ матерряльныхь точекъь находится 
на лини кратчайтаго разсгояня между ними и лЪфлигъ это раз- 
стояше на части, обратно пропоршональныя массамф нрилежа- 
щихь матерьяльныхь точекъ. 

) Пентръ инерции иЪзеколькихь матерряльныхь точекъ мо- 
жеть быть онредфлень помощью рада поелвдовалельныхь дЪй- 
етв1й; опредёливъь положене центра инерши С(1, 2) точекъ , 
иж, и нредетавивъ себё, что въ О(1, 2) сосредоточена масса 
(и! --т.), опредёлимь ноложен!о центра инерни точекь С(1, 2) 
и 2%; вайдонная точка 0(1, 2, 3) будеть центром инершм 
трехъ точекъ 29, 1», т, ит. д. 

5) Вели вс точки системы лежать въ одной нлоекоети, то 
дентрь инерциг сиегемы находится въ той же нлоскости; въ ва- 
МОМЪ ДВлЬ, взявЪ эту плоскость з& ПЛОобКоеть ТЯ и нрипявь во 
Внимане, 910 К = =ь=.,.. ==, найдены: &==0. 

6) Если воВ\ толки сиотемы лежать на одной прямой, то 
цевтръ инерйи находится на той же прямой; въ самомъ дёлЪ, 
взявъ эту прямую за 06ь Я, мы найдем у,==0, &=0. 

7) Если система состоит изъ четнато числа матерряльныхь то- 
чемь или, иначе сказать, изЪ дфкотораго числа пар точекъ; если 
массы объихъ точекъ какдой пары равны жожду собою, а раслоложо- 


== == 


18 вистомы таково, что средины кразчайнихоь разегоянй между 
парными точками заключаются в одной плоскости, то в" этой 
нлоекоетн очевидно заключается пентръ лперши всей системы; въ 
самомь дфлф возьмем эту плоскость за плоскость ТЯ и составимъ 
выражен для &; такъ какъ 00% точки каждой нары вибють 
равныя массы и иаходятея по 06% стороны нлоскости У вЪ раз- 
ныхЪъ разогоящяхь отъ нея, то получимь &=0. 

8) Пели подобная сиимотия имфеть место но отпомео къ 
двумь поресзкалониися плоскостямъ, то пеперь ннерши находитеи 
на линш перосвчешя этихъ плоскостей. 

9) Если синиетрия мифеть м№ето по отнощенто къ, трежь не- 
реефкающимея плоекостямъ, то центръ инерши находится въ точкЪ 
цереевченя ихъ. 

10) Если распредлить систему точекъ на нёеколько труниъ н 
сначала опредвлить ноложоше пелтра иверши каждой изъ этих 
грушиь, то, чтобы затфмъ найти положелие центра инерщри веей ви- 
стемы, надо поступить такъ; лредиоложивъ, что иасса каждой грунны 
соврехоточена въ ея цевтрв инерции, надо некать положеше центра 
инерцти вовхъ этахъ повыхь воображаемых малерьяльных» точекъ. 

Эти эливчашя оказывалотся весьма полезными во многихь 
ЗАИПыХЪ случалхъ. 

$ 89. 0 томтъ, какъ разематривается сплошное т5до 
въ мехапикв системы матерьяльныхъ точектъ. 

Мы должны здфеь обратить внимаше пд способы опредвлеия 
и вычиеленя ноложенй центров» нперши сплошпяхь тВль, во 
прежде этого олвлуеть объяснить, какамъ образомь механика 
системы точевь иримзняется къ сплошизиъ т%лажь. 

Данное снлошное тВло иыеленно разлфляют»ь на вобьма боль- 
тое число медкихь частей, называемыхь элементами тфла и пред- 
Ставллють 00%, что каждый элемен замфняотся матерьаяльною 
точкою той же массы, заключающеюся въ объем элемента, или 
ца ого поверхвоетя; къ этой совокунности матерьяльныхь точекъ, 
которая замфняеть сплошное тзло, примзвяють теоремы и фор- 
мулы механики сиетемы малерьядьвыхь точек, 


== == 


Совокупноеть матеръяльныхь зочокь, которою мы замёняонь 
еплошное т%Ъло, тВмъ болфе ноходить па самое "ло, чёиЪъ мельче 
элементы, на которые мысленно раздробляенъ тВло; поэтому мы 
раздробляемь тВло на элементы безконечно-малыхь разиЗровъ м 
предполатаемъ, что размёры ихъ нриближеются къ нулю, & число 
элементовъ—къ безконечноети. 

Если принять вЪ разочегь киномалнческя свойства разема- 
эриваемато тФла, то придется допустить существовате ифкото- 
рыхъ свазей между малерьяльными точками, замбзяющими эло- 
менты эфла; велфдетве этого совокунность чочекъ обратится въ 
вистому точокь, зауВняющую данное сплолное тфло, обладающее 
даивин винелатическнми свойствами. 

Напринфрь, если данное силощное тфло предиолагается нде- 
аль твердымь, то придется допустить, что разетоящя между ма- 
терряльтыми точками, замфпяющими собою элементы т зла, оеталотех 
иоизмвлиыми, канимь бы силамь т®ло ни было подвержено; но- 
этому идоально-тверлое т®ло замфняетел вт моханнюв таль вазы- 
васноо номазиьнлемою сиотемою матерьяльныхе точекв, 

0бъ усломяхь, выражающихь кинематическя свойства де- 
формирующихея тВлЪ, мы будемь говорить въ лрупихь мфотахъ 
нашего куреа. 

Дроблоше тбла на, безконечно-маные олеженты производитея 
разозчещемь его коордицатными поверхностями той системы ко- 
ордивалъ, помощью которой выражають ноложене точекь ла, 
въ проетранетв®. 

При улотреблойи прямолинейных прахоугольныхь коордй- 
нат каждый безконечномалый элементь объема имфеть видъ 
прямоугольнаго лараллелопинеда, изфющаго безконечно-малыя ребра 
дл, у, 42; объемъ такого нараллелонинеда равенъ: 


40 = ахауае 
и масса ого равна: 


п = загфуаа, 


Е — 


РАВ а ебть ПлОЧИОСть матери тФла въ одной изъ точек этого 
элемента “т. стр. 29). 

Матерьяльная точка, которою мы замфняемъ элемонть гла, 
должна быть номфшень внутри или на поверхности этого элемента; 
положене ея въ самомъь элемент можеть бъть какое угодно, так 
какъ въ окончалельныхь результаиахь предполагается, что разивры 
элементовъ уменьшалотея ло нуля; мы можемъ предположить, что 
матеррядьцая точка, замфцяющая элемептъ, находится нли въ 
ценир параляелопииеда, илн въ одной изъ @о верминь; мы 
предночтемь помфщать ее въ той зершив® олементарвато парал- 
лолонинела, координаты которой имвютЪ наименьших зпачевя, 


Ери употреблеши прямозинейпыхь, косоугольныхь коордипать, эле- 
менты объема нм ть видъ овоупольни 


хъ безкопечно-малыхь параллело- 
липедовъ; объемъ такого параллелопицеда равенз; 


40 = заду; 


®« есть объем косоугольнаго ии ребра, воторахо параллельны 
осямъ коордииать и имфюзь длины, равиыя одшиищ; этоть объем, выра- 
эжается таль: 


п, 
о == 1—9 — В — ТЕ 298, 
| В, и 
д : 
а = 603 (У, 7), В = 608(й, Х), т = е03(Х, У). 


При употреблени круговыхъ пиляидрическихь коорлниналу, эле- 
меиты объема ижвють видь огрёзковъ колецщь еь прямоугольными о%- 
чешяни; ва чертеж 49-нъ изображен, въ увеличенномь вид, одинь 
такой олементъ. Если координаты точки 4 суть р, 6, 2, то коорди- 
наты точки О, суть (р-Н р), (9-40), («-Е аг); шесть поверхностей, 
воторыми ограничень этот эламениь, суть: плоекоети 2(4В.;.4.) 
и (2-42) (ВОС,2), плоскости (АДД, А) и (0--40 (ВОС, В,), 
цилиилричеевя новерхноети 6(4РО.В) и (р -- 4р) (А.О, С, В,). Пре- 
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нобрегая беэконечно-мальми величинами четвертаго й выеихь по- 
рядковь малости, найдемь, что объемъ элемента выразнтея тавъ: 


40 == ар. рад. аг = рарадаг. 


Въ сфорическихь координатахь элементь объеий евть часть сфе- 
рическаго елоя, заключающатося межлу сферами хи (^-- 47); на 
чертеж» Б0-иъ изображель, въ увеличенномъ вид%; одинъ изъ такихъ 
эхемептовъ. Положим, что поордилаты точкм 17 вууь и, ф, $, а &0- 
ординаты точки В,: (4-47), (Ф-- 4»), (%--9$); мееть поверх 
ностей, которыми отраничень этотъ элемелть, суть: дв илосхосги 
+(АРЬ.А,) п @&--4%) (В00,В,), двз лмаровыя поверхноеги 
(АРОВ) п (+4) (4, С.В,), лв колическя поверхновти 
+(РОО,П,} и ($ 4%) (АВВ,А,). 

ели пренебречь безконечно малыми золичинами выетихь по- 
рядковъ малости, начиная съ м объежь элемента, вы- 
разится такъ: | 


40 = а". то. гяш Фи =” Я ода, 


$ 90. Центрь ннерии спломнагу тЬла, 

Центром анерыи сплошной И называется та точка, 
5 которой приближается % с5 которою соспадаетв центре 
инерийи системы матеруяльныхь точень, зампияющей Ийьло, 
по мьрь 100, ках мы уменыиаем5 размиры элемени065 ила 
00 пуля, @ число ить увеличиваемь д0 безконечности. 

Детръ инерши есть весьма, вадная въ мохапическомь отно- 
шеми точь снлошнаго тфла; такъ, дентръ ниерши Идеально- 
твердаго тёла обладаеть слздуюними свойствами. 

Такь какъ реалици неизызняемыхь связей той системы точекъ, 
которая замфняеть собою идеально-тверлое тВло, попарно равны и 
прямопротивололожны, то цевтръ ирерщи овободнато твердаго т$ла, 
неподверженнаго никакимь силамъ, движется равномврно и прямоли- 
нейно; пря эзомЪ само до может двигаться не ностуиалельно, тогда 
центрь инерщи будеть единетвонною точкою тВла, извющею прямо- 


о. 


линейлое и равномвриое движеше, поФ/же прочя точки т%ла бу- 
дутЪ описывать криволанейныя трактор. 

сли твердое 1$ ло свободно, по’ подвержено какимь бы ло 
ни было силамь, то цонтръ инершн его будеть двигаться тавимъ 
образомъ, какъ будто бы въ немъ быта совредоточена масса, веего 
тВла и къ нему были приложепы вов сенлы, приложепныя къ точ- 
камъ тВла. 

Поэтому, въ тЪхъ вопросахь мохалнки, въ которыхЪ воз- 
можло замвнить каждое спломиое твердое т8ло матерьяльлою 
точкою, одвдуеть пожать эту точку въ цоптр® инерши, & ле 
въ иной точюв тверлаго та. 

$ 91. Опредфлеше положеня центра инерииг еплош- 
ныхъ тфлъ, новерхностей и лини. Прим®ры. 

Для получешя формуль, выражающихь положене центра 
инерщи спломивю тФла въ прямолипейныхь координалахъ, при- 
увпимъ формулы (620) ($ 86-го) къ систем матеръяльныхь то- 
чекЪ, замфияющихь элемопты тзла и затвиъ предположимъ, что 
разиЪфры олементовь уменьшаются до пуля, а число вхъ увели- 
чизаетел до безконечпости; тогда, ИОЛуЧИМЪ: 


НЕ и .Гс=а0; уу. /./ Гао: в=щ./././<=90, (622) 


ТдЪ 
М Г р °40, 40 = азауаз, 


& интогрировыйя распространепы на весь объемъ т®ла. 

"Во мпогихь случаяхь опредленйа положешя центра иперщи 
епливаго тВла, сведетея па опродфлАие ноложешя центра иперщи 
нЪкоторой новерхноети или плодади или лаже нёкоторой лиши. 
Нанринв р, положимъ, что данное сплошиое тфло ограличено: 
цилинлричеекою поверхностью, производялия которой параллельны 
оси 2, плоскостью ХУ и поверхностью: 


Ре (с, у), 
. 28 


‚д ый - ее] а 


; 
7 
[Аа 


ЧА Только отъ 2 ИУ, НО 8 ОТЬ 2, Так 


ИД биЖеУ № = 


м. 


2, Иша, ОИ) = 
кров того преднолагаетел, что илотность/с мазерли Этого ла, веть. 


ъ что во веВхЪ точкахъ 
каждой лими, параллельной осн ””,/ плотноеть одна и та же. 

Прижфнивъ формулы (622) къ этому влучал и произведя инте- 
р по 2 въ нредвлажъ оть 2==0 ло 2=/(%, у), получимъ: 


= у р хаажау, Ул / ,). хуатау, х==о[(, у). (623) 
И Ни 
= ь у)ахау, м- || хазау, 
г 


тд интогрирован!я расиростралены по иломеди овновая ди- 
ливдрическаго тзла. 

Очевидно, координаты 2 р у. выражаютсл какъ координаты 
центра инерши воображаемой’ матери, расноложениой по площади 
освовавя цпилиплрическаго тфла съ иоверхносиною плотностью 
х=/ (2, 9). 

Въ другнхъ елучалхь/ вопроеъ приводится къ овредфленло 
положения центра инерщи” воображаемой малерш, расположенной 
вдоль но взкоторой кривой или прямой лини съ данною дёней- 
ною плотностью Х, тажъ, что на олементь 48 лиши приходится 
количество массы №98. 

Замвчашя, прыведенныя въ 8 88, примфияются съ нользою 
и при опредзлели центровъ инерции сплоштыхь ‘"Бль и нломадей. 


Обращаемся къ примрам. 
Ирищврь 67-й. Цештръ инерциг однородной дуги круга находится на 
радусф, проведенновиь в серое ии дуги; взявь цеитръь круга, ва пачаяо 


координат, а паправлее вышесказаниато рад1уеа—за ось Х“"*, опред 
лимъ разстояне вентра ниерши © оть О по формул: 


а 


Е к 
й 205 2 и 608090 
з С _ ПоПзша) 
Обними = ЕЕ 


Г 28а 


тд П — радусь круга и 9 уголь при ценрф, занимаемый дугою. 
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Так, каюъ 2 за сеть длина хорды, & 2Йа — длина дуги, то Обвы- 
тимкаотся такь 
__ (Фадрусъ). (хорда) + 
06 = (пуга) 


Примфръ 68-й. Центръь инерши дугн однородной цфиной лини: 


А Е 

& 8 
@ 
у \ ыы ) 
предиолатая, что одииъ конець дуги совцадаеть съ самою нижнего точкою 


кривой, 
Вычиеслеше положешия цепера инерцйг ироизведемь но формуламь; 


52% — ха, 8 : = 95 


Вычисленю звачитольно облетчаехся при помощи слфдующихь выра- 
жешй: 


о ВЕ = 


ра А 
п: _@ “4 ы Се ) ау 
а ^^ 2 


Координаты центра ицераа: выразятся ‘Тали: 


я, =в— 5 (у—а); = =; (у ая =). 


Опредфлеше положешя центровъ пнерции дугь другихь плоскихь кри- 
зыхьъ можно пайти въ собра ‘ох задач по нию; ЛИЦел *), 4е За 
Семизмл **) и въ Рашональной Мехапик® Сомова. 

Примвръ 69-й. Положеще центра инерши дуги винтовой однорохной 


линие 
2 У т я 2 
я у=а, #=6816605 =’ 
считая дугу отъ точки: #=0, у==0, 2=а. 
Координаты цептра инерши дуги суть: 
&—#) 2 
р 


у. =, ГО 


*) ЛИЦеп. Рго тез 4е М6сзиц ие габопиеЙе 1855. 
**) Це За-@егиалю, ВесиеЙ Ф?ехегодсоз зит 1а, Мёсамчие габопвеце 18774 


588 = 


Примфрь 70-й, Иоложене центра ицерции однородной илощади кру- 
говато сектора. 
Разетолне центра ниерщи С, отъ центра О круга разио; 


‚_ _2 (рамусь) (хорда), 
о! 3 (дуга) 


Прямфрь 71-й. Положеше цеитра пиерщн однородной иложали кру- 
товаго сегмелта можеть быть опредвлено слфдуюнитгь образомь. Площадь 
сектора можно раздфлить на двф части хордою, стятизающею дугу сек- 
тора; олпа часть будеть илощадь равиосторонияхо треугольника, другак— 
нлоажь сегмента. | 

Целтры инерщи зофхь эихь плозцадей офходятея на оси ХХ"; озиа- 
чимъ чрезъ 44, 2, и 2 разстояшя от О цептровь инери площадей сек- 
тора, треугольника, и сегмента, зпаками 65, 5 и © обозначимь величины 
этихь площадей. 

Цетрудно видфть, что & опредфлитея по формул: 


— 9» 
м 


тд д. ость разотояше, ириведениое въ предыдущемь примЪр, 


ЕЕ и „В с03о, 5, == Аа, 5, = 4? 190039; поэтому: 


За 


4 
= Вы. а р 


Примфрь 72-й. Центръ инерии илощади, ограпичелной осью Хи 
ЦИклоидоЮ: 


д = П(о - эл в), у = В(1 -{ соо). 


Величина площади: 
28 


2 а =’. 
0 


р -_ № 
Центрь ипершш нахолится на оси У“ въ разетоянш В 


Примфууь 73-й. Положене центра ипери площади, заключающейся 
между дугою 4 эллииса (черт. 51), ламегромь О.А и полухорлою ОЕ, 
сопряженною эхому маметру. 

К этому случаю лучше лсего примфиить косоугольиыя прямолнцей“ 
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| 
ныя координаты, оси вторыхъ суть: ось! ОХ, паиравлениая вдоль по 
дламотру О.А, н 05ь ОУ, направленцая вдоль о даметру, сонряженному 
къ даметру 04; вь этихъ коордииалахь уравнене эллицеа: 


тд$ ан В суть длинны сопряженных Е 
Величина нлощади выразнтся таль: 


а 
. р 0 
9 = эп 6. уаз = " (чатссов ве 2,9, , 


я 


тдф а, есть длина ОЛ, а „—длина ДЕ; 3 есть уголь УОХ. 
Косоутольные координаты 2, и 9, центра инерШи С онредЪлятся но 
формулам: 


а 
. Р . у 
Би» = что / дуе=310. я . 
® 
а 
т / ь (а—2:)* 
Ву, = 5 / У’ 42 = 5то, в ор (да 2). 

в, 


Центрь инерщи площади АОВ\а, =0, у, ==8) ваходитея въ точь 
имфющей слфдующе координаты: 


Е 


Примрь 74-Й, Цеперь иноерциг площади, отраниченной нараболою 
АЕ (черт. 52), нобочиою осью АП, проведениою черезъ точку 4 и нолу- 
хордою Р.Я, соириженною къ этой оеи. 

За оси косоугольныхь координаль возьмемь: побочную ось АЛ) — за 
ось Х“” и касательную къ нараболв въ точкВ А-а ось У“; уравне- 
ве нараболы: 2-89. Координаты цепера инерши: 


у 
# 


3 
Я. —= РЯ] вы иЗа а 


Примфръ 75-й. Центр ииерши площади эллиитическаго сегмента 


и) 


к 


ЕЛЕ, Е, (черт. 51-й) находитея на ай ОЛ,, сопряженномъ 
хорд сегмента, и отетоить па разстолши: 


Е Е. Зал? 
ос, 2[ о 1 
38 (взахесоз( = а) 


отъ пентра эллинса, гдФ у, есть длнна половины хорды; а 2, — разстоя- 
ше ОТ). 

ПримВръ 76-й. ОнредВлить положен1е цепара пнерши ихощади эллии- 
тическаго сектора О, АЛ, (черт. 51-й). 

Эта, илощадь состоиих изъ площади сектора А.Ю, п изъ площади 
треугольника ОЕ, 1,; величина нлощади поелбдилго равна ау, эт 9 и 
центръь инерши его паходится въ зочк№ 0» отстолщей отъ центра па 


2 
длину Об= 52; поэтому величипа площади сектора равна: 


Е 
а 


&85т вагссоз ( ) ь 
& центръ инерц! ея находится ва аметрь ОА и отетоить оз контра 
Эляинса на разетояии: 


й о. И 
00 5 т 
8 216608 ( а ) 


Примфръ 77-й. Положеше центра инерши трапецаи. 

Очевидно, центръ инерци паходитея па лишн ЛЛ., соединяющей 
середины нарахлельныхь сторопъ трапеши АВВ,А, (черт. ›-й); чтобы 
найти ноложеше ого па этой лиши, примемт во внимане, что гранещя 
можеть быть разлдена » дза преугольника АВА, и А, ВВ,, что цонярл 
пперщ\и нерзаго находител въ точьв пересбчешя К ирлиой В), ©ъ пря- 
мою лишею ©0,, отстоящею отъ ДА, на одиу треть высоты трацеци, что 
дентрь ннерщ!и вторало паходител въ точкЪ нереефчешя Ё прямой Л.П 
съ нрямою РР,, отстоящею на одну треть высоты транешы отъ ВВ, и 
что цевтръ инерщи транеши додженъ находиться на прямой лифи СК, 
соединяющей точки К и 7. слфдовательно, искомый центръ ннерши на- 
ходитея въ точкЪ нересфчешя О лныи ОО, лишею ЕР. 

Для составлещя формулы, выражающей разстояве нентра иперши С 
оть АА замбуныь что и треугольниковь АВА, ни ВА,В, 


а К 
равны т Ра и Е 76, что илошадь трацещи => (а 0), тд № овна- 
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чаеть высоты треугольпиковь и трамециг, & @ и В — длины сторозъ АХ, и 
ВВ, и что разстояшя точекь Ки Г Оль а равны - йн 3 7; ока- 
жешел, что разстояше точки О отр этой же сторопы равно: 

@-4-95 

а-Ро 


1 
32 
и что отношене длинъ СТ), и ОЛ равно: 


[97] ь 


Прумбръ 78, Положетя пептровъ плериуи частей поверхности сферы. 

Положеня цеитровъ нперщи каклхь-либо частей сферической новерх- 
ности молуть быть опредфле при помощи слфдующихь формулъ. 

Пусть 5 есть величнна площади нфкоторой сферической фигуры 4ВО 
(черт. 54), находящейся на сфер» радтуса В, и 6» — ведичииа площади 
ортогопальной проэвлуи плошади 6 на какую-либо плоскость Р.Р, нрохо- 
дащую черезъ центръ сферы. 

Разетояше р центра иперци илощади © отф плоскости Р.Р выра- 


зитея такы 
В 603 (*, в) 
ИЕ и (62) 


тдф # означаеть маправлеве пормали къ ил костн Р,Р, в Х — из- 
правлеве радлуео» вектора, проведенпаго изъ центра О сферы къ элементу 
поверхности 45; пронзведене П с08 (", ®) выражаеть разстояще элемента 
45 отъ плоскости Р.Р; интогралъ числителя раенространенъ ло всей нло- 
шади 65. 

Увул, зайъ иаиразлеюе 7 есть направлеюе паружной пормали эле- 
мента поверхности 45, то интеграль числителя выражасть величину ило- 
щади 9» & нотому формула (624) выражаеть, что 


ое Е 


Если черезь центръ еферы проведемь какую-либо другую плоскость 
Р’Р’, то нересфчене ел съ ироэклирующею цилиндрическою новерх- 
ностью сферической фигуры АВО будеть косоугольною нроэкщею этой 
фигуры на эту новую плоскость (па чертеж (54) ортоголальная ироэк- 
я сферической фуры АВС из плоскость Р.Р есть фигура 4,В,04, 
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фигура же .4’В'С’ есть иересЪчеше плоскости Р’Р" съ нрозитирующимь 
ксписрюм); означимь хорозь а уголь между плоскостями Ри Р/Р'и 
черезъ б» величину илощахди пересБчешя проэктирующахо цилиидра съ 
плоскостью Р/Р" кромф ото, опустимъ изъ центра инерши Д площади © 
нерценднкуляръ ма нлоскоеть Р/Р’ и продолжимьъ его до пересёченя @ 
въ плоскостью Р.Р; длину ЦО означимь через р’. 

Очевидно, что бр = 0» 603а и 410 р’ 603а, ноэтому изъ формулы 
(624) нолучихся слвдующал: 


И 62) 


Ириникииь формулу (624) къ опредфлению положеця цедра икерюи 
нлотади сферическаго сстменга, Очевидно, что центръ инерши находитея 
на оси фигуры сегмента. Взявъ за плоскость Р:Р плосность, нериездику- 
лярную КБ этой оси, и принявь во вниманте, что величина новерхности 
сегмента равна 2=22(1—603 В), а величина плода его нроэкщи==к.? 318? В, 
тд В есть утолъ (и, #) для точекъ ребра сегмента, мы найдемь что 


р=-- Ва + 0058, 


то-веть, что ценеръ пперцщёи поверхиости сегмеита находится па середин® 
его высоты. 

'Центръ пнерци поверхности оферическаго пояса также иаходитея па 
середнив его высоты. 

Примфнимъ ту же формулу (624) къ опредфлевю положешя центра 
ннерциг сфернческато треугольника; а нменко, опредфаныъь разетояийя: 
ро), Ол), (АВ) ценхра ипорти до плоскостей, нроведенныхь че- 
резъ стороцы треугольника. 

Цроэкщя нлощади треугольника па плоскости ОВО (черт. 55) рав- 
цлется нлошали сектора ВОС, безь нлощадей 04.8 и ОД,О проэюай 
секлоровь 0423 и ОАО на ту же плоекость, г.-6.: 

бр= 9 (“ — 608 В — 6605 0). 

Величина нлошади сферичеснато треугольника выражается, какъ из- 

вфетно къ: 


5= В (А-- В--0—*) *). 


+) Предиолалаетсл, что углы а, 6, с, 4, В, С изиыфряются отиошейлии 
длинъ дуть юь радлусу. 
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Поэтому, наъ формулы (624} получимъ: 


В(и— св03 В— 60050). 
РВС) АВЕ ОЬ—и") › 


точно такъ же получим: 


- 
СА) Не 603 О—се0$ 4) (АВ) 2 В --6 сов А—@ с08 В). 
(А+-В--0Ь—к) › ] 2(А+-В-+О—=) 

Положеше центра иперщш И можеть бык еще выфалкено разетояшими 
его оть плоскостей, проходящихь черезь центръ еферы п иерцендикуляр- 
ныхт, въ рамусамь ОЛ, ОВ, 0С; эти раветояшян опредфлимъ по формул 
(625), разематривая секторы ОВС, ОСА и ОДВ кажь косоуголрныя ифро- 
эюиан цлощади треугольника АВО па илоскости большихь круговъ ВО, 04. 
и АВ; найлемъ, что эти разотолия О 

а В ИФ 
3” К? 3” 

Переходя тешерь къ примфрамь оиредфлешя положеня центрояъ 
ннерщи сплошныхь одпородныхь тфль, мы докажемьъ слёдующую тео- 
рему, которая оказывается весьма полезною въ ирпизпеши ко многим 
вопросамь этого рода. 

Теорема. Представимь ссбЪ снлопиое одпородпое т'6ло, ограничениое 
двумл наралхельныеи илоскостями № и №, (черт. 56) и бокозою поверх- 
ностью такого рода, что величина площади сфчешя ‘Зла какою-ллбо 
нлосдоетью, нараллельною плоскоетям® Ш; и И», выражается такъ: 


Пана, ........ (626) 


ТД 2 есть разстояне плоскости сЪчени от® илоскости 1; а, 6, с суть 
постолниые' коэффицеитьь зависдиие озь вида боковой иоверхноети. 0т- 
пошеше между разстояшями центра ниерши этого тла отъ плоскостей 
Ш, и Л выраждетел такъ: 


2 А 


И, лень. (88) 


тдф Ши П, — величины илощадей основалий ннжняго и верхияго, И, — 


площадь сфченя, нроведениато черезъ соредину высоты 4. 
Легко доказать эту теорему. Разстолн!е центра пнерШи оть нижняго 
основашя выразится формулою: 
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тд Т есть абъемъ тфла; но чиелитель этото выражены й можеть быть 
предсхавлель так: 


/ 


О] 


нозтому: 
— р (2-Е) 
ПИ > 


Такь же найдемъ, что разстояще цепгра иперщи оф верхняго осно. 
зашя выражается такты 


ри еее, 


& нотому и нолучимъ равенетво (627). 

Прныфрь 79-й. Центрь инерши объема сферическато нояса, находится 
па оси сто; нусть # и № суть разетоянйя осноталий сегмента оть цеятра 
сферы; въ этомв случа: 


ПИ = я(В* — 1 — 24а — 2). 
По формул» (627) найхемъ: 
а 3.20 — № — —- бы 


с 


в Е 


ИНЬ 


Чтобы нрныфнить эту формулу къ сферическому сегменту, надо ноло- 
жить въ ней №, = А. 

Иат этой формулы окажется, что центръ инерциг однородлой нолу- 
сферы дёлить ов оя въ охношети 8 къ 5 

Црим\ръ 80-й, Ценрь иверщи части параболоида вращешя, закяю- 
чалощейся между плоскостями, отстолщими отъ вершины има разехояняхь 
м нй.. 

Въ этомъ случай: Е 


П =, И, Это, П-Е®р(к, + ^,), 


& потому 


— А-Я я 
А НЕ 


Ирныбръ 81-й. Ценерь инерщи какого-либо подеа одноиолахо гипер= 
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болоида врашешя. Пусть 4$, и №, суть разетояшя илоекостей пояса от 
цомтра гниерболоика. 


%), Иж в 1) 


Ань у 


ве 
в, \ ба, 


«` 

Примфрь 82-й. Положеше дептра инерши кахой-либо части трехос- 
паго эллицеонда, заключающейся между двумя иарахлольными илоскос- 
ями. \ 


\ 


Улавпые дам тры дам тральюй плоскости, параллельной илоскос- 
тлмъ М н И, иримемь за оси Х\” и У“, а паправлеше полудаметра, 
сопряженнато къ этой даметразьной Нос. сети, за овь 7; слфдовательно, 
оси Х”” н У“ ортогональны между собою, а ось Ё можеть быть напло- 
нена къ пимъ. Въ этихь координатах уравцеше поверхности эллинеонда 
будет: м 


1% Ан В суть длашыя глазикхь ООВ даметральнато очень, 
& т— длина полудаметра, совиадающаго съ ‘осью 7. 


Пусть №, н № суть разстояшя по оси 7", плоскостей Пл и НП, оть 
й } 


, 
центра эллнисонда; на основан извфстнаго выражеюи площади эллниеа 


найдемъ: 


т 


П.=«АВ(1— №), П п, =4в(1— =) 


П==АВ(1— [© а Е 


Одиородиый эллиисонль еимметричент по отЦотелио ко велкой да- 
метральной плоскости, а ел®довательно и ко отпошеню къ нлоскоетямъ 
ХЕ и УГ; эти илоскости суть также плоскости — мыетрах разематривае- 
маго нами эллиптическаго поява, а нотому центръ ннерщи его находится 
на осн И. Примфняя формулу (627), мы замфнимь въ ней отномеше крат- 
чайшихь разстолшй центра инерции огъ илоскостей И и Ш» отношетемь 
раветолщй, считаеммхь по оси 2; получим: 


боры __ б-- 9 
—5 Еф. 


ри. 


== 88 = 


и В 
ели положить №,-=0 н К-т, о пайдемъ, что бо = у: 


Прлы\ръ 83-й. Центр ииерзии конуса, боковая поверхность котораго 
есть коническая поверхиость какого-либо порядка и вида, находится на 
прямой лиши, соединяющей вершииу конуса съ цептромъ нзерци его 
осповашя; нетр дно убфдиться, что центръ ннеряти отстонть отъ оенова- 
шя на одну четверуь длипы этой лип, если считать разетолще вдоль 
по ней. 

Примфрь 84-й. Однородиое бло имфету, видъ многограмиика, ВВ иро- 
тизоноложиыя грани хоторато параллельлит, а осгалкных граци, образую- 
иця боковую поперхиость, суть треуголиииеи у транецш; въ этомъ елуча\ 
элощадь каждато сфчешя, параллольнато освовашязь, тоже выразится 
формулотю (626). 

Въ самом дл, нлощадь // можеть быль разбита па, нВеколько тре- 
угол никого, вершины хоторыху совнадають съ вершинами цернметра пло- 
щади 11; площадь каждаго такого треугольника выражается таль: 


5 [@,— 2.) ф—у)—@-— 9) 9,9). 


тд (2. 9.) (в, у) (Фи 93 суть хоорлиталы вершниь треутольника (итред- 
полагается, что илоскоеть ХУ совнадаеть съ осповалиемь 1/4). Талсь малеь 
задан вершина паходитея па одномь изъ прямолинейпыхт, боковых ро- 

ръ многотранпиииа, то координалы &;, 9; вершипы ($) опредфлатея изъ 
уравпений 


ИВ, К, 19 Е 8, 


того ребра, ца которомь находител эта, верпотла, & потому ихощадь кази- 
даго треугольника выразится тричленомъ зида (626) и подобпымь же три- 
членомъь зыразятея нлощадь И. 

По этой причин разотояще ценгра иперцйг такого миогогралиииа, 
отЪ одното изъ основаий будеть/ извЪетно, если будемь знать высоту 
многограниыика, величины площадей основан верхиято и нижалго, и ве- 
личипу площади сфчешя, проведешгахо черезъ середину высоты. 

Центрь инерийг пирамиды, усЪченной параллельно основаино, нахо- 
дитея на унни, соединяющей центры инерти верхняго н нижняго оено- 
занйй; опъ ототонть оть нижнаго основиихк па разстояние 


рези, УИ, , 
УИ’ 
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считая разотояне по воертихальному налравлезио, тажь же, какъ и вБе 
соту 4. 

Тетраэдр» можио тоже нричислить къ многограниивамт разематри- 
ваемой нами категорш. Каждую пару противолежащихь ребер» тетраэдра 
можно разсмалривать какъ два безконечно-узве прямоугольника, плоскости 
которыхъ нараллельиы. Примёняя къ тотраэдру формулу (627), мы должны 
ноложить: И, =0, И, = 0; окажется, что цептрь инери одпороднаго 
тетраэдра находится въ точек ис) Фчешя четырехь пряммхъ, соеднияю- 
щихь середтия противоположныхь реберъ; эта точка, двлит, каждую изъ 
этихь ирямыхь пополам. 

$ 92. Откримю закопа движешя центра ипернуие Лагралжь орнииеы- 
заеть Иъюотолу;, въ ммит РИЙозо)вае плбагайз реледма оабетай са, в» 
глазЪ: Ахюшаа уе 16505 10а», вь примфчаши* (согоШеча) 4-мъ, пахо- 
дныь слфдующес выражеще: 

Сотизиле этауйаИз сорбгат сотрогим @аомии уе! унии аЪ асбо- 
11Ьу$ согрогши тпбег зе пол пои эбабитт эми уе[ 21068 уе} диде в; её 
ргорбегоа сохрогий отлаций Ш че шабао пеепыши (6х1 асбол ив её 
ппредилел $ ох(ет 8) сотииате, свнбии отахкайотие чт <аиезов чер таа- 
усбаг ппНогтиет т Фес. 

(Облий цеиштрь тяжести двухъ или ифЗекольнихь тВль по пзыфилетт 
с100го состолшя движешя иди цокоя полВдетне взаимпо-дйетый между 
этими ‘еБлази; сели сущеструють только взаимподЬйетя между тулами 
и прть ни вифинихь силь, пи пренитотый, то общий центръь тяжести 
хибо поконтся, либо двиазотся равномфрио по прямой лин). 

Это выражеше опредфляеть ТОЛЬЕО частный случай закона движешя 
центра ниерци. Лагратжъ товорить, что общая форма закопа дана 
д’Аламберомъ, но слфдуеть призиать, что яспое выражкене самой общей 
формы закона принадяежить самому же МЛатраижу (въ Мбсатаие алау- 
че). 
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ТЛАВА УП. 


С 
ан В 
Законъ площадей. 


$ 98. Соетавлеше трехъ дифференщальныхь уравнени. 

К дифференаальныхь уразнешяхь движения, (517) С 70) 

Кождой точки састены приложимь иерзый изъ тВхь двухь в- 

27 И ожовъ нреобразоващя, которые указаны въ $ 21-м; во урав- 

нешя вида (110, а) еложимъ; составителя слёдующее дифферен- 
щальное уравнене: 


44, ро, 94 
=, У (, а 


т 


= 
дз 


У (ие — 2 -... (628, а) 


здфоь и, и Л, суть суммы, выражаемыя формулами (629, а) и 
(630, а) пряведенными ниже. 

Подобнымь же образомъ получимъ еще два дифференщальныя 
уравнеля: 


= 
08, 


1 98 . 
деды (ам: вр). - . (688, В) 


а. 9%; 


Л, р ы и ов 5 
=, + (же — и) - (628, 6) 


о 


г: 


+=я 


2; 1 вы 
Ут (ии фа) о. о а) 


ное. (889, 5) 


в 


== "ей у: ) В Жи ко (629, в) 
не Хил Тег. (630, а) 
ое Зах, -| И В (630, 5) 
р Ув) ОУ и. -... 630, 6) 


$ 94, Главный моменть енлъ вокругъ даннаго центра 
Перемфна центра моментовъ. Глазный векторъ. 


Зъ параграф 22-иъ було объяснено значение разностей, завтю- 
чающихея подъ зпакомь сууиъ въ выраженяхь (630); это суть мо- 
менты вокругь положительныхь направлен осей Х?””, У®° и 27° 
равнодвйствующей №, задаваемых силъ, приложенныхь въ течки, 
и, вифотв съ тфиъ, это суть проэкши на т$ же оси момента, 
вихы ’ вокругь начала координат, 


Обозначая, какъ условлено въ $ 22-мъ, знанонъ (В) вели- 
чину и направлек1е момента силы № вокругь начала координал, 
можемь предотавить формулы (630) подъ влфдующимь видом: 


я вы 
= МАКЕ) 608 (.(№.), Х), 


—1 


|. 
Д=УЕ) воз (14(Е), ыы .... (630 


8—1 
Л. =) 60$ (14(2'.), 2), 


29 


== = 


Мы будемь предполаталь, что моменть каждой ' силы вокругь 
даннаго центра изображенъ длиною, отложенною отъ центра; от- 
нобительно зеличины и направлеюя этой длины @м. отр. 89 — 91. 
параграфа 22-го; соглабно съ этимь линейныя’ изображены мо- 
ментовъ вилъ Ё,, №,,....„Д» ЗОБругь начала координать суть 
длины, отложенныя отъ этой точки, | 

Изь выражений (631) видно, что Л», Л, Л. вуть проэкщи 
на оси координать геометрической суммы момонтовъ задаваемыхъ 
иль К, Ё,,.... И» ВОКругь налала уоординагть (точка 0); 
эта геометрическая сумма называется давние моментом силе 
Р, Е,,.... В, окр чемяра 0. Увловимея обозначать ве- 
личину и направлене этого главнато момента знакомъ Ло; вивет® 
5 тБуъ будемь предиолаталь, что линейное изображена это 
злавнаю момента отложено оз точки 0. 

Олвдовательно: 


Л.= Л 608 (1, Хх), Лу= 608 (Л, У), Л,=Л 603 (Ло, 2). 


Если вифето точки О взять за центр моментовъ другую 
точку Ка», уь 2), 10 моменты тВхЪ же силь вохругь новато 
центра будуть пыфть другя величины и друйя направления. 

Чтобы составить выраженя прозжий на оси воординать момента, 
Т.СЕ) силы Р, (приложенной къ точь 9) вокругь центра К, ны 
на время предположим, что этоть пенеръ взять за новое начал ко- 
ординат п примённиъ прежны формулы (113) 8 22-го; тавъ какъ 
коордииаты точки и, относительно нозыхъ плоскостей коордипаль 
(которыя параллельны прежнимь, но пересвкаются въ новомь иа- 
чалв координать К) равны (2—4), -— у), (&— 2»), то, по 
формуламъ (113) $ 22-го, получинъ слфлующия выражен: 


ТСР) воз (14(Е), Х) = (у — (в) У, 
ТАС) соз (РЫСР), У) = (а-а Ха т 2ь | ..., (632) 
ТВ) воз (Рь(В), 2) = (в) У-—бу-ч)Хь 


== «== 


Геометрическая сумма номениовъ рить Е, Г, .... Е» вокругъ 
центра А называются главвымь момовтомъ этихь силъ вокрууь этого 
центра; м будежь обозначать этот главный моменть знакомь Л. & 
его провкщии на оси хоординать—энажами (1,)„, (Л, (Л) ли- 
нейное изображене его, т.-е. длину, изображающую величину и 
налравлене этого тлавнато момента, мы будемъ предполагать 
отложенною или проведенною изъ точки К. 

Проэкщя на ось Х”” тлавнато момента Л, выразится сл$- 
дрощею сумиою: 


—® 


(1). = У (и) А—@—2) У), 


= 
ли, что то же самое, тахъ: 
(Л), = Л, - =.В, — иВ..... (683, а) 
Подобиыхь же образомь получимъ: 
(1), = Л, + жВ, — 2.В.,.... (683, Ъ) 
(1), — Л. + у,В, — В; .... (688, ©) 
зд%ь В, В, В» означають слфдующйя сумиы: 


в +=" 


в.=УХ, в,= зу, В,= 32,... (634) 
6: т 


Т.-6., это суть прозвщи на оси коорлинал"ь геометрической суммы В 
вевхь силь Я, Ё,).... ЕЁ сли бы веВ эти силы, сохраляя 
свои величины и направлешя, были приложены къ одной точез, 
то сила В была бы ихъ равиодВйетвующею. Мы условимся на- 
зываль геометрическую вунну В лапныхь силь, приложенныхь въ 
различным точкамь, мавныме венторомв этииев силь №). 


*) Миоме авторы называлотт теомстрическую сумму В дашиыяь силь— 
равлодИствующею и м5 даютъ нозоль ифкоторымь, чнталелямь, мало 
29* 
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Изь формуль (632) и (633) можно извлечь пралило, опре- 
дфляющее, кажъ измфияется величина и наиравлеие главнато мо- 
мента данныхь виль при пережвнВ центра моментовъ. 

Предположимь, что главный векторъ В’ ханныхъ силъ проведень 
изъ начала координать О’ и вообразимь, что онъ изображаеть нЪко- 
торую силу, нриложенную ЕЪ этой точк%; означизнь черезъ 7,(Во) мо- 
менть этой воображаемой вилы вохругь центра Ю и составимъ, по 
формуламъ (632), выраженя проэкщй эрого момента на оби коорди- 
патъ; для эгого надо въ эгмхь формулахь подставить: Бо, Д,, В,, В, 
зифото Л, Х, У, 4, и зули—ви о д, У, 2,, ПОЛУЧИМ: 


Г.(Во) оз ТВ, Х) = 2В, — %В., 
Г.(Бо) воз (ТВ, У) = 2ьВ, — а. Вь, 
Р(Во) соз (Та(В » = В, — 2В,; 


эт0о— 1% самыл разпости, которыя находател во взорыхь чаетяхь 
формуль (633), слфловалельно, эти формулы выражать, что; 


д=Ж+Ь®........ (635) 


Т.-6., то сдавный моменте данныхз сила вокууз центра К 
можетв быть получена какз звометрическая сумма, составлен- 
мая изо оминао момента ттьжь оке силь вокруш центра 0 
% изо момента вокруз центра К чмавнаго вектора тльзе же 
сщав, ‘проведенного изв тточии 0, 

На чертеж 57-мъ изображено цостроене тлавнато моменте, Л 
поэтому правилу; ОЛ, пзображаеть главный монбнть Л „длина КГ/— 
моменть воображаемой силы ОВ», нриложенной пъ точк% 0, вокругь 


\ 


знакомый ©ь мехацикою, впадать въ заблуждешя относительно значешя 


этой вообратаемой сплы В. 
Мы паззали силу В „главиимь векторомъ" влфлуя примЪру О. И. Со- 
мона (см. Рацовальную Механику, часть 2-ю, стр. 276}. 


` 
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Е и " 
‘центра А; ллина АЛЬ, и > главный моменеъ 1, веть д 
топаль параллелотрамиа, поегросинато на, стороиахь ЮГ и КЛ 
човлёдняя равна и параллель хлинв ОЛ. 


Приведенное здесь правило измвнешя рлавнаго момента при 
перемвнз цеитра моментовъ тождественно съ правиломъ, опредв- 
ляющинъ изи№нен!е скорости поступалельной части дзижения твер- 
дато тзла при пережфн% полюса вращешя (вм. огр. 127 кино- 
малической части); формулы (633) имфють тотъ же составъ, что 
й формулы (144) страницы 127-й кипомалической части, тажъь 
что изъ послёднихь получимь рр вели замфаимь: 


полсъ Ю(х», У», 2) — — Цептромъ о( р, 5, 


| 


полюеь #7, У», 2) —  цевтроиь Ат, у» 2), 


Трловую скорость: 


Ру Вы { лавины векторомъ: 
®(Р, 9, П), 


‹ ЕВ, В, В), 


} ТлАвНымМЪ моментомъ: 
об 


| 


скорость полюса т 
В , 
Он Фо 9 


скорость полюса И || Е момонтомЪ: 
(та, ея 95) | (СЛ, `)»› (ЛЬ (1.),). 


Подифтивъ такую взаимпосеть между теорлею екоростей то- 
чежъ неизывляемой среды 'и тео]лою главиихъ момотиову данных 
виль вокругь ризаичных»ь цоптровь, мы можюжь, на осповати 
этой взаинноети, завлючить о существоваши слдующей завиеи- 
мости между величипами и паправлешями тлавныхъ моментовъ 
вокруг различных цонтровъ, 


Главные моменты данное связ вокруз различныхе цент- 
065, находящиеся ни какой-либо, наралаельной злавному век- 
этору эти» сиаь, прямой, равны и параллельны между собою. 


Ве лвавные моменты данныхь сил вокруз5 всевозможные 


66. } = г? 
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центровь имъють равныя проэкиии та направлене злавнало: 
вектора; а именно эти проэюии равны: 


Л,В,--Л,В,--Л.В, 
Л, со (Л, В) = СЕ Е. Льсоз(Л, В).. (636) 


Существует» прямая лия, параллельная злавному веп- 
тору, образуемая тьми центрами, вокруз которые плав- 


\ ный моменть имъеть наименьшую овличииу; эта линая на- 


зывается чентиральною осо данчыеа рав. Г лавный момент. 


| гокруз каколо-либо центра, нахжодящилося на централной 
106%, направлень по самой осн и равен: 


Нл,Вул,В, 


Лу = Ло воз(Ль В) = .. (636, 53) 


Нсли заавный моменть вокру  какою-либо центра пер- 
пендикулярень из злавному вектору, то злавные моменты 
вокруль всюлз чентровь перпендикулярны кз тому же напра- 
вленио, а мавный моменте вокрузь центров», находящихся 
на центрамоной оси, равень нулло: значить, если главпый век- 
корь и главпый момент дапиыхь силъ вокругь начала коорди- 
натъ удовлетворяють условю: 

Л.В, + Л.В, + Л.В, =0,....... (684) 


10 можно найти безчиеленное множество нентровъ, вокругъ кото- 
рыхъ главный момент данных иль равенъ нулю; вов эти центры 
лежать на прямой, параллельной главному вектору дапныхь силь. 
$ 95, Главный моментъ количеств движеня спетемы 
мазерьяльныхь точекъ, 
Величины 4, 4, 4, (629) $ 93 суть проэнщи иа оби ко- 
ординать олаеноло момента зокругъ начала координат коди- 
честиев дешженая вейхъ точекъ системы; мы будемъ обозначать 
величину и направлене этого тлавнато момента знакомь и, и 
булемъ изображать его длиною, проведенною изъ начала коорди- 
нать, разшою геометрической вухиф длииъ, изображающихь мо- 
менты 1(.0,), 1(.р,),....@л,Ф,) поличеотвь движенй то- 
Чекъ системы вокругъ того же начала координат. 
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Относительно главныхь моментовъ количеетвь движентя ви- 
темы точекъ вокруг другихъ цеитровъ можно сказать то же 
самое, что сказано относительно тлавныхъ моментовъ силъ. 


Тлавиый векторъ количествь движеня системы точежь мо- 
жеть быть названь холичесвомь движеня центра инерщи всей 
системы, оли предположить, что въ послфднемъ сосредоточена 
масса, всей системы, въ самонъ дёл, на основави равонетвъ (620) 
$ 86-го похучимъ: 


=" 5” :=я 


Ута,=Мю,, Ужти == Му,, Ут Ма, .. (688) 
Е, = 1 


Прозмии на оеи координаль главнаго момента 4, количеств 
движеня системы вокругъь центра К выразатся слздующимъ 
образом: 


я 


(4,) == 4, 608 (+, х)= Х®((. =, == (ау, — 
==, у, — Мау,....... (689, а} 


» 


(4+), = 4, соз (1, УХ т (в.д, —(2.— жа, =: 
= 


АЕ М - м (639, Ъ)} 


] 
| +=» 


(4). = 4, с08 (ль, 6 =Ут(@, пи) = 
= Мал — Муж, ...... (689, ©) 


Проэкщи на оси координаль главпато номента, количеств» движе- 
я системы точежь могуть быть еще выражены въ севторьяльныхь 


== == 


скоростях прозк точекь на плосжоеуи хоордииать (ем, отр. 
99—101); напринёръ: 


—м 


42 Хинадуе), , .,..7. (640, а) 


2 У»), до ОА (640, Ъ) 


2 


4.52 Утаа)....... (6490, 6) 


Га 
$ 96. Значеше диффевени льныхъ уравнейй Вы 
составленныхь въ $ 93-мъ ( В, ай 

Во вторыхь частяхь этихъ урав нь 
1% оби поординаты гдавнало момента вокруг начаха координать 
воёхь силь н резшй, приложенныхь къ точкам схетемы. 

Длина, изображающая ло й/ проводоцная изъ начала коорди- 
нать изузилеть съ течетемь вуомепи озою величицу и свое иа- 
правлеще; конешь вл опиоываеть при этом» ифиоторую кривую 
линию, которую можно назвайь людомиифом» зааенио момента 
холачествь двиокеная онотемы точект. 

Уравнения. _ (628) _Выражаюгь, что скорость точки, чертящей 
тодотрайть тлавнато момента, ь (воярут < 0} количествь движетя 
системы точекь, равна /^ параллельна длин», изображающей 
тлавный момент (вокруг О) вех задаваемых силь и редкий, 
приложенныхь къ течкамь системы. 

< 97. Видъ дифосреиуальныхь уравнений (628) въ 
тЪхъ елучаяхъ, въ которыхь главный моменть резкий 
раветъ нуле, 

еди тлавный момевеь вокругь начала координат» вовхь ре- 
акгиЙ связей разенф нулю во вефхъ положен системы, то тогдь 
диффереищальныя уравненя (628)’молучажть такой вид: 


ТЬ 


ал, ал, 44, ь 
Е и Ч Пе (641) 
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Тлавпый момешть везхъ реазайй связей равенъ нулю, между 
прочимь, въ слВдующихь олучаяхъ: 

Доюа ось точки системы свободны, 

Лоде точки системы связаны только между собою идеал- 
ными стержнями, или зибкими нерастяжимыми нитями, 
или соязями примъра 5590, 99 59 и 68, стр. 806 и 845 
—846, потому что тогда моменты обфихь реахлай каждой такой 
ввязи равны и прямопрохивоположны; но ви одна нзъ зочекъ си- 
стемы пе должиа быть связала пикакою связью съ какими либо 
неуодвижиыми точками ди, въ точками, носторопними систем. 

Въ этихъ случаяхь равенъ пулю главный моменть везхь 
реакщи не только вохругЪ начала координать, но также и во- 
вругъ любато центра. 

Въ слрдующихь паратрафахь набтолией главы мы будем 
предполагать, что связи, козорымъ подчинены точки системы, при- 
надложаль къ чиелу т%хФ, для которыхь глазцый моменть реак- 
Щй воть нуль. 

$ 93. Интегралы, выражаюние заколъ площадей. Ие- 
измфняемая плоскость. 

Зъ твхъ случаяхь, когда задаваеныя силы при всхЪ поло- 
жешяхь систвиы удовлетворлють условию: 


У. 5 2:У.) РЕ 0, 
ЕЕ > 
К ы . бы 
тогла первое изъ дифферешальныхь уразпевй (69) получаеть 
слфлующий видь: 
44 
АН: 
& такь какъ дифферонщальныя уразкеня (628) или-6®) по- 
лучены изъ дифференаальныхь уравнений (517) движения системы 
чочежь, то инуеграль 


д ие 
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веть одикъ изъ порвыхъ интеграловъ еовокупныхь диффереццталь- 
иыхъ уравиешй (517); этоть иптеграль: | 


=» 


Ут(ул, —24,)=0,...... (648, а) 
4—1 


мёжно представить подъ слёдующимь видомъ’ 
2 (2%, (ие)--тьс,(уг)--....-+т,в,(уг)) = 0,. .. (648, а, 58) 


Олфдовательно, ссаш гра вежиз положенаяие системы 0- 
чек проэкиея на 0сё Х“ злавнаио момента задаваемыхе она 
‘равна нулю, то дифФеренияальныя ‘уравненя движеня си- 
стемы тпочекз имъютз интефаль, выражающий, что проэкиия 
на ту же ось ммавио момента количестве двизкеня сохра- 
#405 постоянную величину. Е 

Законь движеня, предетавляемый этимт/ иптеграломъ, назы- 
вается закономе площадей оз плоскости УД и ножетъ быть вы- 
ражень (по формул (642, в, \№15)) слвдурщ Ъ образомъ: сеж- 
этореяльную скорость проэкцаи каждой рочие на плоскость УД 
помножимиа на Массу ея в составима подобныя произведенля 
для веъаь тточека системы; сумма вез это произведен 
будете постоянною ослачиною во всв врем движеня системы. 

Поли при вбъхо положенять системы точекз злавный мо- 
ментз задаваемыяа сила вокруш начала поординатг равен 
пулю, то законз площадей будете импапь мюсто 20 вс 
треже плоскостяль координат, т, в., дифференщальныя урав- 
неня движешя ситемы точекъ будуть тогда имфть три инте- 
грала: (642, а) и два елёдующие: 


` Е 
.... (648,5) 


ит (ее 5 2; =. 


‘ 
1" 


4, — Хт(ау, — ул) =0.... (642, ©) 


Рив 


Ух, 


и 


24 == 


Эти три интограла выражать, что славный моментз (60 
ируте 0) количествь двшовенщя систолы _ оцени. сдараняетв 


постоянную величину и постоянное направление, 

Ъ этих случаяхъ, въ которыхъ завонъ площадей имветь жевето 
во вовхъ трохъ плоскостяхь координать, онъ имфеть мото тавже и 
во веякой плоскости, проходящей черезъ начало координатъ. Пусть & 
веть одна изъ тажихь плоскостей и ОР—напразленме, перпевдику- 
лярное въ ей; (по формулв (142), стр. №05, $ 94-го, сокторьяль- 
ная скорость проэкци точки 2 нрплоскоеть & выражается такъ: 


2 1, 608 (1, 2) (142) 
е хе тиы ыы, В) бум, : 671,9) 


поэтому секторьяльная скорость проэкщи точки и, 5% ПЛОСКОСТЬ 
5 выражается так: 


(5) — 8 ов тео.) (643) 


Эт: 


тдв 1&(то,) означаеть величипу и направлеше момента вокруг 
начала координать количества движеня точки. 
Изъ формулы (643) слёдуетъ: 


1—й 


о Уна) = = Фет) 603 (1(2н.%,), Р), 


но такъ какъ главный моментъ количестиь движения веть тоометри- 
ческая сумма иоментовъ количеств движения вовхъ точекъ, то вторая 
часть повлёдляго разенетва равна прозеши 4 на направлеше 1 


в 
2 Ут (6) = №с0з (4, Р),...... (644) 

= 
% это равенство выражаеть заковъ площадей въ плоскости 9, 
потому 910 до 603 (4, Р) есть величина поетоялная, такъ кажъ 
ОР есть направлено постоянное и 4, сохравяетъ неизиВнное на- 

правлен!е и постолиную величипу. 

Жени означимь черезъ ©, преовщю радуса вектора точки 1%, на. 


— 460 — 


плоскость 8, а черозъ | уголь, составляемый паправлешемь у; еъ 
вВкоторою нелодвижною огью, проведепшною въ илоскости &, то, въ 
помошью извзегныхь намь выражений (8 23) секторьяльной скорости, 
можио предоставить равенство (644) лодъь слёдующимь виломъ: 


—® 


Ути? ей = и, 603(л, Р).... (644, 53) 
Е. 


}50д 
| 9 


И такь, если злавный моменть задаваемыте силе боку 
начали координат» равень нулю, о Зона площиидей, И 
мъсто в0 всякой плоскости, проходящей череза намало коор- 
динатоь, в приипомз удвоенная сумма произнедени, составаен- 
нызё изъ массь точекь м иза иль соиторьяльныхь скоростей 
65 этой плоскости, равна проэнийй злавнио момента колиу- 
чествь движеная на нормаль ко плоскости. 

Одпа изъ этихъ плоскостей отличается оть вевхь прочихь 
фуь, что для нея вышесказанная сумка имзегъ величину большую, 
чфуъ для веякой другой плоскости; эта плоскость, перпендику- 
лярпая въ напразлето лу, пазвала Лаплавомь неизмонлемою 
плоскостью; законъ площадей въ этой плоскости выражается тадуь: ‹ 


в 


&9 
Фит, Е бов пою (0 


тдВ р; означаеть просо радтува вектора точки ом, па пеизм- 
няемую плоскость, а 9,-суголъ, составляемый направленемъ р; съ 
изкоторою ненодвижпою осью, проведенною въ этой плоскоети. 

Пля воякой плоскости, проходящей черозъ напразлене до, 
поетояппая, находящаяся во второй части равенства (644, 515), 
равна нулю, @ > 

Евли задаваемыя снлы, приложенныя №ъ точкам системы, 
таковы, что, при свеякомь положензи системы глазный моменть ихъ 
вокруРь дона и равепь пулю, то дифференцальныл уравнеяя 
движевя снстемы точекъ имфють три интеграла: 


(#). =, (л-), = © (4,), == О, 


== 01 == 


(гв (4,)., м)» (4), ть зыражешя (639, а, 0,6) 8 95) и за- 
конЪ площадей иметь мфето во венкой плоскости, проходящей 
черозь точку А; нензмвняемая плоскость, конечно, порпендику- 
лярна въ направлено главнаго момента ^, &оличествъ двизжопуя 
вохругь центра К, # ма. фе сор 304 и 54/ 

$ 99. Завконъ площадей въ отпосительномь движение 
системы матерьяльныхь точекъ по отнолению къ нензи*- 
немой средф, им/яощей поступательное движенше вмфет% 
‹ъ цемтромъ ипериие системы. 

Предетавимь себ пеизмёняемую среду, совершающую поету- 
пательное движене выетВ еъ цепгрожь инериун системы малерьяль- 
пыхь точекъ; центрь инерши © возьмень за начало ПОДВИЖНЫХ 
координатныхь осей СОЯ, От, СЯ, параллельных неподвижнымь 
осямъ коордипать; относительных воординаты точки т, по отно- 
меню къ этимъ осямшь будут: 


= — Я 1, 9 6 = 4. 


Въ дифферонщельныхь уравневяхь пвиженя (517) системы то- 

чекь можно замфиить абсолютных координаты , , 9, 2,3 2,, 9,, @,з..- 
сумиами: (=, 2 (. Я 9/.), (5, 22} Е %),... это ВЬ__ 
особенности унвстно_ 35 ть влучаяхь, корда функции в., в, ев 
и аранвны даши сндь завлючають только разносви с0- 
отетвенныхь воординать равличинхь пар очень, в не самые 
координаты въ отдльшоетн; въ отихь елучаяхъ диффорекщаль- 
ныя уравнешя (519) легко преобразовать въ дифференщальныя 
уравношя, заключающий только отновитольныя координаты н их 
пронзводныя по времени, 

Въ сомомъ хвль, сели въ уравнетяхь связей заключаются 
только разности координат: (#,— 2), (у — и), @ зим, 
& не отдёльныя координаты, то тотла въ ню (616) 
$ 85-го члены, заключающие множнтелей А(ь,), А(в,),.... Ав), 
взаимно сокраацаются; напрняръ, еели в, Завлючаеть 2, только 
въ разпостлхь: (2, 2), (2, —-#,), воторыя мы временно означижь 
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мерезь д, и х,, то въ урзвщени (616, а) будеть заключаться 
члену: 


93 08 
оба) [5] 


выражающий проэвпю на ось Х“”” реавци связи з, == 0 ВЪ точЕВ 
2; ЭтотЬ чдень сократится съ членами: 


входящими въ соетавъ выражонй проэкщй на 065 Х”” розющй 
той же связи въ точкахь 1, и #,; из этого слфдуеть, что при 
такнхь связяхъ дифференщальныя уравнения (616) $ 85-го но- 
лучають видь уравнеюй (616 А) 8 87` то воть: 


Мо, = В,, Му. =В„ Ма =... (616, А) 


пре посредетв® этихъ травненй дифференшальныя уравяеня (517) 
$ 70-го могуть быть преобразоваты въ слёдующия: 


а, и 
Хх эВ Хо ... (646, м) 
а т, = 98; : 
р НО 
42 ь АЕР о р р 
т =, — ый . У) т, ... (46,8 


тдё $ озпачаеть каждое изъ чшель 1, 9, 3,....0; вторыя 
частн эфихь диффорентальныхь уравнешй заключалоть разности 
(2—1), (,—\), (&,— 4) п проч., которыя могуть быть за- 
ивнены разноетлми (&— 6), (м; — м», (©&—0%) и прот. 

При этомъ надо принять во внимаше слЪдуюция равеиства: 


3 А. 1-5 


ЯтЕ=о, Хин, 0, Ут, ==0,.... (644) 
уе. Е 8:1 
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имфюния метою потому, что начало относительныхь координат 
ость центр инершн онотемы. | 
Паврим®рь, вь примфрЪ 61 (стр. 328—327), 2$ В,=0, В,==0, 


В, =0, и вс точки свободиы, дифференшальных уравпеня (646) будуть 
слфлующато виха: 


Е". = ри, МЕ, ] 
ти = — ми, | рочев о (648, И 
я, аа ви, ДИС, | 


Эти дифферевшаяьных уравнешщя сут} тв же самыя, еъ которыми мы 
ознакомились на стр. 82; отсюда слБдуетъ, что каждая изъ матерьяльныхь 
точекъ въ относительномъ движеии по огношеню къ воображаемой не- 
эзмфляемой сред» онисываеть эллинцеъ, | центрь зохораго совнадаеть съ 
цеитромъ инерщи системы. 

Предположниь, что связи, которыми связаны точки спотемы, 
таковы, что тлавный моменть реакщй вокругь центра инерти 
системы равенъ нулю при веякомъ ноложени систежы. 

Кавъ изъ диффорентальныхь | уравнеюй (517) составлены три 
диффероншальныя уразнешя (628) параграфа 93-го, таким же 
образомь изъ дифференщальныхь! уравненй (646) можно соста-= 
вить три слбдующя дифференщальныя уравнения: 

Первое: 


о — 


Хита м в. т х („2 687) = 


У 
В =" В +—п 
— м Утл - и Ут, .... (649, а) 
въ силу же равенотнъ (647) двф поелвдня сумны второй чаети 


этого Уравнен!я равны пулю, поэтому получнуся: 


ве — (1... пу о > (649, а) 


тд (ло), и (Л). суть проэвин на 0% Х”” тлавныхъ момонтозь 
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} 
вокругь цоктра инерщи количесгвь движешя системы и задавае- 
мыхъ силь (см, формулы (650) и (651). | 
Подобнымь же образомъь получинь еще два слёдуюния диф- 


ференщальныя уравнения: 


ты и 


=(Лу......... (649, 5) 
ЧО (о... .. (649, 6) 

ГД: 
(ле). = рии ви) В оо (650, а) 


(1), = Звд-чу;. 1... 6 №) 


(легко дотадальен, какой зидъ имфють вныражешя величинъ (4,),, 
(4.)., (Л), ( И 
Надо замфтить, что величины (ле), (и), ( 1). МОТУРЬ быть 
выражены еще нначе; тАкъ какъ: | 
} 


й ! } ие Ри: 
В =; — 4%, 1, ==: Ус, = ас, 


то (4.). можно прелетавить так: 


ан аи = 


(дс), = Уж 8 — 6.) — № ' Ут, У, ‚Ут и 
ка основани же фориуль (647), до} поелёлшя сумиы равны 
иулю, а потому: | 


=» 


(ле). == ХХ», (494 — ни .. (650, а, 53) 


и проч.; т.-0. по формуламь (650), величины (4,),, (ло), (ле), суть 
проэвщн главнато момента вокругъ центра инерни количеств отно- 
сительнаго дниженя матерьяльныхь точекъ по отношенно къ вообуа- 
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жаеной нензивнлемой ередв, по форнуламь же (650, 53) он же 
суть проэкщи главнато момента о центра няерщи коли- 
чествь абоолютнаго движеня т®хЪ о точек, 

Еелн задаваеныя силы прн всякомь положен системы удо- 


влетворяють условямъ: 
(1), = 0, о, = (1), =0,.... (652) 


то дифференщальныя уравяешя движошя имфють олфдуюлие ин- 
тегралы: 


(л.),. = в, (4), че М 0} = Е. 5 (653) 


Слёдовательно, если мавный моменте задаваемыхе силё во- 
круз ценира инери равен нулю при встла положенаяжв си- 
стемы, 710 запонз площадей иметь мосто вз плоскостяхе УЕ, 
75, НИ, дешокущихея вмпеть с центрома инерийи, черезь ко- 
торый онъ проходят». Главный момент вокругъ центра инерши 
Боличоетвь движеня точекл блетрмы сохраняеть тотда постоянную 
величину и воизивнное направлено; перлендикуляриая къ нему плос- 
хоть, завлючающая въ 066% цонтрь инери, остается, поэтому, 
параллельною самой 060%, переносяеь ви’ в съ изизиВняеною 
срелою въ пространств; эта плоскость есть неизлаьняемая ялос- 
кость относительнато движеня системы точекъ по отнощенню въ 
воображаемой средь, движущейся вифотВ съ центромъ инершии. 

Называя эту плоскость неизмвняеною, мы поль этимь под- 
разумВваежь нижеслёдующее. 

Продетавимь себф, что проредена какая-либо плоскость через 
центрь инерши С системы и 119 эта, плоскость неизивнно связана, съ 
воображаемою неизмвняеною срелою; составинъ сежиюорьяльныя ско- 
рости вокрих С относительналю движеня проэкшй точекъ ви- 
темы на эту плоскость; секторьяльную скорость каждой точки по- 
множинь на массу ея и возьмемь сушну вовхъ такихь произведен; 
эта сушиа сохраняетъ постоянную величину /, с08 (2, 4.) во все время 
движешя (гдё Р — направление нормали къ плоскости). Неизывняе- 
мая плоскость, о которой мы Коворимъ, отличается оть прочихъ 

30 
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плоскостей, проведениыхь черозь С, ть, что для нея вышо- 
сказанная сумма имветь бодишую величину (а ниенно: д.) чВиъ 
для вевхь ирочихъ плоскобтей. 

$ 100. Примбры случаев, въ которыхъ законы дло- 
щадей имъють мбето. реамщим 4 

Если во точки системы свободны, вели н1"ь других силь, кром 
взаимподйетвй между точками системы, если притомь силы взаимно- 
дЪйстия между каждыми двумя точкамн системы, не только равны и 
прижопротявополозены, по и направлены вдульл т диам соединяющей 
И Очи, ТО ЗАКОНЪ и ОТ ифето и иснолвиж- 
вой илоености, проходящей черезЪ какую угодпо точку пространства 
и во воякой плоскости проходящей черезъ центъ ииерши системы, 
движущейся вмвотВ съ иимъ и остающейся параллельно самой себ%. 

Примьрь 61-й (стр. 396). Въ этомъ прям рЪ система состоить только 
изъ двухъ матеръяльныху зочекь. Центрь инерщи нахохитея па личи 
кратчайшато разетоятя между точками и Бить это разетоян1е Въ лос- 
тоянномъ отпошеши, развомъ обратному отпомевио массь Жочевь изь 
этого слвхуетъ, что зразитори отпосительиато движены точекъ суть кри- 
выя подобиыя между еобою, подобно+расположениыя в воображаемой 
пелаыфляемой средф и имЪюлия центромъ подобмя — центре инерциг С 
этнхъ точекъ. 

Можно показать, что объ точки совершають отвосительное двлжен1е 
зъ одной плоскости, проходящей черезъь центръ инерция 0. В самомь 
дЪЪ, изъ равенствъ: 


ро (654) 
п И = = Е 


я ых = С 2? 


(бра и р» суть Дины радусовь векторонь СЛ, и СМ, движущихся 
тотокъ) олфхуютЪъ равенства: 


т == 


Е РИ 5 
О ТЕ а 6% (635) 


на основана этихь равенствъь питегралых 
а Аб, С — ть) = Ср 
а ры Ыб) == 65, 
(ин) Еж" — та) == С 


2 


о — 


мотуть быть ирсобразованы въ слфдуюнйя равенства: 


} В 
Е О, п 


Е! = ий 
СЕ { == , 
т. (С, С, ) а 


у Е, ЛЕ ни 

О 
изъ которыхъ видио, что точка и, совершаеть свое отпоснтельное цви- 
жеше въ плоскости: 


СЕ ООО. 1. 11680) 


Въ той же самой плоскости совершаеть свое относительное движене 
н точка т; эта илоскость есть нензмыфняемая плоскость относительнато 
движешя сиетемы по отношению къ воображаемой нензмЪняемой сред, 
движущейся постуналельно вмфст$ съ центромь изерщш С. 

Изь того, что было упомянуто отноепуельно ластоящаго прим®ра въ 
8 87 (стр. 429), п изъ только-что иривелениыхь разсуждеши можемь со- 
ставить себфЪ ифкоторое, хотя еще п пенолное, иредставлене о движетии 
точект. 

Центре ннерши С обихь точекъ движется равномврно и прамохи- 
нейно; прелставимь се0Ъ неизыфняемую среду, движущуюся поступалельно 
выБетЪ съ центромъ инерщи; движен:е каждой изъ матерьяльтыхь то- 
чекь можно разематривать кажъ составное —‘ъ переноспато движеня 
вывет® съ этою воображаемою ередою п изъ относительнаго движет по 
отпошению къ этой срехйз охпосительныя движения обБихъ точеюь совер- 
шаютел въ и}которой плоскоетн, проходящей черезь пеперь ниери, и 
иритомь траэкторти обфихь точевь подобий между собою и подобно рае- 
ноложены, имЪх центром подобя точку О; что же касдетея ло вида 
трактор, то онт аавиетамь отъ вида пунеши (2). 

Вь прим В 62-мь центр» инерцрх снотемтт таже движется прямо- 
знпейно и равномфрно ц иритомъ, какъ замБчено вв предыдущемь нара- 
трафЪ, каждая изъ мадерьяльиыхь точежь оциеывзаеть свой эллниеъ въ 
отиосительиомь двшжени по отношелию къ воображаемой пензминомой 
ерод!, движущейся поступательно вмфетЪ съ ценгромъ ипери; центры 
вефхь этлиисовь совнадалють съ пештром» пперциг спегеммт. Въ этомъ 
слутав отпосительое лвиженюе каждой матерьяльной точки удовлетво- 
рнегь закону площадей, а потому эхотрл законь пыфеть уфото таюже и 

8 


= = 


для всей системы, во велкой плоскости, проведенной и центрь 
ипери, 

Положеще неизифияемой илоскоети завненеь от ре и раз- 
зиБровъ Вох ЭЛЯИНСОВЪ, 

ели веф точки системы свободны и въ нимъ, кров вышо- 
сказанныхь силъ взаимнодйетвья, приложены с, натравленныя 
къ началу коордииатъ, ‘10 зажонь площадей навфрко иметь 


и 0 въ плоскостяхъ, м, черезъ, вачало Е, 


43 па бел, ряды & ИМЯ Злой 


я 85-й. Система ети изъ двухъ матерьяльныхь точен, 
между которыми д®йствуютъ тв же саммя сизл взаимиодьйетня, как» и 
въ прим?р? 61-м; кромЪ того, точка и, притягивается къ лачалу коор- 
диналь силою р./(Р,}, к точка му силою р} (х,). 

Въ эиомь случаЪ траэктори точекъ могуть быть не олоскими кри- 
выми ливями; цо, каковы бы ни были эти сривыя, законъ ихощадей 
иметь м з0 всякой плоскости, проведениой черезь вачало коорди- 
нах; исизмфняемая плоскость обладаеть въ этомь случа т\мь свой- 
ствомъ, что въ ней заключается фпрямаи лиШл, по которой неросвкалотея 
дв плоскости: одна, — проходящая черевь ралусь воклорь н скорость 
точки И, другая--черозь радлусь векторь и скорость точки эту; эти изос- 
вости, конечно, изыфняюзь свои положешя вые сь движешемь ма- 
терьнльныхь точекъ, но лишя пересфчешл ихъ остается въ нензм зинемой 
плоскости, хотя и можеть мфиять въ ией положеще, Доказать эго евой- 
ство неизмёняемой илоскости весьма нетрудно. ДФйствительно, нлоекоеть, 
проходящая черезь рашусъь воклоръ п скорость т, имбеть нормалью 
направлене момента колнчества двнжешя этой точки; плоекоеть, прохо- 
датан через ражуеъ векторъ и скорость точки я, имфеть нормалью 
паправдот!е момента ея количессва дзиженя; наконедь, леивмняемая 
илоекоеть имфеть пормалью главный моменть количествь движейи; ве 
эти три момента заключалотсяфвь одной ихоскости, а ногому перцеихиву- 
лярныя къ пимь илоскости нересфкалотся ис одной лиши, что н требова- 
лось хоказалть. 


Если, кромв вышесказанныхь взаимнодфйствый и силъ, на- 
правленныхь къ началу координать, къ точкамь системы прило- 
жены силы, направлешя которыхь пересвкалоть которую непо- 
движиую 066, проходящую черезь начало координать, то законъ. 
площадей пазврно имфетъ ифото въ той плоскоети, проходящей 
черезъ начало коордипаль, которая перпелдикулярпа въ этой оеи. 


>. 
* 


—1 08) — 


Еели точки сиегомы не евободив, но связи между ними принадле- 
жать въ числу твхъ которыя увазаны въ и 53-мь, 54-м, 
55-мь (отр. 305—306), 56-м, 60-мъ [стр 306 и 324) и при- 
томъ, ебли ни одна, изъ такихъ евязей но связываеть ки одной изъ ма 
терьяльныхь точек системы ви еъ каКою-либо неподвижною точкою, 
ни съ какою-лнбо точкою поетороннею бретомв; евли, ром того, ввВ 
силы, приложепныя въ затерьяльным? точкамъ системы, суть силы 
взаимнодВйствия можду парами точек, попарно равныял, прямопроти- 
воположиыя и папразлодими вдоль по дин, соединяющемь взаим- 
нодЪйегвующия матерьяльныя точки, то закоть площадей иметь 
уУВего во всякой неподвижной. длосКобтИ, даже и пе проходящей 35- 
реяъ начало координат, а также и во веякой поступательно-движу- 
щейся плоскости, проходящей черезь лентръ инерщи системы. 

Такъ, налримврь, при движени иензмВняемой системы точекъ 
(г.-е., такой системы, точки которой связаны между собою неиз- 
ывняемыми связями), если эта онстома свободна и не подноржепа 
никакимь силамъ, заковъ площадей иметь мфето во всякой не- 
подвижной плоскости и Во волной поступательно-движущейся 
цлоекости, проведенной черозь центрь инерщи системы. 

ели точки системы евязавы между собою только вышеуло- 
мянутыми связями и юр нии, кромв вышеозпаченныхь взаймло- 
дЪВйствй, приложены силы, ваправленныя къ нЪкоторой велод- 
ВИЖНОЙ ТОЧЕВ, ТО ЗВВОБЪ ПЛОЩадей павзрно имЪоть мЗето во 
всякой плосвоети, проходящей черезь эту точку. 

Приыврь 66-й, (стр. 871). Въ этомь прим$р четыре точки связаны 
чегырьхя цеизмвияомыми сзязнми и цритятиваючея къ началу коорхи- 
ва’; ноэтому законф площадей иуроть место для площадей, описывае- 
мыхЬ раилусами векторами точекъ, проведенными нзъ начала координаь; 
кром® того, въ этом случаЪ завонь площадей иметь мфсто также и въ 
относительномь движении снотемы по отношеню въ неизыБняемой средв, 
движущейся постулотольцо выфетв съ центромь инерщи 0, лотому что 
здфев главный моментъ задаваемыхь сить вокругь центра инерщи разенъ 
нулю, калуь въ ЭСмЪ не трудио убЪдихьея; главный же моменть количествь 
движешя этой снетемы зокруть центра нпераи, вырожелонийея зак: 


Я (лыё -- щР — 8), 


/ 


холжентъ, иоэтому, сохралииь постоянную величину, что и подтверждаетел 
одивм, изь хифферешцальныхь уравиешй спетемы, а именно тВиь, хото- 
фое ириведено въ посл? дней строш страшиия 871-й. 


наго тбла, 

Когда намъ придется разоматривать какойлибо вопрос о 
движеши спломпаго тфла, то посгудихъ тажь, каюъ сказано въ 
$ 89-нь предыдущей главы, т.-о. предотавниъ себз, что это 
тВло раздзлепо па безкопечно-малые элементы и что каждый 
элементь замвнень матеррьяльною точкою, маесь которой рази® 
массВ элемепта н воторая находится внутри нлп на поверхноеги 
элемента; ноэтому проэкмыи на оси коордилать глазнато момента, 
вовругь начала координать полачествь движешя сплощнато "вла 
выразятея слфлующими интегралами, раепространенияии по объ- 


аму тёла: 
= Л Г! — «90. ..., (65%, а) 
в = // Гей — г, .... 605) 


и, = Я 4 И аи — уа0..... (657, ©) 
` 
$ 102, Главный моменть количеств движеня иемз- 
Абияемой енстемы точек или, тнерлуо твла: прооких 
его на ненодвижный оем координатт, 

Въ вопросахъ о движенн ноизипяемихь висТомъ маторьяль- 
НЫХЪ ТОчекЪ или сплощныхъ твердыхъ Вль придетея нерздко 
имфть дёло съ выражеюнязи проэкщй главваго момента количеству 
ДвижеНя исизмфняемой системы точекъь на поподвижныя ови ко- 
ординать и па 06и хоорлилатъ, неизмнно свазанныя съ оното- 
мою, Въ этомъ и въ елвдующихь нараграфахь настоящей главы 
мы соетавимь эти выраженя я разомотримь свойегва вкогорыхъ 
ВОЛИЧИИЪ, ВХОлЯЩиИхХТ ВЪ СОбТавЪ этихъ выражевий, 


$ 104. Главый моменть количествъ м еплоиг- 


, 


АИ — 


Пеложинь, 920 неизызнясмая система состоить изъ и ма- 
терьяльныхь точекъ. Цредотавимь 00% пеизмвняеную сроду, съ 
воторою точки системы неизмВняемо связаны. Одну изъ точекь 
этой вреды обозначимъь буквою №. 

Составимь выражен!е проэкшш на оси Х®”, У", и 12°” глав- 
нато момента вокругф точки К) количеетвь движеня неизмвняе- 
мой системы матерьяльныхь точекь. Возьмемь выражен: 


9въ 


(и). — У», [. а Чуев (2: Ба гу, | ВС (639, а, 535) 


и подобный же выраженя для (4), и (4»)., выразимь заклю- 
чающиея вихъ скорости 2х, И, 2 по формуламь (142) 
втранипы 125-й кинематической чаети, тогда получимь слдую- 


я выражен: 


(1). = М ((% За 9.) = 2), =" 
Пе. а 


(1), М2 2) (2. 2) ) р 
риа ие ве ИР ды (658, о} 


(лы), == М(( — воду» — (у. — у.) 
- )„в—5„РЬ-5,„0,.... (658, ©) 
тд: 


(1), = УХ" НУ +е ры), 


—я 


8, = = Хти. — у) (2), 


| =} 


(Тр» = Х», (= 2 } - (@; %ь) 


ие 2) )(& И) 


ев 


5/9 === 


(Г), = З» — ыы 


=» (2 — 2.) (9: — 7 9ы)- 

$ 103. Нроэкщи главнаго момента а ДВи- 
жешя неизменяемой сиетемы точекъ па оси коордииатъ, 
неизифнно связанныя съ этою системою. 

Проэвшах этого глазиаго момента на оси Юя, Ют, ЮЙ ны 
будень обозпачаль слёдующими зпажамн: (а»);, (л»).› (4+. 

Очевидно, что эти проэвшти могуть быть выражены слёдую- 
щини 'хричленаки: 


(1, = 40608 (4; 8) == (4), ыы ЭР Асс (659, а) 


(1„), = = % 208 (4. У) = 7 (2 )- №7 нь + > . (659,0) 


(ль) —= Ию 60$ („> 7) — (2). 4+ (2), ая (р): .. (659, ©) 


ТДВ А» №) \)...з, бУТЬ косинуоы ухловъ между координат- 
ными осяши неподвижными и обящи Юя, Ют, ЮХ. (в. стр, 57 
кинематической части). 

Выразимь иъ тричленё (659, а) ведичины (4), (4»)» (4), 
по формуламь (639, 513) предылущаго параграфа, & величины 
^^» №. во формулам (60, а, Ъ, ©) кинематической части 
(тр. 60), получимь: 


в 


бы); = Ут (че! — = вм) кз) + 
+ (и — дожа ыд 


-- (2—2: =— (у: = да) [у в») | , 


выражено, заключающееся здёеь зъ прямых скобкахъ, можеть быть 
у 


= — 
г 


преобразовано по формул (154), приведенной па стр. 138-& 
вмнематической части; оно окажется равпымь: 


(© 78” 2.) ме (у— о) № Е и 2») ь:) (.ч, ге Ч: аЕ 2у,)— 
(= 2)» + (9: — ми ЭН 2). ) (с: № у: + ы в) ] , 


ТО=вОтЬ: 
[ дал 608 (5, 2.) — (ли воз (в, Г)]; 


слфдовательно, (4,,)., (=) (и„)‹ ногуть быть выражены подъ 
вндомь елфдующихь суммъ: 


> 


(»); = Ут (ч 603 (@, 2} — 6:60 (6, х)}. .. (660, а) 
= 


НЕ 


(в), = Ут (а 603 (и, 8) — & 608 (5, 2)). .. (660,5) 


+в 


= Утта (008 (в, Х) — 2503 (© =). .. (660, ©) 


Эти формулы аналогичиы формуламъ (689 515) предыдущаго 
параграфа. 

Чтобы получить формулы, аналогичныя формуламь (658) 
предыдущаго параграфа, выразимь ипроэмши скоростей точокъ 
неизифняемой системы на оби я, №, Х по форнулань (143) 
отр. 125 кинематической части, наприм8ръ: 


3; 608 (5, ®) = 0,608 (№, 8) -- 69 — 1, 
и проч.; получни: 


(1); = о, щь 0 (и, 2) — 6.608 (0, К) 
+ 4.9 — 19 — Ему... ... (661, а) 


— 474 — 


(1ь) == Мин (< с08 (ш», 8) — 605 (и, 2) + 
-- В — Фи Ел, ......1.. (661, 


(2, = Ми, (Е воз (иь, Е) — ь 03 (и, 8) -- 
р ол о 


гдВ &, Чо (№ СУТЬ относичельных координаты центра инерии не- 
изивняеной системы, а 4», В», О„ О, Е, Е, — постояпиыя 
величины, выражаеныя слВлующими суммами: 


я =" 


А»= = (че 5),... (668, а), Фи= тьмы. . (662, @) 


=" 


. (662,5), п.=Утса, .. (662, 6) 


Пи Не 


О, Ут" 2, .. (668,6), Т,=Утиль . . (663, [) 


104. Моменты инершн. 

Величины А„, В,, О» (668, а, Ъ, в) иазываютея моментами 
нериим ивмзиняемой сислемы точекь вокруг осей Юя, Ют, ЮХ.^). 

Моментомь инерии какой-либо системы точекв вокрух 
какой-либо ови КО (К есть одна изъ тВхь хочекь, черозъ ко- 
торыя ось проходить) навывается сльдующаея сумма: ь 


р 2 2 $ 
р ао 


В ру р»... р, 6195 разотояны точевь системы отъ ови КО- 


Такую сумму мы будемъ обозиачать знаком (1), гд® значок, 
поставленный виутри окобовъ, служить для обозначения назраватеная 


г 
*) Вехичилы О ТР, извфотиы у алглекихю авторовь подь име- 


мемь иронаведенй инорийе топов о! тега). 


„ 


ао я 


—408 — 


оен, а Значокь, поставлепный виВ окобокъ, — для обозначетя 
одной изъ тЬхЪ точеюь, черезь которыя овь проходить; напри- 
ибрь, моменты инерфи зокрузмь осей, проходящих черезъ точку Ю 
и параллельныхь осямь Х°”, У” и И“ мы обозначимь син- 
волани (Ё,)», (Т)», (Т)», что уже и одфлано въ концф $ 102. 

Моменть инерщи хакото-либо сплошнато тва вокруть оеи ЮУ 
выразится интеграломъ: 


(п). = [еа0,..-.... (63) 


распросграненнымь по всему объему твла; здфеь р означаеть раз- 
стояше элемента 4О отъ оси КО. 

Моменуь инерши есть произведение изъ массы иа квадрать 
длины; единица моментов инерщи: 


(единица уоментовь инерти)=м.9..... (664) 


можегь быть разсматриваома, какъ момонтъ унерщи матерьяль- 
Кой Точки, мае которой равна единиь и воторая отстоит“ ь ОТ. 
оси (вокругь которой составляют моменть иперщи) па разегоя- 
нии, равломъ едининв длины. 

При ОДнОМЪ И ТОМ Же отпосительномь, расноложени точек. 
системы между вобою, моменты инерщи вистемы вовругь различ» 
НЫХЪ 000й имзютъ воьуа различных пеличикы; однако, еуще- 
отвуетъ нфкоторая завиенмость между величинами  моментовъ 
инории вокругь разлнчныхь 060й, проходящихь черезь одну н 
ту же точку, и пЪкоторая зависимость межлу величипами мо- 
ментовъ инерхи вокругъь различныхь лараллельвыхь между 60- 
бою осей. 

$ 405. Зависимость между момеитами инерции: вокругъ 
осей, проходящихь черезь одну к ту же точку, Эллип- 
соидъ иперщи. Главныя оси инерции. 

Лил орЛентирования дапной системы точекь или снхошнаго тва, 
представим себ$ неязмВвяемую среду, въ которой эта система иля 
тфло расположены и нрозедемъ черезъ точку О, черезь которую про- 


Е — 


ходять разематриваемыя оси, координатпыя оси Юя, Ют, ЮХ, 
нозипно овязанлыя со вредою. 

Означимь черезъ Л, и, у косинуеы ургловъ, составляемыхь въ 
этими осями координать какою-либо осью ЮО (черт. 58); 
пусть #н ость одна изъ точекъ систены, у; — радусь векторь ея, 
проведенный изъ точки Ю; &, ч» С, — вя координаты отиоеи- 
тельно осей =, Т 2; „—раветояе ея оть о 00, 

"Очевидно: 
ва жизни (к, бЛ) =": — у 09, 0); 


У 


НО; 

И РН 7:608 (5% бя 
поэтому: 

ре = (1 — Е -- (1 в) Е а — У) — 
е — 2, — АЕ — Эл 


АЕ У, рии, =, 


поэтому: 


р = (м, | ей) } ( | в} | УЕ - 12) 


У: — Е ЕЕ: 


Отеюда получамь слвлующее выражене для момепта инерщи 
системы вокругь и ЮО: 


т 


(Ту» = Ут? = Ан? + Ву Е С. = 
2 
== 2 — 2 Ем — Ель с < (665) 
тд А, В» С. Д., В. Е, суть величины, выражаеныя сум- 
мани (662) 5 103. 


Эта формула выражает залисимость между величлнами момон- 
товъ инерциг вокруг овей, проведенныхь черозъ точку 10; чтобы 
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предегавить этр зависимость въ боле наглядной форыв, отло- 
жимъ озь Ю по ЮО длину т, отпосящуюся въ единиц длины 
такъ, какъ корепь изъ единицы моментовь инерйи отиоситея к. 
корню изъ (Ти)», т.е. 

п 

210' 


т. 


коордипаты конна этой длины будуть: 


А, жи С, 


а потому равенство (665) можио нреобразоваль въ слбдуюний зидь: 


[ВОВ -— Ен]. (606) 


Если предетавить себ, что то же самое сдВлано для вев- 
возножлыхь направлен, проведенных изъ хочки Ю, то конны 
длины т образують поверхность, выражаемую уравношень (666). 

Эта поверхпость воть одпа изъ доверхпостей втораго порлдка, 
имфющая центръ лъ точь 10; нетрудно убфдитлься, что это мо- 
жетъ быть либо залипеоидьъ, либо круговой цилиндръ. 

Въ сакомь дВлё, соли поверхиовть (666) пыветь безконечио- 
длинные ращусы зевторы, то эти векторы должны быть направлены 
по тВиъ овямь, вокругь которыхь момелты инерии системы точек 
равпы нулю; но такихЪ 066й можеть быть только одна, и то въ том 
Только случа, вели вдоль по ной расположены вов точка системы: 
поэтому, либо вов ралувы векторы поверхности (666) им ютЪ копеч- 
ныя длины (тогда это есть эллипеоидь), либо тольхо два радтуса, вев- 
тора, лрямопротивоположные другь другу, безконечно велики (тогда 
это веть цилиндричеекая поверхность еъ круговымъ оенованень). 

Въ частноети, эллилеондь можеть быть эллипеоидомь враже- 
шя планетарнымь или удлиненнымь, или сферою, 

Круговой цехицхр» можно разонатризаль тоже калуь эллипеоидт, 
одна изъ тлавныхь осей кохорато удлилена до безконочности а 18% 
прочя главныя оси равны между 20600; такъ что можно оказать, что: 


= 


зоверхность (666} есть эллинеондь или кохорал-либо изъ ето 
разновидноетей, Эту поверхноеть называлоть эллеисоидоме инерии 
(лавпой снетемы точекъ) для точки ЛО. 

Если оси координать ЮЕ, Юх, ЮХ совмфстинь съ глав- 
ными осями эллиисоила инерши, то уравневе его должно будет 
получить слВдующий видъ: 


ее Зи + 6.2];...- (667) 


слЪдовательно, величина момента иперт!и данной системы матерьяль- 
ныхь точемь вокругЪ оси ОЙ, составляющей съ главными осями 
эллипеоида инерши углы, ковинуеы которыхь еуть №, м, У, мО- 
жеть быть выражена слфдующею формулою: 


(= м + ВР --б...... (668) 


Тлавныя оен эллипеойда инерпи называются одабными осяли 
инерийм (дапной системы точекъ или сплошнаго т%ла) 65 270й 
точкю ЛЮ, в8 которой эалипсоидз имльетз св0й цент». 

Величниы %,, 3,, ©, суть момоты ллерщн системы вокругъ 
тлавныхь осей инерщи’ в точкв 10; сумы же вида (662, 4, в, #), 
такъ называемыя ргофиоз оЁ тегЫа, при этихъ ослхъ коорди- 
натъ равны нулю, какъ видно изъ сравнея выраженя (668) 
©ъ выражешемь (665). 

Такъ какъ за тотну»Ю можеть быть звлта какая угодно 
точка той пеизифняемой среды, относительно которой мы орлен- 
тируемъ даниую систему точекъ (или вплониое ло), то можемъ 
скавать слВдуюое: 

Череза всяюую точку можно провести три такая взаимно 
перпендиукляюныя оси, что если возьмем» эти оси за оси ко- 
ордината то рто@нсз ор апетиа данной системы (или сплош- 
найо тьла) будуть равны нулю; эти три оси суть злавныя 
оси инерили данной сиетемы (или сплощинао ттаа) в5 раз- 
сматриваемой тоикь, р 


Стово «инериая», входящее въ составъ вышеприведленныхь терминовъ, 
должио указывать на 10, что ноя, выражаемыя этнми термицами, 


= == 


‘играту существенлую роль въ ‘тоори вуалцешя твердаго тфло но инер- 
щи; считаемь нузиитмъ теперь с дать иЪкоторря указан я отцосительно 
этого предмета. 

Представим 65, что даниая система матерьяльныхь точекъ есть 
система непзмфняемая (лли панное сплошное тфло есть тфло твердое) и 
что она можеть свобоцно вращаться только вокру’ н одвюжн оси 
Ю0; такъ какъ тотда угловая скорость © неизмфняемой снстемы можеть 
быть палравлена только вдоль но оси ЮП или по противоположному ея 
продолжению, то величина главнато момента количествъ движешя неивм}- 
пяемой системы бухогь равиа; 


+в 


ОУ = (1). @, 
т 


> есхи угловал екорость будеть равна едипиыЪ, то тлавпый моменть ко- 
лнчествь движении пензмфняемой снетемы будеть равенъ: 


Е О 


Извфетино, тго тзердос "Зло, неподвержепиое пикавимь силалиь, то мо- 
тущее свободно вралаться вокруг пемодвижиой оси, будеть вращалтьел 
вокругь нея по инерции съ постояпною угловаю скоростью, съ тою, хото- 
рая была сообщена у ударом» или ка  ми-либо силами, дЪЙствовавшими 
иа него, но прекратившими свое дъйетве. 

Тор оу по дать сяду лее опредф Че ве тяииъ (Ту)„: ожно- 
цене (669) выржедктиь величину зацвнию момент количествь движееня, 
еизмтльяемой сноетеомы, вуениалошейся по инерийн. вокррь оси ТОС съ улло- 
вою скороезтью, равною едуииниь; термпит: „момейть лнерлин лонзминемой 
системы точеюь вонругь оси ЮО“ сеть сокращениое вмралкелие этото 
опреде. 

„)  шсоидъ инерции“, хоторый схВдовало бы мВоЬ АЛ СО о 5 
моменов» инетии, имфеть существенное зпачеше въ теори вращеля 
хверлаго тфла ‘опруть иеподвиял точ и по ерпё:; вь тлавЪ о движе- 
вн твердаго тфла будеть показано, что при этомъ воалдение эзлипсондь 
ипердит, имфя немодвижный центр, катится безь свольженя по ибкото- 
рой ненодвияетой плоскости. 

При тако хвзщеби улов  скоросоь твердаго 7 а, вообще говоря, 
ие сохриняеть понзуфниато положешя, пи въ сачомъ т 
страАмель р, за ие 


ль, пи въ про- 
почентемт тбхъ елучаезь, въ которыхь начальная утло- 
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вая скорость была, направлена по ОДНОЙ ИЗЪ трехъ главлыхЪ осей эллип- 
соида инерщи; тогда враацеше тфла по иперщи буделъ прододжатьол в0- 
кругь этой оси еъ постоянною скоростью и эта 06ь будеть сохранлть 
веизм$нное направлете въ пространств»; воть ночему главныя осн эллии- 
сонда иперцн называются мдавинми осями инерции. 

Вращение та по инерми будетъ равемотрЁно въ тлазЪ о движенш 
твердаго тфла. 

Эллицеоядь инемии для центра инерии (данной системы точекъ} 
называется централонымоэллитсоидомз инеризи, главныя оеи его— 
плавными центральными осями инорийи даяпой системы, & мо- 
менты инерши 9, 3, ©, вокругь этихъ ой СН, От, СЯ,— 
злавныме цвитральными моментами инериии Елиной системы. 

Величина, момента инершв данной сиотомы точекъ вокругъ 
оси ОИ, проходящей черезъь центръ мнерши этой системы, вы- 
разитея формулою: у 


(Тое== ЗА 8-м, к < С (60) 


вели за оси координать взяты главныя центральных оси инерши 
ЕО Си 

$ 106, Завненмоеть между моментами инерии во- 
круг параллельныхь осей, 

Пусть черезъ точку Ю проведена какая-либо ось, а черезъ 
центрь инерши О-— другалу“ей параллельная; возьшень С за на- 
чало кобрдинать, послёднюю оеь — ва координатную овь ОХ, 
плоскость, ироходищую черезь 00% оси,—за координатную илос- 
воть ИСн (черт, 59); означинъ черезъ (4.). жоменть иперщи 
Давной сщозены вокруг ов СЁ, черезь (1)» моженть инерши 
ея вокругь оси ЮЙ, и черезь А--разстояе ОК между осями. 


Моменты инерции систоны вокругь 00ей ОЙ и ЮЙ, выра- 
зятол сллующими суммами: 


В 


—в —# 


(1). = У те т, (0»= Ут, ря ^}? ЗЕ 1) , 


` 


Сы 


нослАнюю о сумму можно продотавиеь таюъ: 


р 
= | а 


^ (Шь= Зе а) — АУ та, ++ МА’; 
: Рея 


но такь вакъ точка С вь КОвтруь инерция, 10 суима, за&о- 
чающаяся во второмъ член второй части, равна нулю, & потому: 


ни (670) 


и вообщо: 


ОЕ ое оь (9) 


Если бы вс точки данной системы были сосредоточены въ ся 
цеятрв ннерии, то момевть ннерши ея вокругъ оси АО быль бы 
равенъ произволеню ЛГ”. Выведепная злфсь формула (672) вы- 
реыкають, 410 момениз инериаи донной системы сокрув какой 
либо оси, непроходящей черезз центрз инерипи, равилетея 
сумлиь, составленной изз момента инераи этой оке системы 
вокруш пафиллельной оси, проведенной черезь центуь иперийи 
и 35 1100 момента инерии, который система имтая бы, 
если бы была вся сосредоточена вв своемз центать инериц. 

Межлу велитннаии уомонтовт инерши данной охотомы вокругъ 
двухъ параллельныхь осей КО и К, 0,, отетоммихь отъ пентра 
инерми С’ на разотолняхь А и А,, сущеествуегь олзлующая за- 
ВИСИНОсАЬ: 


(Мом. ипери. вокрувь и АО) — М5’ = 
== (Мом. инерц. вокругь 0ви К, @,) — МА“. 


Можду мОмен'гАИ итеритя вокругь воовозможных'ь нараллель- 
выхь 068й, ноивитъ инерши вокругъ той оси, которая проходить 
центрь инершн, иметь величину влимовьшую. 

$ 107, По пентральнымь главный осямъ м момен 
таль инерции могуть быть опредблешы эллиисоиды ижер- 
ци во вебхъ прочихъ точкахтъ/прострапства. 

Зная паправлийл влавлыхь цетральрыхь осей инерщн Оо, 

81 
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СГ, О7о данной сиемы и пеличины главныхь центральных 


моментовъ инердиь можемь онрелВлить паправленя главныхь осей 
и водичины главвыхь моментовь вр какой угодно хоче А. 
Означимь черезь &, м,, С» координаты этой точки К отиоси- 
тельно овей Он, СТ, ОХ, и черезъ ^, т! у——ковинувы угловъ, 
состазляемыхь съ этими осями направлен!ями параллельныхь жожду 
собою ой КИ и ОЙ, проведенныхь черезь точки Ки 0; 
ввалраль разстожл А точки К отъ оси ОО можно выразить так: 


А ив 68° (и =, НН НЫ) -- 
НУ ть) — Зри, — 2, — ЗАТ, 
поэтому изъ равенства (672) и выраженя (670) получныь слЪ- 
лующее выражене величины момемта инерщи данной системы 


вокругь о КО: 


. 
(Тоь = АЛ Ву -- С" — ЗО — Эм — Зы, .. (693) 
АМН), ] В, = Му, с, | 

В, = М НЕ), р... (6) Е=Муь, |... (6%) 
С.—6, + Мея, | в Мал, | 


Направления главиых'ь 008 имерши той ве еногемы въ зочкё К м 
паправлеши главиыхь осей элдипоонда иперщи: 


(А’-- Ву ЕО —2 Оу Вх Ржу),. (696) 


тд} я, 9, 2 вузь координаты относительно КХ, КУ, КА, проведен- 
ныхъ черезъ точку К параллельно облыъ С”. ОХ, ОР». 

Примфнимь къ Эллинсоилу (676) извфетный въ авалнтическ гео- 
метри способъ опредфлен1я напразлешй тхазных осей поверхности вто- 
раго порядка. ` 

Пусть №», №, ^, суть хдсинуеы ргловь, состазанемыхт одною изъ та- 
ких осей съ оелми ОХ, ОУ, 04; эти косииусы опредзлатся изъ ра- 
венствь; 
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= Ай» — ГА, — Ел, = == 1, 
Ви, — Ва, — в ЕАМ .. (670 

С), — Пи, — №, = Т,, 


гд№ Г ость одинь изъ мрехь корией уразнеши третьей стекени: 


ел 


—#, (В.-1, | -0 |=0.... (698) 
== ==. (ОР) 


Помножить равелелва (677): иррвоо па, ’гз Воров — па *,, зрельо 
ИА И п затфыь сложить эти равелетва, мы увидим, что Я озпачаегь 
велиитиу момента ннери системы вокругь искомой тлавиой оеи инер- 
ци, слЪдовательно, трп корня уравнешя (678) еуть момедты поерши 
3, 3, ©, вокругь тлавныхь осей разсматриваемато эллицеонда. 

Цусть ЭГ, сеть момепаь инорциг вокругь той главной осн ЖЯ, коби- 
нусы углозь которой съ осями ЮХ, КУ, КИ, суть ^, ^,, ^;; дв друйл 
‹лавния оси озиачижь через» КУ, КИ, косинуем ухховь, составляемахь 
этими осями ©ъ осями АХ, КУ, КИ — черезь №, Ру Ре Ур №5 пусть 
3, сегь момепть нисрийг воврувь ост ХУ, 6, — вокругь оси КИ. 

ели въ уравцеши (677) полоавыть Ур выфето 1, то они послужаль 
для опредфлешя величии А,» № ^„; если же замфныть 7 черезь 3, то 
т же самых уразнейя дадуть, не ^,, ^,» ^„, & костауен р, Вау 3 ТОЧ 
также эти уравнешя послужаль, для онродфлоня косннусовь У,» У, у,, ебли 
1 будеть замфнепо величниою ©. 

Ебли точка ложить |на которой-либо изъ влазныхь цонт- 
ральныхь осей иперщи, 10’ главных оси инорми КЕ, АТ, КД 
мираллельвы плавиыит ци фазтьикыь осям; цаврихвръ, сели А 
паходитея па ови ОБ, во] 1: я С, равны вулю, & слВдовательно 

р, В, Е; чакь что выражено (673) будоть имьть въ 
этомъ случаВ сладующий видъ: 


(То == А 68. М (в МЫ .... (699) 


Можио составить ссб/; общее представлеше о направлешяхь главных 
оеой ипериы во вофхь точкафь проегранетва; для этого надо подверхиугь 
уравиешя (677) сабдующему/ раземотр ино. 

31* 
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1 
ПТодеталитеи в» инхь УГ, вифето Г и выражетя (674), (675) выфето 
Ан В»....№, представимь ихь нодь елфдуюниюгь видом 


= . и 
АЕ о мое ма” 
= ив, ЖИ: 
А ВМ И И? 
У | 
ПВ Р-НА И... -.. (861) 


Шели цеключинь №, ®,, Х, ив этих уравнейй *(680), то получимь 
резульгаь: 

6 тр в 

ана Ки КН 


1=0, 


зыражаюний, что точка К находится на поверхности вхораго порядка: 


аа, К В 9: те И - Е (682, 1) 


нмЪющей цеперомь точну О’ и гхазиями осями-оеи ОЯ., СУ», С. 
Из» равепегвь (680) и равенетнва ^,? Е №, /|- №, =1 окажетел, что 


Ве Е =; 


и т у ВИ -) 
У а, у иг (В--9,)* ": аа» 


= потому вторыя части равенствь (680) суть косинусы угловъ, соегавляе- 
мыхъ съ осями ОЕ, ОГ, СР, пормалььнь поверхности (682, Т), возета- 
повлениою изъ точки К; сл\довательно, тлавная ось Ё= совиадастъ съ 
этою нормалью- 

'Ракимь же образомь убЪфдимел, что через» точку К проходяль еще 
дв новерхноетги; 


С тар р 
а и =Ь...;.. (682, 2) 
т е _ к 
а Нл Ва. = ЕЯ [: о (652, 3) 
тд 
ФН... (688), ‘ши ;..... (684) 


по пормали в, поверхности (682, 2) паправяена глазная ось КУ, а по 


нормали къ поверхиости (682, 3) — главная 066 №7. 
< 


а — 


Положим, что гхдвиые момееы инорщы ЭГ. №,, 6, 5 точ це 
равны друг другу и что %, < №, < 6,; въ таком случа изъ выраже» 
ШИ (681) (683) (684) слВдуеты: 0, > 4 > 0. Если принять во виимаше, то 
УГ: соль ивименый изъ моментовь пнерши системы вокрузь осей, прохо- 
дящихь черезь точку К, то легко поназать, чго поверхиость (682, 1} есть 
элянисондъ; въ самомь дВлф, сумая (а |+ 94), (8-- 9), (7-4) мокута, быть 
иредетавлени (при помощи форыуль (674)) нодъ сублующимь виломы: 

Аь 


2 О 


9% 2 5—9 з 2 
м РЯ м А м ЧР 
5 отсюда испо, ито вс он положительныя. 

Друйл дз поверхности (682; 2) (68 3) суть гинерболоилы, одинь 
однополый, другой о двухь полахъ, Чтоб показать это, замтимт, что 
4 9» 9; суть корни уравнешин третьей стеиени: 


«ровно с-о 7 но<то—тоное+— 
Сов =9,....... (685) 


перзая част, котораго 


при 9== -- со обращается зь -- со 
ри 0 р 


Е 
м О в » „ а а 8 (В = а), 
д 1] р » —&( — а) {© —1) 


отсюда видио, что если а<В<1т, то одиль на трохи корней этого 
уравнешы заключается между 52 и —а другой между —@ н —8, 
кречй между —В8 и — 1; цервый корень веть 4, иотому что, кахуь ааа уже 
доказали, (@ -- 0,) боле пуля, сллуютий корень есть 4», а меньий 
ветБ 95 

Тазиь каж: 


Но > = 9: 


10: 


1-4, > 0, Ва, < 0 “10, 
9. > 0 > «Еф, 


оО — 


слвдовательно, нозерхность (682, 8) сеть двухполый тинерболондь, дЪй- 
отвитеяьиая ось котораго совиедаеть еъ 0сыю ОЙ» & новерхноеть (682,3) 
есть однополый тииерболондт, целерсефкающая ось котораго совиадаеть 
съ осью ОЗЯ.. 

Изь всего сказапиато въ ластолщемь параграфЪ слфдуеть, что че- 
резь каждую точку пространетва молю провеетн три взаимно-ортото- 
пальныя иоверхноетн втораго порядва: эллнисондь, гинербозондь одно- 
цолый и гиперболонд» © двух» полахь, цеверю этихь рехь поверхностей 
иаходнтел вь С и главных оси ихъ совцадаюзь съ тлавными цситраль- 
пыми осями ниерцив иормали, возстановленикся леь этими трем» мюворх- 
цостимъь наю точёи ихъ нереефчени, суть лаправдешия тхавныхь осой 
цнерщи вт, этой точк\, 

Ве эллицеоиды, вс тияорболонды однополые и о днухь полахт суть 
три спотемы взанмио-ортохональнихь иоверхностей; совокупность веЪхь 
ЭтихЪ поверхностей образуютъ такъ-называемуо систему эвианническихь 
координат, 


$ 108. Эллипянчееня координаты. 


Координатиыя поверхности этой системы координать сузь: 

1) Эллиисовдм, выражаемые уравиешлыи (682, 1), тдВ 4, можеть 
имфть всямя значени оть -- оо до (— а); залниеонду, (, =о5 имфазь бен- 
конечно больш нолуосп; эхлниеондь 4===0 вилотную облегаел эллин 
тическую уластинну, находящуюся внутри контура: 


тавь как иолуось И | 4, этого эланаесцда равша пул. 

2) Одиополые "иперболоидмы, выражаемые уравиешями (682, 2), тд 
4) можеть имфь велю зиачештя от, (— а) до (—В); неперее\ьлюния 
нлн мнимыя полуоси ихъ наиравлены но оси В», дЬйствятельимя полу- 


осн, направленных ио оси Г’, не болфе И, а дБйетвительныя нолу- 


осп, иаправлентыи по оби 2., ие болфе и 1—* и ве мекфе ИЕ ире- 


5 2 ио- 
верхности, нотормя имЪоть нараметры ф.==-9, 4, == — В поверхность 


ДУЛЬНымМи поверхностями этой снстемы тинерболоидовь слузвал" 


{== должио разематриваль кавкь типерболоиди, облогающий вилохную 
обь сторошы той части плоскости Т.Я, 
элянитической пластинки, упомянутой выше; другую иредфльную поверх- 


„ Которая остастея за выдфлешемь 


ноезь; 4,= —В должно раземазриват, каз ззлерболювля, облеумющй 


- 


Е 


вилотную 001, стороны той части нлоскоети 7,8, которан ограничена 
тицерболою: 2 


пн ме (680) 


и заключаеть въ себЪ оеь Я. 


8) Гиперболонды о двукъ похахь, выражаемые ураввешями (682, 3), 
кз 4. можеть имфть всяфя вначешя оть 4, -=-— В до 4. = — 7; ДАйстви- 
тельныя полуоси этихь генорболондовь направлены но оси о и имфоть 


величины ие будьнля МИ В; предвльная поверхноеть 9; = --В есть 
игиерболоидь, вилотную облегаюций 1$ двЪ части плоскости &И., кото- 
рыя ограничены гинерболою (687) и иростпраются въ безкопечность; дру- 
гал предфльиая поверхность: 93=—1 есть вся илоскость Г, 

Черезь каждую точку пространства ироходять три координатныя по- 
зерхиостн: эллинооидь, гинербохондь одионолый и гинерболондь двуно- 
лый, когорые въ этой Точкф взанмно-ортотональны: коордивалиме цара- 
метры 4, 9, 9, этихь новерхноетей суть корни уравцешя (685) и опн 
называются эллинтическими координатами этой точки, 

Рёниз»ь уравнеша (682, 1), (682, 2), (682, 8) относительно & т» 6 мо 
лучимь слвдуюния выражешя иримоугольныхь ирямолииейшяхь коорди- 
цать въ охлинлическихь коордннатахь: 


аи @ 4) @- 9) @ 9) к 
Ё У А ).... (688, а) 


Е (8 ,) В 9») (В Е 
И 0 '`°' 


с---у ОНО. .... (688, 6) 


Эллиитичесяя координатныя поверхности называлотея софокусными, 
потому что кривыя втораго порядка, по которымт эти поверхноети пе- 


*) Выводъ этихь формуль значительно облогчаотея номоиию иреораб- 
зовашёй, нодобныхь елфдующему: 


8) == 


ресфкалотоя плоскостями Е, ТИ, И,,, иыфють обще 4о- 
кусм *). 

8 109, Квадратичные моменты: полярные н относи- 
чельне плоскостей, Эллинсонлы: основной ни гирашонный, 
ИЦлечи инерции, 


Квадранниинымь лолярнимь мометтомь системы точеюь вовругь ио- 
люса, К называется сумма; 


я 


Ути, И дев летучие (659) 


1 


И = 


"дв 2; есть разстояше матервяльной точки 2; оть точки А. 

Сумма произведеи’”, составленныхь изъ массъ точеюь па квадраты 
ихь разстояшй оть какой-либо плоскости, называется хеидраиинымь 
моментом» отновителию этой аоское тав‘ъ, квадрагнчный мо- 


Озиачиыь: а--4, @-|- 4 а -- 0» В-Е Чи, В-- 4ь-...1 -- 4» черезь я 
9“, 9“, Вы В», . = "Те 


о ами и | 
а’ в’ т ам Вивииеся не 
| И М ТУ“ 1 ет 
О ват т Е а, виа ТР, 
ам ПМ ЛЯ Са 
а Е ИТ, о 
+ й 
Й к 
о" и 
тут 
р.=!1.-, — 
ь в 12 
1 
в’ 


*) Дальыйщя подробноели относительно эх ижичеекихь координать и 
софокусныхь нозерхностей можно найзи вл, ел\дующихь сочинешяхь: 

(4. Зармол. А Теа во ол фе Алауые Чеореблу о ее Оузлепяоз, 1874. 

Позве. Апуйзене Оеошенмие 4ез Влатося. 

Сомов. Рецопальнан механнка. 

Часом. Уотезинеен ИЪохг Рупа, 

Будаевя, 'Георстическаи мехалика. 1371. 


= и 


мень относительно илоскости, проходищей черезь чочку К и церненме 
кулярной кт, осп КИ, выразится тав: 


ая 


(= Утьий — вр) = И, (Ты. .... (690) 


Ввадратнчные моменты отиосительно нуоскостей координаль УЖО, 
РКХ, ХКУ суть слБдуюния сумым: 


ал +2 
А', = Хтили, В, ину”, 0’, = Ума ... {691} 
т 2 


Легко виде, что 
Ак ВЬ- б,= (НВ, О) =2Н,... (692) 
24’, = В, +0, —4 2, =СОчА, -В,; .. (693) 
В Е Пе к ооьор (В 


Изь вырамкенай (690) и (665) слбжуетгь: 


(ГА ВО ЕР Рар. . (694) 
Еели по направлошю пормали къ каждой плоскости, проведенной 
черезь точку К, отложить 07% этой точки длилу, обратно-ироноршолаль- 
ную корию кввадратному изъ квалратичнато момента отпосительно этой 
кСкости, то БОПЦЫ ЭТНХЪ ДЛИНЪ обравують новерхноечт эллинеонда, на- 
зываемало оснобихме Эллиисоидомь `В уравиеге этого эляипеондла: 


ТА ВЕ С Ри ола лу .. (695) 


Главлыя оси этото оллинсонда, копечно, совцадаютъ ©ъ глажмилыи 
осями пнерциг, 

Езвадраличиый моменть отпоентельно всякой плоскости, непроходя- 
щей черезъ цептрь иперии, разенф квалратичному моменту относительно 


*) \/. Туотбой пазываемь эхозь эллиноомиь зтажь. в рзо@ ой сомбчес- 
от, ем. его статью: Оп Ше рупора эхез о{ а зо Боу; Салармаае ал4 
Оабл Мэв. Уоцеи. Мо. |. 1846. 


= — 


параллельной илоскосли, проходящей черезь цонхръ писи, сложенному 
© пронзведенемь изь массы сиотемы па кзадрагь разотоия между 
нлоекостими; например: 


И, == = Ут ай = А, 2 Хит, ЕЕ МЕ, 
= А Миг ОЕ Ао (696) 


Отсюда слВлуегь, что квадратичиый нолярный моменть вокругь по- 
люса А разешь квадратичному полярвому моменту вокругь центра инер- 
щи, сложениому съ произведещемь изь массы системы ил квадраль раз- 
стояшя между полюсами; тажь что, сели ^, осль разогояше точки К оть 
полюса, 10: 


— 7 2 
т. (699) 
Квадралнян и моменть относительно глазной плоскости ГК точки 


К (эта илоекоеть есть касательгал плоскость къ эллипеоплу (683, 1} вт 
точкв К) равены 


= М, — 96 = И, Миг №) = И, + М4; 


такт что: 


9, — НН $.—5[. 6.—Н. 
И —2 т р Ч == о “> @ т “5 


сл®довалельно, квадратичиые моменты относительно веЪхъ касательыхь 
влоскостей олиой и той же координатиой поверхности эляиитическихь 
коордишать имо одну и "у же величину, разную: 


а м, ,....°.. (698) 


А с, Зе, бе суть главные центральные моменчы инерийи системы мал 
перьяльныхь точек, а 9— коордималный эллиитическай параметрь коор- 
диналтнов поверхности, 

Кром вышеуноманутаго зялииеонда, мы дадимт здЪеь поняме още 
объ одномь эллицеондЬ, выражаемомъ сл?дующимь уравнешемь: 


ё т и 1 О 
С) 


— 491 — 


этоть эллоиеопдл, вазываемын 392% пониымь эллиисоидомь я Для точки 
К, обладаеть тбыь свонствомъ, иго сели мм проведем ибо ка- 
сательную къ ному плоскость, то ИУ разетоян я этой плоскости 
оть точки К, будучи помноженшь на массу снетемы, дасть произведено, 
равлое моменту чнери епетемы вокругь оен, проходящей черезь точку 
К и нерцендикулярной къ этой касательной илоскости; предоставляемъ 
чиегалеяю убфлиться въ этомъ. 

сли раздВлить момениь инерцти дапцой системы малерьяльныхъ 
почек» вокругь какой либо оси на масоу системы, и затагь из 
частнаго извлечь квадрадный корень, го получится нзкоторая длинна, 
называемая плечом инерули Одиной системы вокругь этой ое. 

$ 10. Примвры вычисления моментов инерщи иБ- 
которых тВлЪ. 

При опредлени направленй главных о6ей инерти весьма, 
полезно ижёть, в® виду сдвдуюлил зам чашя. 

1) Если система точекь или снлошиюе ло имфеть нолиую 
симистрио отпосительно н®которой плоскости, таль чло кратчайния 
разотолшя можду взаимио-вимиетричными элементами перпендику- 
лярвы вь этой илоскости и дфлятол ею пополамъ, 10 для каждой 
изъ точек этой плоскости двф главпыя оси инерши заключелотся 
въ самой плоскости, а третья перпендикулярна въ ней, Въ самомь 
дВлЪ, воли принять эту плоскость за плоскость ХУ, то ДР, и В 
будуть равны нулю, потому что каждому элементу ди, имвющему 
калйя либо координаты 2, у, 2, соотьвтегвуеть симметрично рао- 
положенный элеменеь, избюний ту жо бамую массу 4 и коор- 
динаты д, 9, (- 2); нозеону во элементы сунитъ: 


= Утур, В. = Унтех 
или интеграловъ: 


р, = /./ Г угат, в, = | Деват 


попарно сокращаются, & слфдовательно, уравнене эллипеоила 
инериги будетъ: 


д. м = А’ — Иду + Вы - бл. 


*) ЕНазо 4 оЁ вугайон. 


к АЕ 


192 


2) Если однородное снлошное тфло иметь три взаимло-нер- 
нендикулярных илоскости симметуи (которыя нроходяеь через 
центръ инерщш), то поресфчоня этихь свей суть главныя цен- 
тральныя оеи инерши тФла. 

3) Если веф точви системы находятся въ одной плоскости или 
сплошное тВло имЗетъ видъ безконечно-топкой плоской иластиньи, 
10 для всякой точки этой плоскости или пластинки одна изъ 
главныхь 0о0ей инерщи пориендикулярта къ плоскости. Нели эту 
плоекоеть принять за илоекость ХУ, 10 для вобхь точекь си- 
етеиы или элементовь плаетинки координата 2 = 0, & потолу: 


АВ ту, В, = А = Ут... ,. (400) 
ре 00 
ре Е =0, Ю= Утху. 


4) Поли сиетема матерьяльныхь точекъ имфеть о6ь симметрии 
или сплошное однородное тзхо сеть тфло вращеня, то во всякой 
точ оси симметрия эллипеоидь инерщи есть эллинсоидь вращеня. 

Обращаемся въ примвралъ. Прежде веето приведеиъ нЪоколько 
принфровь вычиеленя главныхь цонтральныхь моментовъ инерщи 
оплошныхь однородныхь тВль, имфющихь три взаимно-перпенди- 
кулярныя илоскоети симиетри. Въ’этихъ елучаяхь удобнфе веего 
вычислять олбдующия величины но елвлующимь формулам: 


9. . //Гебнанакнаь Год, . (402, 1) 


о 


и 
«= а (= 6) . (102,8 
Бы Гы Чата ны 9. ат, . (102, 3) 


*) Н,=6у. 


== 


ь ©. =о у И ‚Гоаечиае на си, . (102, 3) 
0 


. 
тдВ О, воть величина площади овчешя тфла координатною нлоскостью 
Ё, а Е, предёльная координата гЗла по оби 8; 0, 9 Ч» 


а 
иифоть соотвфтетвенныя значешя по отношеню къ координатамъ 
чи 6. 

Прибрь 86-й. Вычислить главные центральные моменты 
инерии одпородиаго эллипеойди: 


2 й 


Я Я а 
р ЗЕ са =1. 


с 


Въ эхомь случа: 1-4, у. =, б.==С, 


р ® = 


9: = 21 =), 0, == ква(1 == ъ), = таб(1 == е } 


= Мы, М, бам... (908) 


Поэтому: 


и -е, Зея, в = М еь®). . (104) 


Ели >> с, 10 <, < 6, т.е, вокругь наабольшей по- 
Пуоси моменть ииери мимолышй й вокруть пояменьшей полу- 
оби-- наибольший; ноэтому иаибольшая тлавная полуовь донираль- 
пазо эллицеомда инерщи направлена по оси Е, вредняя — 0 
оси То, шенышая — но 06и 2%. 

Пели ланиый эллиисоидь ость эллицеоидь враденя, то заковъ 
же и центральный що инорши; притомъ удлиненный сплону- 
ной эзлинсоидь иметь удлиненный центральный эллилеоидь ииер- 
щи и, обратно, иланетерный сплошной эллицеоидь иметь ила- 
нетарный же элллиеондъ инерши, №ели а ==, 10: 


Зе ,= М (* 4-4), 6 = ® Ма;... (105) 


— 2494 == 


моменты инерти вокруг» вору экватортльныхь центральных 
осей равны между собою и равшы (о. 
Центральный момепь инерщи сулошнаго однороднаго шара 
: 2 2 
вокругь кавой либо центральной оси ревень 5_ ЛИЛ”, га В воть 
радгусь шара. { 

Примёръ 87-й. Главные цантральные моменты инерши одно- 
роднаго прямоугольнаго параллелонииеда, длины сторонъ котораго: 
24, 260, 26. 

ЗлЪеь: 


Е ==, .==6, =, 9; 46с, и -4са, 9, == 440, 
= о), 3. = 3 ее), 6. Зе); . (006) 


(рлавпыя пентральныя оси иперщии перпендикулярлы юъ граняму 
нараллелолинеда). 

Вубъ иметь центральным ь эдлинеондовть ша, моменть ине - 
ци вокругь волкой целуральной оси равешь 2 Ма, тлф За— 
сторона куба. 

Приифрь 88-й. Главные центральные моменты инерши иря- 
мало однороднаго эллинтическаго цилиндра (высота 2%, полуоси 


основашя би 6). 


ЗЕ Но), емо), &= МУ +4). (909) 

ДЛалфе, привелемь ифеколько примфровь пычиелойя тлазныхь 
центральныхь момоптовъ одноролныхь тёль вращения. 

Дан вычисленя моменгь инерщи ‘такого афла вокругь” ови 
вращеня С7Й., выразимъ элементы объема въ круговыхъ цилин- 
дрическихь координалахь и произведемь иптегрироване но 6 въ 
предфлахь оть нуля до Эт; нолучимт: 


6 == Г ’аый ЕЕ (108) 


= = 


Велфлотве слиметрии ела вокруг оси врашены, пижеся- 
дующьг величины равны иежду собою и потуму равны ноловинВ ©. 


Ч 6: ...... 09) 


наконещь моменть инеиии зла вокругь всякой центральной эква- 
торьяльной оси равень: 


= 3, = СФ 6... (10) 


Примфрь 89-й. Главные центральные моменты инерши ци- 
линдрической круговой трубки; длина трубки 2%, радусь вну- 
преншей поверхности В, толщина стфнки в. 

Вь выражени (708) надо интегрировать но р въ пред®лахь 
оть В до (ВА) и Свь предфлахь оть (—-1) до (4). 


бов), Вит в,.. (71) 


Прим уг 90. Славные цоигральцие момених ццернии кольца с% кру- 
товымт, мернмональньмь сном; радтуеь сфчешя воллиа = Х, разотол- 
не центра ебчешя 10 осы вращешя = №, 


в м( 8 == М 16. (912) 
4 4 2 


Главные центральные моменты инерпи одпородныхь изощадей (по- 
верхноегная плотность *). ыы 
Нримфрь 91-й. Площадь эллинеа: 


о Е 2. 2 2 
У. = 4 И 1 - 5 == хабы о =мМо 
$ 


3-м“; бЕМ........., (1) 


Примбрь 92-й. А прямоугольника; длилы сторолгь: 2 и 26. 


ми = МО, вме мн (914) 


в 


—=210) 1 


Примфуь 98-й. Момешть инерции площади чреуго эика А.Л, А» во- 
кругь одной изъ ето сторопл: 4, А. й 

Сначала возьмемь треугольниюь прлмоугольный и опредфлимь ©го 
моменть инерши вокруг одпого изъ калетов. Нримемь А.А, (чер- 
тель 60) за ось Х**®, а ось У°*" проведейь черезь точку 4,; овначимь 
координат вершины „4, черезь <, и 9, (ЛА, =», А.А =) 
иромв того, означимь черевь (у) ординажы точекь гинотепузы А,.4;; очо- 
видно: 


(и _ 


Е 


Искомый моменть инерщи выразитен так: 


а} а» У 
„ [| Рааау = -5- Даа = за = М5, 
ва } 


$9 
г М=* т сеть масса треугольника. 


Тенерь позьмемь, ‘преузольитиюь косоутольный (черт, 61 и 63); ето 
ыощадь и моменеь ииемйи равняотея сумм (черт. 61) или разпости 
(черт. 62) паощадей и моментовь инерции: прямоугольных» 'треугольие 
кор А.А, и А,Ю.А„ такь что пекомый моменть иперщи” ровень: 


т и 9 Ш м 
ММ" =М,..... (915) 
РАБ: 
т, ми х ба) или х 29 , 


в-=А,А ММ = МНЕМ". 


Иризврь 94-й. Момелть ипориие иаощади однородиаго треугольшива 
вокругь кал й лин’. осн, проведенной черсзъ вершину треугольника п до- 
жамцой вь его плоскости, 

Примемь веришиу А, з& начало коордилать и даппую ось за ось 
Х”"; продолжимь слоропу 4,4, (черт. 63) до порсобчешя ея К съ 
ое Х””. 

Очевидно, то момент, имерщи треугольника А,А./Ль вохрумь оси 
АХ разень разности момбитовь пнерщши ‘треугольливовь 4,4, и 


5 


А, А.К, а выражешя этихл, моментовь ннерщи извфетны изъ предыду- 
щаго примбра; таюь что: 


1 = т бу т бух = о Куз— у») (и уу»), 


тд { есть длина А.К; по такъ какъ илощадь даннаго треугольника вы- 
ражаетсл половипою пронзведешя Ку.—%з), то пекомый момепть инерщи 
выразится такъ: 


= ни. ...:.. (6) 


Это выражеме можеть быль представлено еще подь слёдующимь ви- 
дом: . 


ЕЛ, 


а это выражаеть, что моменть инерщи Заннато треугольника равняется 
момелту инерши снетемы, востоящей изь трехъ матерьяльных точсиъ, 


массы которыхь равиы и которыя помщевы зъ серелинахь сторон 


ко 
треугольника, 

Центръ инери этихъ трехь хочекь тоже совиадаезь съ центромь 
имерцш илощеди одиородиахо треугольника *), (этому моменть инерцш 
лапнаго треугольника вокруг какой бы то пи было оси, имфющей какое 
бы то ни о направлене и проходящей черезъь какую бы то пи было 
точку, равняется момопту инерщи трехь вышеупомяйутыхь матерьяль- 
цыхь точек. 

Примфръ 95-й. Квадратичный поллрный момонть площади треуголь- 
ииша вокругь зершииы. 

Изь формужь (692) слфдуеть, что искомый квадралииний моменть 
равен сумм} моментовь инерши 7, и 4, площади треугольника во- 
кругь взаимио-иериеидикулириыхь осей А.Х и .,У (чере. 63); вмВот 


*) Если али, 29, 2цу. буть координалы вертинв треугольтика, ‘го 
координаты центра инерщи ето иломади выралкалотся такты: 


1 а 
д, = Е р зу = (ага); у ии Ни, 


тАхь же варазомо“сял и коордицаты цеоитра ииеркит трохь выиосказаыь 
НЫХР Точек, 
32 


— 498 — 


с 


гь отл, равен, моменту ннериш зокругъ осн, ирохолящей черезь 
еЬ ЧО: 


точку „Л; и перивидикулярной къ площади треугольника; 


© = Н= т (и - ааа На Ну Ру. и) — 


ОИ (в ава сова -- 42)... (0) 


тд ом а. суть длины сторонъ 4..4, и А.Л. ва, величина угла нри 
зерниий А. 

Примбръ 96-й. Иеигразьияе моменты инерщи ихощадей однородных 
ПЕРУ ЕХ В многоугольников (чиело егорошь 7 даиига, какой етороиы 
равна 0). 

Очевидно, что моменты инерийи хакого многоутольиниа вовругь цезиг- 
ральныхъ осей, порпондикулирныхь въ разинанимъ оторонамь мвого- 
угольниха, равиы между собою; олЪцовательно эллииеь, образуемый пере- 
сфченгемь центральнато эллиосоида ©» плоскостью миогоугольпика, дол- 
жень им\тгь столько равиыхь между собою и ровиоототоящихь другь отб 
друга ралуеовъ векторовъ, сколько мпогоугольниев имел сторопт, а для 
этого необходимо, чтобы элавнеь быхь крутом. Изь этого елфдуеть, чо 
моментм ииерлли правнавиато миотоугольника вокругь цецеральлисхь осей, 
лежашиху, въ нлоскости многоугольника, рарны между собою и равия но 
ловниВ врадраличнаго полярмато момепга вохрухь центра, пли, что 10 же 
самое, половинВ моменха пнерц)и вокругв центральной оен, нернендику- 
лярной &ъ площади многоугольника. 

Данпый правильпый мпогоугольникь разобъемь на треугользики, 
нмвюпие зершннами лентрь мнотоугольлика, а основащями — стороны 
610; очевидио, что момент, иперши @, весго миогоугольшиха равняется 
® рат, взнтому момситу иперщи одного паъ этих ь треугольников вокрт 
ое! СА, возетаповлениой цз ислира С периенликуляно къ нлоскоетги 
многоугольника; ослювывалеь па формул? (717), найхемг: 


о] 


или, означая радусъ круга, оцисаннато черезь верлины многоугольника, 
буквою &: 


ее = М (2-8). Пе ( 


9) — 


Цаконсиь, зычиелимь центральные моменты олмозолныхь зразиль- 
иыхк миотогранияковъ, 

Центральный эллянеондь такого мпоготрапиика есть шарь, а потому 
моменгь инерции! чакото тЗла вокругь веяхой центральной оси равен 
двумъ трегямь квадраличнаго нолярнаго момениа вокруг» центра ине- 
ди, какъ это слфдуеть изъ формулы (692) ири 4, =В8,=0.. 

Езадратичный нолярный момептъ правильнаго млогограншика, имю- 
щато р граней, въ „. разъ боле квадуатичнато ноляриато момента одной 
изь тВхь правильных‘ ь нирампль, на которыя можеть быть раздлелть 
Эбъзиь имотоурааниюна: иоэзому рримь сиачала олблумлиую залам: 

Примфрь 97-й, Вычнелюя, кнадратичиый полярный момевть дашиой 
правизьной пнрамиды вокругъ ся вершиии; высота итрамиды == й, чиело 
сгоронь основавдя = и радтуеь ониванийло круга=а. 

Примемъ вершину пирампды за пачало коордипать, направлене пер- 
пендикуляра, опущеннаго изъ вершивы на освовалце, за ось Х°”; разо- 
бъемь пирамиду на безконечно-тонюя пластинки плоскостями, перпенди- 
кулярными къ оси Х°"®; каждал такая пластилка имфегь толщину @х. 

По формулБ (718) мы вычиелимт квадратичиый полярный моменть 
каждой такой пластники зокругь ел хенира, а шо формул (697)—квадра- 
ТИчИЕЙ полярный моменть ея вокругь вершины для иласти шеи, отетоящей 
ца разетолиш х озъ вершины, этоть моменеь будеть равень: 


= 


п о. 2" 
542 оз С [| _ вы № -{ со8 ==]; 


интегрируя по 2 въ предблахт от пуая до №, получимь слфхующее вы- 
ражеше квадратичоато нолярнаго момента правильной пирамиды вокруг 
ся вершины 


мени (2-0 "))...... (919) 


ПримБрь 98-Й. Центральные моменты инерщи правильныху, много- 
гранниковъ. 

Центральный момепть ниерщи правильнато многограниииа съ |» гра- 
нлыи, каждая изъ которыхъь ость правильный мпотоугольникъ, ииъющий 
® сторонъ, равенъ: 


И (в © (а ")),... (190) 


5 6 
32* 


==! — 


гдз Д есть радусь сферы, виисаппой въ многограниикт, а длина @ ви- 
ражаетея слфдующимь образомь в5 А, лиш: 


а= В, с0вф =008 > 0045 (= —=+7) г) 


По этой формул получимь слфдуюлия величины центральнихь мо- 
ментов иперци иравильныхь многогранниковт: 


Правилыьнио тетраэдра; —=- М1, и=3, и==4). 


> «о 


Куб: = М Я 4 ь=9) 


9 $2 © 


Октаэдра: МВ», (п =3, в =8). 


Двфнадцатигранника: И ИЛ, (П-Б, у = 12). 


Лвадцатитранника: а 5И5- 9) 2, (в =, в = 90). 


8 111, Закопу, илощалей для системы точек быль ожкрыь почти ) 
одновременно Эйлеромт, *), Дашиломь Берпулхи **) и д’Ареи ***). 


Ра 


*) Ешег, ОрпзеШа уагЫ аееитепы, Томъ 1-й, 1746 тода, статья: ЗоаНо 
рго ета $ тесБапте 4е тофи сотро’ та 6018 штор из аеГазотина, 

**) аше} ВеглошН. Мопуези ргоМёте @е тёсалаое. Мётолгез 4е 
РАса@блые 4е Веки. 1745. 

***) ’Атсу. Ро ие 4е Чузалиаие 1747. Мет. 4е ГАса4. 4ез Ваеп- 
603. Рав 1752. 

*,) а есть радуеь круга, описациатю через ве вериизиьЕ матогоуохь- 
пива, образующахо граль миогограниика; $ — уголь, подь которымь этоть 
ражусь видепь изъ центра, миюгогранника. Предоставляемь читателю убТ- 
Днтьсл въ вёриосли ириведениато виразжен!я для 00$ $. 


== 88 — 


ГЛАВА [Х. 
Законъ живой силы. 


$ Па. (оставлее лифферсищальнаго уравпеня. 


Съ тромя диффорепщальными уравнешями движешя (517) $ 70 
каждой изъ точекъ’ системы постулимь такъ, какъ показано въ 
копцв параграфа 21-го (стр. 86) относительное составлошя диф- 
ференитальнаге уравнешя (111); зат®мь, веб нолученцыя такимъ 
образомъ равенетва сложимъ, тогда будемъ имфть слёдующее диф- 
ференитальное уравнение: 

А 


43, 08 


ар (ха, НУ, На, + (+ 


+ №, (4 — %)+ у ... НА) (и — и), (120 
ГД 


+" 


Е ти = э` Хм [©/*+ НН (2) а. . 635) 


есть сумма живыхъ силь воёхъ точекъ систены и называется 
эюивою силою системы (какъ уже сказано па стр. 365-й) или 
нинетическою энериею ея. 

$ ПЗ. Силы, яиониая нотеншалт, 

Обралимь особенное внимаше на 1% случаи, вЪ которыхъ 
проэкщи на оси координаль возхь задаваемыхь силь суть фупкии 
только координать точекъ и притомъ тавя, 170 сумма: 


Ха -- Уд, г Иа -- Ха. -- Ур -- бд -|-,...-- Ааа, 
или, что 10 же ввмое. 


Уи + Уи, -- 2.42.) 


21 


=. 
веть полный дифферешщаль оуь какой либе функти: 
О, У 2.) ,, 9 2, хе - У ,), 


заключающей только координаты точекъ. 
Для того, чтобы равенетво: 


ом № >) 
те 


имвло ифето при звявихь значешахь коордиваль и рифферен- 
цаловъ координать, необходиие, чтобы задаваемыя силы выра- 
жались слёдующими частными производными: 


97 х_ 9 и | 
о т 
__ 98 __ _ ай 
ур ЗЕ о ет Варез (2 
Я 2 
Е 


Прин чан1е. Воли задаваемыя силы зыражаютея частными 
иромзводными (723) отъ функши И’ закточающей не только 
координаты точекъ системы, но еще и вромя, то вышесказаняая 
сумна ие будоть равна полноиу дифференщалу оть ТУ и вые 
равенства (722) будень инфть схвдующее: 


тн 


Уи, Уд + да)=АУ— ТИ... (924) 
1 


Функшя О или И” называется хотенлиалом» или силовою 
фуннийею силъ Ё, Г.,....Ю, приложенныхь къ системв на- 
тервяльныхь точек т, т,,....т, а такая совокунность силъ 

пазываетен совокуйностью силз, имплощихь потенийалз. 
ре Просгьйнииь примромь такой совокупносйи сыль могучиь елу- 

* жить силы взаимподфйовия можду двумя махорряльными точками, 


— 508 — 


указанныя въ примфрв 61-мь (тр. 326); въ зади этото при- 
изра предполагается, что силы взаимподьйствя между точками 
чи, И и, равны, примопротивопохожны и направлены но продол- 
жешяиь кратчайшаго разстоящя между точками, такь что сила, 
ии жовлая къ почиф ь, папразлона хз) ородонженио прамой, 
проведенной изъ ж, черезь ж®,; величины силь предполагается 
равными Е(,,), ГДВ х,, ебть разеголне между точками, в — 


какая нибудь фупкшя этого разетояиля: 


а 


кН У ву). 


Пюсинусы угловь, составляемыхь Фь обами коордипаль напра- 
вхемень 7,,, проведеннымь изъ точкл жж, черезъ точку ж,, вы- 
ражалотея тажъ: 


=. ИТ 


603 (ин, х)= т ду, 


& косинусы угловъ, составляемыхь съ озяни координать напра- 
влешемь ”‚,, проведеннымь изъ точки 2, черезь точку ж,, вы- 
важалотоя такъ: 


д Иа й — 9—9 — 
=‘; с03 (7, У)= и ао 


воз (у, Х) = 


2—4 Оо 
еоз (9, 2) = т рии 
Такъ какъ по налравленио т,, ДВйотвуеть сила, приложениая 
ВЪ 10488 %,, а по направлено ”,, — сила, нриложенная въ 
точЕВ ж,, то еумма, находящалея въ первой частн равенства 
(722), приметь въ иастоящемь олуча® слфлуюний видъ: 


оо а ое ао те о о ор в о 46, 


ды } 


5550 — 


елвдовалельно, эти силы имфють потелыаль: 


И 7% р 


| Слвдуеть обратить внимише на знакъ силы Ах, ,}; вели точки 
|т, и т, пзлимно отталкиваются, +0 подъ Е(г,,) подразумвваетея 
положительно взятая величина силы, приложеипой въ каждой 
ток, соли же точки взанмно-притягяваются, таюъ что сила, 
приложелиая къ точкв 9%, паиравлень ит точЕВ 9,, то преди- 
пупия выраженя примфнятея и къ этимь случаяяь при увломи, 
чтобы подь /,,) полразумввалаеь/ отрицалельно-взятая величина 
вилы. Напримфръ, воли точки взаинно притятиваютея силами 
авными (=, т, :7°,,), то потеншаль равенъ: 


4 
вели точки взаимно-оттаякиваютея силами разлыми (<. то по- 
тенигажь будеть: 


п ри 
О [ати т. 


———— Подожимъ, что имфемь систему матерьяльныхь точекъь ж,, 
т... КЪ когорымь приложены елфдуюдуя силы: 

&) Силы взаимнодвйстня можду точками блотемы, подобння 
вышоупоняпутьзиь; то веть, на каждую точку жи, (0 стороны всякой 
другой точки у системы дЪЙствуеть сила 27), направлении 
по продолжению лиши, проведенной изъ точки и; черезъ и а 
выс съ тВмь равная и прямопротивеположиая сила приложена 
ВЪ ТОЧЕВ т 

Ь) Силы притяженя или отталкиваюя, дёйствующия на точки 
системы со стороны каких либо неподеииныхе центровъ О,, О.,.. 

- 0 5 Пубтр хь, ул, 0, буть Координаты одного ИЗ Этих центровт, 
ва сразенояие точки 2 озь этого центра Оз; величина силы, 
дФИвующей изъ юыждаго центра на каждую изъ малерьяльныхь 


5—8) —> 


точекъ, преднотатаотея фуиковю разетояшя между ними; пусть 
фи(ги) есть фунвшя, выражающая ноложительно взятую величиву 
отталкивающей силы, а изъ центра О» на точку 2. 

И такъ, къ каждой ток системы приложены: силы, дВйствую- 
я со егороны прочихъ точекъ и силы, дВйствуюцщия во етороны иеё- 
модвижныхь точек; зная веб функийи Р1., Ёал,....Й,.... Фи) 
ф12,....МОЖОМ СОТавить вираже п оо Ир 2% 
панримврь, Х, выразится К вумиою: 


р га › ба 
Х.=Е 3. и" : -.. Е 9%; и 


м 
Еда 


поэтому сумма, заключьощаялся въ нервой части равенства (722), 
выразится тажъ: 


=р;=® 


хп, эаги > > Фиат; 
И 
2 — 1) 
первал изъ этихъ суммъ заключает —`5^ Членовь, соовлЪт- 
втвенио числу вочетанй, которыя можно охЪлаль изъ я точекъ 
ио дв; $ есть каждое изъ чисель: 1,8,....7; 7 — тоже олно 
изъ этихъ чисель, но ие равное %. 
р < : 
ЦПотенщаль ввой совокуности енль выразитея елвлующею сум- 
уою иптограловъ: | 


} 


ВЕР ® 
=> вод иг. (726) 
5 1 
Если центры О, 0,,....0, суть движущиеся точки, совер- 


шающия данныя движешя, то координаты ихъ ху, Х,,.. +: 
будуть даншныии фунвшими времени; въ этомъ елучав потеищаль 
виль также выразимя формулою (726), но это уже будеть функ- 
щя яе только от координать матерьальныхь точекъ, но и сще 
оть времени, котороо заключается въ выраженяхь  коордипалть 


хи, х,,.-.. 2: Вуимы заключающаяся въ первой части 


== 8 == 


равенства (722), выразится, ие полным диффероираложь потея- 
щала, по разностью тото же самаго вида, казой иметь вторая 
часть равенетва (724), 

Силы взаимлодЬйстня между двумя матерьяльнуми точкалги 2 Н 9, 
указаннмя в задан примфра 63-го (етр. 327), имЗють слфдуюлий по- 
тенщаль: 


Е 


(= тт, арове те 
я 


=} 

Вообще, ссли силы пзаимиодфйемыя можду лвумя матерьяхльными точ- 
камн нывють потошиаломъ кавую-либо функцию оть разностей коории- 
палчь этихЪ точек (1,-6.. 04 (2.—5.), и — 95, (2.— 25) хо эми вваиоо- 
дфйетня равпы и прогивополозжиьт. 

Если силы взаямподЪйстья между каждым двумя точками 2; и жи ет 
стемы т, 2,....21, ныфють потенщаль Ох н если еила, дйсотвующая 
изъ каждаго ненодвижнато центра 0} на каждую точку т; системы тоже 
ямфеть потеншаль Уд, то потенщаль всей совокупности спль выразиеся 
суммою везхь частых», позелие в, ч.-е.: . 


я ан 


Е и) 
1,) 1 2—1 
$ 14. Законъ живой силы. 
Заключьнот!еся въ дифференитальномь уравнеши (721.) члены: 


^(в,) 9 № '5) г. Нова в) Ч 


равны пулю; въ самом дл, соли связь ‹,—-удерживающая, то при 
всякихь положешяхь системы точекъ скорости точек должны обра- 
щать полную производную = ВЪ нуль; если же эта связь неудержи 
и т при тВхъ скороетяхь, когорыя дЗлаютъ полную прояз- 
водную Г: * большею нуля, множитель ^(в,) холженъ быть равешь ну- 


10, Нотому что при этихъ условяхъ связь не оказываеть реакити 
(ск. стр. 341); ме. либо-тоть, либо-другой изъ ипозьнее- 


лой произведошя ^(,) " г равенъ пулю; то же самое отВлуемь сла- 


— 807 == 


зать отиосительно подобныхь произведений, соотвтотвующихь 
зевыь нрочимь связямъ. 

Поэтому лифференщальное уравнене (721) имфеть сяВдую- 
Й вид: 


г ки, Уж а) №) 9+ —.. — 4) А) 


ели задаваемыл силы имбють потеншаль, а выражея свя- 
зей незаключемоть явиымъ образомъ времени, то это дифферен- 
щальное уравнение будеть имфть слздуюний видь: 


ГАЙ 

РАТУ = 
& потому лифференщальныя уравнемя движешя будуть имть 
сЪдующий интегралъ: 


Я 


тдф Л есть ностоянная произвольная. 

И такъ, если задаваемыя силы, приложенныя кз точкам 
системы, имтютз потенииаль, а связи иезавислть_ отз вре. 
мени, то движенще системы подчиняется слюдующему завсну: 
разность между овивою силою и потенииаломь сохраняета 
постояниую величину. 

Этоть законь движешя извфотень подъ именомь захона жи- 
вой силы для движешя систены точекь. м 


$ 15. Работа залаваемыху силъ, Потеншальная 
энергия, 

Дифференщальное уравнеше (721) можеть быть предегавлено 
еще подь сАЗдующимь видом: | 


#+=я 4н 


че го: 2,008 (№, ®) Хр, с08 (Л, в), ... (121 В) 


— 508 — 


тдЪ @, означаеть величину и паправлене равподВйотвующей 
вебхь реадщий, приложенныхь къ точкЪ 

Помноживъ это уравиене ма ( и принявъ во вниман!е, что 
©, =, ©, =48,,.... 0,8, ГД / 48, @8,,....@8, бУЗЬ 
безконечно-малые элементы путей, пробфгаемые матерьяльными 
точками т, т,,....т, въ течени безконечно-малаго проме- 


жутка времени (4, получимъ: 


+— 


г=У (Е 608 (2, ©.) В, 03 (Л, 05. ... (22.0) 
1 


1..6. безконечно-малое приращене живой силы, получаемое 
системою ва течений безноненно-малазо промежутиа времени 
Ч, равняется суммъ элементарныхь ‚„аботь, совершаемые 
всъми задаваемыми силами и реоюилями связей вё теченти 
этого промеовутна времени. 

Обратимь зпимале на какдя-либо два положешя, запимаемыя 
системою во время движеня; вучиелиму работу вевхь силь и 
реаюый на протяжение путей, проходииыхь точками системы ири 
переходв вия изъ перваго положешя во второе и озназинь че- 
резъ Г, живую силу системы въ первомъ, & черезъ Г, — во вто- 
ромъ положени; изъ равенство (721, С) получим»: 


2 
+= 


Р— т=» ] (ТР. соз СЕ, %)- В, воз (В, в 
г 
1 


‚. (129) 


т 


т.-в., ириращене, получаемое живою силою при перелодь си- 
стемы #35 одною положеня вз друюе, равняется суммь ра- 
бозаз, совершаемые всъми задаваемыми силами и реакииями 
связей за протяжении путей, пробъмемыхь точками системы 
при отомь переход; такое равенетво имфеть мфого при вея- 
кихь вилахь и связяхь. 

Если связи позависятв отъ времени, го сумма работь реакщй евя- 


=) — 


зой булогь пуль; дБйотвитольно, сумма оломонтарпыхь работъ 
реахшй какой-либо связи в, выразитея такт: 


^(в,) ы 05 (Ра | 45,)@5; ; 


ло иаиь извфетно, что вели связь сеть удерживающая и нозави- 
вить отъ времени, то сумма, помноженная па ^(в,), равна пулю 
(тр. 402, формула (588, К)), иди же связь поудерживающал, 
10 либо ота суниа равна нулю, либо ^(в,) равно пулю. 

ли задуваеныя силы имфють потениталь, то сумма элемен- 
тарлыхЪ раборь вобхт, этихъ силь равиа днфферепиалу потен- 
шала, абдовВлелЬНО. Тогда: 


2 
—” 


У | Ко(Е, 0) = 0,—-0,,... (80) 


= 


гв Он (0), сузь значейя потешала въ первомь и во вто- 
ромъ ноложешяхь системы 

Отохода, олЪфдуетъ, что ост И воть одпократиая фуцкыя отъ 
воординать точекъ системы (т.-в. такая, которая иметь по од- 
пому, а но по нфекольку зиаченй для каждаго положешя си- 
стемы), то, при нереходв системы изъ одного опредвленнато по- 
ложешл въ другое, величина работы, совертаемой задававинми 
силами, незавиенть отъ того, но какимь путямъ движутол точки 
при этомь переход». 

ели сижотема, выйля изъ какого либо положешя и совер- 
Пивъ какое-либо длижеше, возвратится вф это же самое поло- 
жеше, то работа задаваемыхь силь на воемъ протяжевщи отого 
перехода будеть равна нулю, вели эти силы иизютъ потониаломь 
однокралную фупкцию коорлииать точекъ снетемы, 

если же есть многокраклая фупкц, таюь что дия каждаго поло- 
ея системы © имфовь нфехолько значешй, то при переход системы 
изь порнаго положешя во второе по различимиь путямт, фупки и 
иеходи изъ одного и того же значення и, можеть достигиуть до раз- 


=== 


личныхь звачеий, свойсувениихь ой во второму положеши, системы, 
смотря ио тому, по какому пути совершается пореходь системы, 

Цаиримрь, потеншальная функшая задаваемыхь сить в® иримЪрЪ 63 
есть функ миогокралная; во велкомь положен системы она иметь 
безчислепное множество значенй, разплщихея на рмйиих, взятое цфлое 
чнело разъ, т.е: | 


{ 
Г я. 
= БАН 18, (те йе) ы 


Положниь, "10 координажы нерваго положен системы суть 2) =а, 
, 2. —0, у,=0 п коорднизты вторзюо ноложешя: 24 ==0, у, = а, 
2, ==0, и, =0; нусть М=0, 

Еели снетем» переходить наъ перваго во второе иоложеше, такимъ 
движешемь, при которомъ уголь, составлненый аншею ЛМ, М, (черт. 40), 


п 
возрастетъь непрерывно отъ пуля до 5 то И достигнет зеличным 


т 8 
ЗН 5? если же цереходъ совершается такимь лвиженземъ, при #о- 


торомь лишя ЛМ, повернется па уголь И 10 (7 достугиеть вели- 
] 
ивы би, =. При втором пероход® задаваемни силы солериалуь 
работу въ нить разъ большую, чВ8мь въ первомъ. 
Въ иосопредфлениому иптегралу, выражающему потетиаль за- 
даваемыхЪ силъЪ, можио присоединить произвольную постоянную и 


положить, что; 


и=0+ /40. 


Ностояпною С мы распорядинся такъ, чтобы И обращалось 
въ дуль, при иВкоторомъ пруиввольно избранномь положеши еи- 
Стемы; это положеше будежь называть пуловымь. 

Положниь, что О веть фупвшя однозратная. 

Въ большей части слууаевъ нулевое положение избиралоть та- 
кимъ образомь, чтобы пъ ненъ (— 7) имфла изименьшее значете, 
а такъ какъ это значенте/ полагаетея равиыиъ нулю, то тогда во 
вевхь возможныхь положеняхь системы велнчина (— 0) будет 
пиЪть знакъ положительный; озпачимь (— 7) черезъ 5. 

ЕКзидону ноложешю системы свойственно накоторое положитель- 
Ко зпаче!6 9, выражающее величину работы, которую совершать 


= — 


залаваемыл силы при веякомъ пореход системы изъ разематризао- 
иго пололиния въ нулевое; эта, золичипа, 5) лазывается потенийвло- 
00 энериею системы вь разсматривиемомь положении; въ пуло- 
вомъ положенши потенцальтая энергя системы равна нулю. 

Сумма (7-9) кинетической опор"и и потенуальной энерии — 
системы пазывдется полною энер системы. 
ели залаваемыя силы, приложонныя къ снотем® точекъ, имфоть 
потенщ ложь фунвцио одлпохратную, пезазиелщую олиь времепи и вели 
(влзи можлу точками смотемы тоже позавиелумь дно оть промели, 
то система точекъ пазываотея консервалтиеною сисзтемою. 

Полная энермя движущейся консорвативной ситемы сохра- 
няетЪ ностояниую величину: 

ЕО Е боем ь (22) 

Пусть 7, Т,. 9, 9, вуть величины кипетической и потен- 
цпальной эперми въ двухъ положеняхи системы; изъ предыду- 
щаго рвзенетна сл луеть: 


о, 9) 


й 


-в., при перехода снелемы изъ одного положешя въ другое, 
опа пруобр®таеть столько же кипетической энергий, сколько 16- 
ряеь потонтиальной энерми и обралио. 

$16, Живая снла снетемы равна живой снл® движения 
центра иперши, сложенной съ суммою живыхъ силу отно- 
сительныхь движений точекть сиетемы по отнотенио кт во- 
ображаемой пензифияемой средЪ, совернимощей поступа- 
тельное движеше ВОР съ цеитромъ инерии. 

Пользуясь обозничещими, принятями въ $ 99-мъ предыдущей 
главы, можешь преобразовать выражеше 2 сдфлующимь образомь: 


тн (Нор = м (ен ее) 


я» *—м = Г 


1 1 ! ! 

с УЕ 9 Утаь с Ут, т 
мет. [1 1—1 
ь 


Ч о, [+ (и - ар. 


> 


= —= 


так кат начало отиосатольныхь координаль воть центрь инерви 
системы, то сунен, помножониый ва 22, у’, , равны пулю; 
въ самонь длЪ, взявь производных по времени отъ равепетвъ 
(647) ср. 462, получим: 


=в 4==% =® 


ы ЯГУ 
Хиты = 0, Фтл, =0, Ут = 0; 
= = = 


поэтому: 


= 
1 2, Я 2 
Т= 5 Мо ти,, ..... (82) 
злфсь и, озмачаеть скорость отиосительнато движеня точки 9%, по 
озношешю къ воображаемой неизифняеной средф, совершающей 
поступательное лвижеше вифетф съ понтромь ниерши системы. 


$ НУ, Живая сила движешя твердаго тёла. 


Лиели система точевъ пеизивняоман и мы выразимъ скорости 
точекь ол по формуламь (143) кинематической увели (тр. 125), 
то получимь елфдующее выражен живой силы движешя я: 


в 


Т= > Ми’, „(х 03 (и, Г) — 9003 (и, 2))У ти - 
Е 


я” 


ны ин (р 03 (и 7) — 1603 (инь =)) Хти,+ 


1 


= 


и(@ 608 (№, #) — 9603 (и, т) Ут, м 
+1 


т 


5 (Мы ВОт Елр—2Рра). . (483) 


Зафев , д» С, вТЬ координаяы чочви чи, отноемтельно осей 


ов, От, ЮР, неизмвино связалпыхь съ слотоною; воличины Ан, 
В», С», О», Е», Г, выражаются формулани (662)5 103 стр. 474. 


—= == 


Суима, членовъ, заключаютщихь вгорыя степени проэющй угло- 
вой скорости, есть ни что иное, какъ; 


о ВЫ 


т.-6., половика квадрата угловой оворости, поивожоннаго ина мо- 
ментъ инерщи ивизивняеной системы вокругъ мгновенной оси, про- 
ходяшей черезь точку Ю. 

Если точка ЛЮ неподвижиая, то жирая сила (враательнахо 
движеня твердаго тзла вокругъ этой иополвижной точки) выра- 
зится производошень (734). 

ели за точку Ю взять деитръ инерши твердаго тзла, то 
живая сила выразится тавъ: 


Те Мое... (85) 


Олфдовательно, еслф эпвердое этъло движется поступа- 
зпельно, то живая сила ео деиженя измъряется половиною 
произведения массы этъла на квадрат скорости которой-либо 
точки ею. Если ямьло вращается вокруте неподвижной точки, 
00 живая сила изморяется половиною произведемя момента 
инерии льда вокруз мамовенной оси на нвадролие уловой 
скорости. Если эпвердое змьяо совершаетв какое бы то ни 
было сложное движенйе, то авеивую силу можно раземитри- 
везнь какз сумму живой силы поступателиьналю двиокенля, 
общело с5 доизюенемь центра инерийи, св оеивою силою вра- 
щелпельноло двиокеня вокруйх этоло центра; посльдняя выра- 
эжается половиною произведения момента инерии тмьла 00- 
круз моновенной оси, проходящей черезз центр инерши, на 
хвадразиь узловой скорости. 

$ 118. Поводомь къ отирытШо закопа живой сплы послужиль вопроеь 
о качанм физическато мазтника и объ опредфлени тажъ-называемато 


центра качая. Запимаясь изолФлованмемь этого вопроса, Гюйтенеь 
(1629—1695) *) нашель его реше, основываясь па особомъ припции?, 


*) Въ сочилени: Нотообйиа озоШейотиди 1673. 
38 
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который весть ни что нное, какь закон% ЭЖНВОЙ СИЛЫ В ириуфиене къ не- 
иузыБияемой спетем$ тоуекь, имбющей неподвижную ось и подвержешиой 


сизЬ тяжести. Доказательство этоло иринцииа и его обобщеше принадхе- 
жать Ивату Бернулли (1667—1743) *) и Давилу Бернулли (1700—1782), 
которые примёнияи законъ живой силы къ р№ненио увотихь вопросовъ 
мехапики твердаго тфта и зидромоханики, 

'Герыньь „живая сила“ быль введевкь Лейбинцеиь (1646—1716), кото- 
рый называль атныъ именем зронзеодене изо массы на квадрелть скоростив 
онъ доказмвахь, что существующее со времешь Галилея и принятое Де- 
картомь (1596—1650) измфреше пеличины сизы произведешемь изъ массы 
ца ускореше неправильно, когда оно иримфияется къ силамь, приложеи- 
нымь кь движущимея тфламь, н что нотинпою мурою такихл. силь должно 
служить вышесказанное ироизведеше **). Мише Лейбница прюбуфло 
мвогихь сторолкиковт: между лими п приверженцами прежнято воззрфтя 
завязался спорь замфчалельный соглачемъ результаловь, получаемыхь 
теометрами протизоположныхь зо2зр»нзй иря рышени одинаковыхь во- 
просовъ. Этохъ спорь быль покоичень д’ Алиберомь, который доказаль 
спорящимь, что они спорятъ только нзь за термнновь, а что сущесявен- 
паго различия между ихь позарфатямт ими. 

Въ сочипешяхь Шагралжа, Пуассона, Икоби и у многихь совремеи- 
пыхь авторовь живою силою пазываютея ироизведеле изь массы на 
квадрату» скорости, между тыъ какь Кюрлолись, Гельмтольнь ***), Кирх- 
тофь пб ая часть физико-математиковь пазывають живою силою 70- 
логину произведешя изъ массы па квалрать скорости; зъ этой книг мы 
ноступили но прямфру послфднихь. 


*) Мет. Че ГАсабёиие 46 Рав 1708 её 1704. Обтольгамот 4е рет- 
сре 4е М. Цизеле, юцепале Ю сене 4е райалселеме еб (с 194ел 6 46 
ее сещеге амес сет 4е регион. 

*ж* Петоизи’айю еггоз1з шетогарИ$ салфези ебабогии {1 аезбщалииз 
учи шойчеШиз согрогит. Асёа сгиб. 1696. Мабфетаязене \егке 
у. Пефшх, Ачзаре хоп Рег» ип@ бехцагое, ВЧ. УТ, НаНе, 1860. 

*#*) Пеницонх, Оебег Фе Ехнаиис дет Кгай. АБНапаюиеен. Ва. 1, 3. 18. 
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ГЛАВА Х. 
7 Примбры и задачи. 


При помощи указанныхь пруеховъ можно ршить миог!я за- 
дачи я вопросы о движенн системь матерьяльныхь точекь и тфлъ, 
Прежде всего обратимся къ тВиъ примфрамъ, которые были при- 
ведены въ главф \-Й и дли которыхь таиъ были составлены диф- 
ференщальшыя уравненя двнжошя; н8которые изъ этихъ примв- 
ровъ могуть быть рфшецы вполнф, въ других же могуть быть 
найдены только изкоторые нлтегралы, выражалние законы сохра- 
нешя движения центра мнерши, плотадей и живой силы. 


ПримЪрь 61-й (стр. 326) въ которомъ положимь: 


тт, 


Е) =:—е п ° 


Эта задача, можеть быть р1ииепа виолиз. 06% точки свободны, а по- 
тому полиое р\мене ея требусть опредфлешя дв\задцати иптеграловтъ, 
<ъ такимь ме чиеломь постояпиыхь произвольиыхя.. 

Десять интегралов суть 

Шесть интотраловь, выражающихь, что центрь иперщи системы дзи- 
зкахен нримолинейно и равпомрно (сле. стр. 499): 


ги: В де 
== С,, У = С,, т С:, (136) 
ЕР У:— бит, #,— 0:8 -|- Ть, 2) 
—_ ИР — тие тьу» — Яна 
Ра 


Три ицтеграла, выражающ!е захонъ илошадей въ относительном двн- 
жеши системы по отношеню къ воображаемой иеизмняемой оредЪ, дви- 
жущейся ноступательно вмфотб съ центромь илерцих; па стр.467 въ 5 100 
было уже показапо, что этнмъ нитеграламь можно дать слнуюний видЪ: 


т (т, 5%, ) (в, — 5’, ) = С | 
т. (т, т,) (СЕ, — ВИ) = тб р... 


т, (т, т) (Е, = мы > ть С | 


33* 


ВА == 


Интеграль, выражаюлийЙ закопь живой силы 


1 2 № 
—5 1.0, ет 5,0, Бе 


На оспован'и формулы (732) параграфа 116-го, равенствъ (654) и (655): 
параграфа 100-го и равепетвъ: 


В й 5 
АА .... (654 58) 
получаемьгхь изъ равенстиь (654), можно послфд витеграль иредета- 
вить так: 
1" в Ш _ ( й у тт 
2 (ин-т мо ть зу ` к. 
интеграловь (737) слФдуеть, что относительное движен!е точки 


и совершается въ нлоскости: 


Са -- Ст, = [6797 


о (050) 


и что секторьильная скорость радуса вектора р, равна: 


мВ т Усе | Г ] Е 


Эти т) 


Послдья два иятегрировавя должио произвести иадъь дифферен- 
альимми уравненямя (738) и 


= ов оо чо эх 8 (8 


тдь 0, есть утоль, составляемый радтусомъ венхоромь р, съ ифкохормиь 
постояниымъ паправлошемь, заключающимея в5 плоскости охпоситель- 
ной траэктори; имегрировали дохлялуно произвести завъ, кавь упазано 
въ $ 27-мь стр. 119—195, 

ели относительное движен!е точки я, будеть найдено, то оносмтель- 
ное движене другой точки (2%) опредфлитея при помощи разепствь (654) 
сор, 466. ОбЁ точки будуть оцисывать въ движущейся неизмёняемой 
нлоскости коничесяя сфчешя, подоблыя и подобно расположенных отпо- 
сительно цептра инерши, который будеть вм\ет® съ зфмь и общимь фо- 
кусомь обфихь кривыхт; радуеы векторы обфихь тотекъ будуть всегда. 
противоположны (черт. 64) и отношене между величиналит рад1усовь вох- 
торовь будетв поетолииое (654 045).' , 


> 


Примфрь 62-Й (стр. 326—327). Полное ршен{е тробуеть опредфлеви 
$” питеграловь съ такимь же числом» ностоянцыхь произлольиыхъ. Так 
какь целерь инерщи системы движет прямолинейно п равномфрно и 
диффереищальныя уравневя относительнато движения каждой точки 
имВють видь (648) стр. 463, то всф 6% ин  раловъ могугь быль найдены, 
и схвдовательно, рьшеше задачи можеть быть доведено до конца, Соста- 
вивъ 6 интеграловъ движешя цептра инерции, надо будель получить еще 
(6—6) инлеграловь, иитетрируя дифференщальныя уравневя относитель- 
цаго движеня (ю—1) точель. Объ томь, что каждая точка въ относитель- 
жомъ движении описнвает, эллинсь, было уже упомянуто на стр. 468 и 467. 

Вь этомь прим р} силы имфютъ ехфиующий иотенщалт: 


== Е 2 
П=С-— 5 Утик, 
2] 
% потому законъ Живой силы выразится здЪеь такь: 
= 


1 1 . 
5 М => ини” ео Хтатути 
= 


7 


=. 


Примврь 68-й, стр. 327. Система состонгь изъ двухь свободныхь то- 
чекь, движущихся въ плоскости ХУ, ноэтому чнело независимыхь коор- 
дннать равно четыремъ, а число иекомыхъ интеграховъ—восъми. Четыре 
интеграла выражають ирямолииейное и равномфрное движеше дентра 
инерщи; пягый иитегралъь выражаеть закоиь ЗЕЛВОЙ силы: 


= 


з о Я Е а. 
55 (и, д Е ва — р, ато ен» 


(Предиолатаехся, что силы направлены такъ, какь изображено на 
чертежЬ 40-мт). 
Этоть интеграль можно предетавить еще талеь: 
В 


‚сие ПС ОНИ, 
р + т = т, 2 / т 


Выфето интеграла, выражающато законъ и ощадей въ относительиомъ 
двищеши точки 2, получимь слФдующ плтеграль: 


В.Е С 
Вт 


==). == 
р 
Прнябрь 64-Й (стр, 869—370). Здфеь =, з, слВховательно, для по- 
лучешя нолнаго рЬшешя надо найти четыре ицуеграла; один» изъ инее- 
траловъ, выражаюцей закойь площадей дя точки ии, будеть: р, == 
друтой имлеграль вырайкаоть законъ живой снлы: 


>. (т, Е т, ) у а ъ тыр, (0) — т, — в.) =. 


Можно произвести н елВдующя два пптегрированя. 

Примфрь 66-й (стр. 371). Здфеь и=4, сл®дозалельно, для полпаго р#- 
пеня задачи надо произвести восемь ииеегризовалий, 

Первых дза изь чогырехь дифферсищальцыхь уфавнейй звтораго по- 
рядка суть диффереииальныя уравиеши движешя центра инерцит си- 
стемы, который движетея какь свободная малерьяльная точка, иризяги- 
засмая къ цачалу коордилать силою, пропоршональною разетоян1ю; че- 
хыре ннтеграла этихь уравненй суты: 


ео, [ФЕ рАвеу Еве =, .. (940) 


1 ср) во, + Г) . ь. 
о; во «И г,) 


12 
р ‚2 ом О 


р" ИВ рб ' 


и остальныхь ивтеграхове, одипъ есть: 
(т.т, — т) =, ....... 


друтой выражаеть закон живой енлы въ движение веей системы; вычтя 
изъ него равенетво (740), помпожелиое па 2-2), получив: С 


2 тб) ( 


(ий -Е (ит) ра 
=, — 21 (ив, 4+) — въ Р-- (т, — т,)2).. (442) 


Если эм.=не, то четыре пптеграла отноентельнаго движеши будуть: 


Е лы : п-т 
== 1 (0 -|- Г) Ч Я =В те Ве |. 


тр 


==) == 


СлЪкорательно, осли массы вефхь четырехь точевь равны между со- 
бою, 10 движеше будогь совершаться слфдующимь образомъ: ценуръ 
мнерци системы (цевтрь ромба) будель описываль эланиеъ, цеширъ хо- 
тораго совиадаеть съ началось поордипатъ, вмветв съ тфмь взаимно- 
периендикулярныя д1атонали ромба будуть равпомзрао вразжалься во- 
ру ще р пнерыу и въ то же время длины д1а й будуть м 
ваться перзодически, такъ какъ каждая точка будетъ совершать тармо- 
ническое колебанзе вдоль ло своей матонали, олклонияевь па длину { по 
06% стороны цеигра инерщи. 


Кром этихъ примфровъ, приводимъ рядъ задачъ; въ числ ихъ 
нВкоторыя хотя и относлтея къ движенло зверлаго сёла, по могут 
быть рёшены съ номощию средетвъ, дацныхь въ предыдущихь 
главахъ. 


19. По наклонной плоскости, составляющей съ горизонтомъ утоль 
катится тяжеый однородный похый тар радгуса А; сферическая по- 
лость его (радуса В,) заполнена тяжелою жидкостью той же самой 
плотности, вакъ и вещество шара; эта жидкость не участвуеть во врал 
щеши шара, но движется постулательно; преднолатаетея, что шаръ ко- 
тится ис скользя по нлоскости и что въ пачальпый момсить онъ быль въ 
око. 

Опредфлить движене шара и сравинть съ этимъ движеше силовтазо 
тара кого же ралуса В и чой же плохпоси, 

Этоть вопроеъ можеть быль р5ышель слёлующимь образомъ. 

Составимь интеграть, выражающий закоиъ живой силы. Означимь 
черезЪ х длину пути, пройдеипато центромь шара въ тече ‘и времепн & 
отъ начала движешя п черозь 0 уголь, на который позверпулея шару 
(вокругь горизоптальной, пернендикулярлой къ илоскоетн инадешя, оби) 
въ течеши того же времепи; хажь какъ шоръ катитсн по нлоскости не 
скользя, то Ве. Похенмаяь силы тяжести, нриложенной къ марун къ 
жидкости, ость Мухят.); момент ннерши шара вовругь осн вращешя 
равен: 


Т=2 4 «(№ В»), 


Уравпен!е живой силы будет: 


з Мф у 10)’ —Моззш/=0; М= 3 ко. 


о : | 


Замиивъ В черезь 2, отдЬливъ перемфииия, проинтегрировавь и 
возвысивъ 0бф части нолучениаго раведотва въ квадралъ, получимь: 


Точно также найдемъ, что длина путн, проходимаго въ течение вре- 
мени { сплошнымь шаромъ выразится такт: 
Я5ш 


5. 2 
и 


а 


елвдовалельно: 


с ож 


20. ДвЪ тяжелыя матерряльныя точки ян и %#, прикрёиленя къ кои- 
цамъ тибиой нераетяжимой нити, перекинутой черезъ блокь 4 (чер- 
тежь 65), вращаюнайся безъ трешя вокругь горизонтальной оси; среда, въ 
которой точки находятся, оказываеть двнжешио ихъ сопротивлене, про- 
поршональное квадрату ехорости. Предполагается, что нить не скользить 
по блоку и что свободныя часли ея висяяъ вертикально и остаются вер- 
тикальными во время движет. 

Опредфлить длижеше системы, преднолатая, что блохь есть одиород- 
ный цилинярь радлуса В н массы ЛЕ пусть ин > т, 

Тавь какъ пить ие скользить по блоку, то уголь 0, на который по- 
верпется цилипдръ въ точеше временн & отъ памала движегя, опред}- 
литей изъ равенства: В =х, —@, гдф а. и а, суть координаты очки 
ли, въ моменть { и въ начальный моменть (оеь Х?”^ направлена верти- 
вально внизъ). 

Эту задачу можно рЪагить, выходя изъ уравиешя (721, С) стр. 508; 
надо прежде всего составить это уравнеше для настолщато случая. 

Момелть ииерши блока вокругь оси вражешя равень половийф | 
ИВ”, кизая сила вращешя его равна чезверти №10) нлн (2) рз- 
бота вЪоа точки м, на прохяжеши безкопечно-малато перембщешя 924 
равна #6 4х,, а работа вфеа лочкн и, равна (— т„@4х,), гд\ @ овиа- 
чаеть величину ускореюял силы тяжести; элементарная работа сопро- 
тивлешй среды должна быть величицою отрицательною, она выражается 
такь: == (р + 2) (#'.)?4х, гдВ верхнЙ зпамъ должно взять пря положи- 
тельиомъ 4х, то-есть прн движени точки 2%, сверху вииз, & ниж 
знакъ — при отрицалельномъь 4%, т.е, при движеши этой точки снизу 
вверхы р; И в. суть коэфищенты сонротнвдешя среды движешю то- 
чекъ ян и *,. 


== Вы 


Уравнеше (721, 0} въ цастолщемъ случаф будеть имфиь сдфдуюлой 
видъ: 


(,, т, -- и ужей, = [№ т, = (в) (ево. 


Предетавимь это уравпеще тах: 


тд: 
и 


М 
чи, т, 55 


Сравнить лиффевешузльное уразноше (К) съ подобными же диф- 
ференшальными уравиевшями, вотр$чающимися въ примфрв 1 -мъ 
(стр. 71—73), мы можемъ заключить что при движевши всей системы 
точка т, двнжегся такныъ образомъ, кахъ будто бы она была свободна, 
н двигалась прямолинейно при лЪЯстйи силы 0, и евопротивлевя 
среды, равнаго К? (2’,)*. 

21. Представияь себЪ ненодвижное чвердое чФло, имфющее сфериче- 
скую полость радлуса В, (черт. 66). Внутри этой похости, по ея цоверх- 
ности калаелтея безь скольшешя такой же шарь родуса А, какъ въ за- 
дач 19-й; шаръ этоть имфеть сферлческую полость ражуса @,, заполиен- 
ную жидкостью той же плотности, какъ и вещество шара; центру его 
остается въ одной и той же вертикальной илоскостн. 

Опредфлить двнжете шара ирн дфйстын силы тяжести, предполагая, 
что въ начальиый моменть лия ОС, соединяющая центръь О сферы ра- 
муса В, съ центромъ С подвижнаго шара, составляеть уголь В съ вертн- 
хальною лиею ОЛ н что въ этоть моменть шаръ находится въ нокоф. 

Означимъ черсаъ ф уголь, составляемый длиною ОС съ вертикальлою 
лиею ОР въ какой-либо моменть & пусть 7), (черт. 66) есть га точка 
движущахоея шара, которая совиалаеть съ точною Л) тогха. козда уголь Ф 
равень нулю, озпачимъ черезъ @ уголь, составляемый длиною СО, съ вер- 
тикальною лин!ею. Такт какъ шаръ калается безъ скольжешя, то дуга АР 
равна дугв АД, т.-е: Но? = В (9-9). 

Законъ живой снлы выразится слфдующимъ уравнешемъ: 


МВ Верь - в" — Оу 
= Ма(В, — В) (03 ф — с038), 


9$ _ 10 _ ры о 
(и) = озна @08$ — 6038) 


— 522 — 
сравшивъ это уравлевше в» уравиошемь живой силы движешя иростаго, 
маятника (стр, 236), мы заключимь, что длина ОС качаетея по тому же 
закону, какъ простой маятиикъ длины: 


27. На гладкой горизонтальной нхоскости лежить тяжелая нризмя, 
мифющая оспован1емь прямоугольный хреутольникь ВЮК (черт. 67); эта 
призма можеть скользить безъ трешя вдоль но плоскости, по направле- 
щю оси Х°”; вь патальный момелть призма была въ покоф, причемь 
дентрь ннерми ея находилеи па оси У“. Въ этоть же моменть на нал 
клонную плоскость 10 быль положенъ тяжелый одиородпый маръ, ра- 
длуса А и массм и, ВелБдстые дЪйстыя силы тяжести, шаруь пачнегь 
катиться по наклонной плоскости и если треше между ним» и эз0ю ихос- 
костью достаточно велико, то катаве тара не будеть сопровождаться 
скольженемь по плоскости. 

Требуется опредфлить, на какую длину & скалител шарь вдоль по 
ихоскоеги 10.0 въ чечеши времени & 

Вс\Ъ задаваемия силы, приложелиыя къ этой сислемЪ, суть силы тя- 
щести, направлениыя но отрицательной осн У”, поэтому цеигръ иперци 
всей системы не должень сходить сьжой вертикальной лиши, на которой 
онъ сходнлея въ начальный моменть. 

Отсюда сиздуеть, чло выфетв съ падешемь шара ио накхонной илос- 
хости, сама призма долуиыа сполкзять ио направлению положительной оси 
Х***; въ то время, въ которое центръ шара пройдетъ вдоль но наклонной 
плоскости разстояше &, центрь ицерщи ирязмл долженъ пройти разстоя- 
1е =, удовлетворяющее равенству: 


Ма= и с08 7—2), 


тдВ- есть уголь, составлиемый паклонною плоскостью 0 еъ горизон- 
томъ, М — масса призмы, ® — масса шара. 

чАмвая сила призмы равна половин М (2')°; живая сила шара со- 
стонть: изъ живой силы его центра инерции и изъ живой силы вращатель- 
нато движения вокругъ центра ниерши: 


1 } 2 2 / 

[ие воз -— 2 (зе Л + т’); 
такъ кажь 109]% хагитея по наклонной плоскости безъ сколькегя, то 
, % 
ВУ =Н. 


-— 523 — 


Составим уравцеше, вырежающее законъ литвой енлы: 


р) (- — М т-- тие 3) = Ад. 


изъ него получим 
{М--т)д а Г 


а М- (+ зи? 7) 


хх 


23. На поверхность круговаго горизонтальнато цилнидра, радаусъ ко- 
тораго равен, №, положено сочленеше, соехолщее изъ двухь тамелыхь 
однородныхь стержней, свлзапиыхь шаринромь. Въ начальный моменть 
оба, стерлия РВ и РВ, принодняты за концы В и В, до горизонталь- 
наго положеши (см. черт. 68) причемь шарнирь 2 прикасается въ выс- 
шей точкБ окружности одного изъ сфчев1й цихиидра, а стержни пахо- 
дятоя въ плоскости этого сфчешя. Изь этого положеня копцы стержней 
пущешя свободно; подь вщяИомъ силы тяжести свободпые концы стерж- 
ней начннають опускалься внизь, а шарнирь ДР — покымальен взорхъ. 
Требуется опредёлить, кажь велиюь паибольный уголь съ горизоитомъ, до 
которато паклопятся стержни ри этом двизжещиь 

Стержии предиолалаютея безконечно-тонкими; каждый изъ нихь 
имВегь длипу ЗИ2в и массу 2. 

Примемь центрь круга за пачало кооришать и наиравимь ось У вер- 
тикальио внизу; означимь черезь 0 уголь наклонеши стержней къ гори? 
зонту, & координаты центра инерци С стержия Б’В’ черезъ д, и У. 


Легко видфть, что: 


Че 


Потеишаль вфеа обоихъ стержшей равень ЭМуи; въ начальномь 
Ис 


и й 
ОП = ку» = 7 6030, В зто — 


ь 
6080 * 


положеши стержней у,—=—.В и потемиахль пимфеть чотла зиачеше: 
— 2Мо; живая сила, стержней равна пулю и въ начальномь положенш 
в въ тоть моменть, когда стержии достигнуть паибольнаго нахлопа 9;- 
Изъ уравнешя, вмражающато завошь живой сияы, слёдуеть: 


от +) 56 


ь, 1 
отсюда найдемъ: 00$, = 5. 


24 — 


24, Къ точкамь А и В (черт. 69} прикрымены концы гибкой пе- 
растяжимой питн длити 27, тлф 2а есть разстоян!е между точками 4 
® Вам — ибкоторое отвлеченное чиело или дробь; къ середии® пити 
прикрилена тяжелая масса В. Однородный тяжелый стержень, имВю- 
ий длипу 24 и массу М снабженъ на концахъ ушками, уерезь которыя 
нить продфта. Въ ‘очальный моментъ концы 2 п Е стержня  внадають 
съ точкамн ДА и В и трузь находится въ нокоф па вытянутыхь полови- 
нахъ нити МВ и МА. 

Залфыь стержепь пущепъ спободно. ОпредЪлить, какова должна быть 
напменынал длниа нити, при которой, въ конкф кадеши стержил, грузь 
И прикоенется къ его середин®. 


Въ начальиый момешть координаты (по оси У””") груза № и цевтра 


тиерщи стержня сузь И —1 и нуль; въ тоть моменть, въ котор 
требусыое прикосиовене дЪйствительно произойдет», об$ эти точки будуть 

м коордннату: а(я*--1). Длято , чтобы прикосновен!е произошло, не- 
обходимо, чтобы было удовлетворено условуе: 


Моб@а®— 1) —а/т—1)=0, 


получаемое из уравяенл, зыражающаго завопъ живой силы’ изъ этого 


. 5 
условля находимъ: # = г 


25. На совершенно гладкой торизоптальной илоскоети можеть е оль- 
зить свободно, безт, всяхато трешя, круговой нлоейй дискь ражуеа В 
п массы М. На той же плоскости прикрфиленъ неподвижно другой 
дискъ, радёусь котораго разенъ Ат: (ша черт. 70-мъ изображены оба 
диска; пенодвижиый, имёолий центром хочку О и подвижный, имзюпий 
центромъ точку В). На диски падфть напрееть (ем. черт. 70-й) упруйй, 
связашвый копцами шиурь, модуль упругости которало равель 7 этоть 
шнур въ налуральномь состолши имфетъ длину, равную сумм окруж- 
ностей обонхъ дисковь. Вт начальный момепть подвижный дискъ охтя- 
нуть оть неподвыжието па стольно, что миуръ иметь натяжене 7; за- 
тЪмь дкскь В пущен свободно. Опред®лить скороеть, съ которою диекъ 
„В ударитея о дискъ неподвижный, 

Означимь черезъ 9 уголь, составляемый свободпыми частями шнура 
еъ линею ОВ; по извЪотной формул, выражалощей зависимость между 
натяжешемь ин относительцымь удлиннешемьинура: 7% = А, тдф ). есть 
удлиниеше шпура, т.-е, разиость между длицою растяпутато ипура и 
длиною ого & въ налуральномъ состоянии, 


В — 
Легко разочитать, что 


т а-я) 
=5% О ЧЕ АЕ 
А= 28а -- я) ( 4 06 2 }, т ' 
тдф х означаеть разетоные 0.8. ЗачВыь окажется, что эдементариая ра- 
бота силъ, приложенцыхь №ь диску, выражается такт: 


— 27 603 845 = = Я + м) ( {+ 60458 — =>) соо" 60 


и что это соть нолияй дифференщаяь сллдующей функция 


28 = = 0 1 
— ВЕ) [+ ре баны ВИ Он 5 сои], 


Изь уравнендя, выражающато завонъь живой силы, найдемъ, что иско- 
мал скорость равна: 


т 
Ио 


ЕО" Е 


26. Вь вертикальную гладкую стВиу вбиты два круглых твоздя А. 
и В па одиомъ уровив и въ разстолши 26 однаъ отъ другато; па эти 
гвозди положена крестовниа, состоящая изъ двухь стержией КЛ и АА 
(черт, 71) равпой длины и вфеа, сочлененныхь шарниромъ 0, ироходящимъ 
черезь середины стержией, Въ начальный момепть стержни взанмно- 
периендикулярны и шарииръ С приходится надъ середипою О’ разетонвя 
8, а слержии паходятел въ иохо». 

Подъ вияшемъ онлы тяжестк точка С слапетъ опускаться, & утоль 
11 ОТ, — узелнацвалься. Требуелея опредёлить, камую скороеть бухоть 
избеь точка С’ тогда, котда опа совнакеть съ точкою 0; предиолагается, 
чо центры впезмщи слержией находился въ О и «та цхечо инерции кая 
дато стержия вокругъь С равио #. 

Озпачимь, уголь ОВО черезь Й п координату (но оси У") точки 0 
черсзъ у,. „егко видВтЬ, чо 

й 


и 
а = — 9 сз? 0 


и что ингеграль, выражающий закошь живой силы, будеть имфть слдутю- 
ПАЙ валы: 


М’)? -- МЕ) = М9 - 9.) ` 


== == 


отеюда пайдемъ, что пекомая скорость равиа: 


27. Весьма тонкая твердая тру, имБющая видъ винтовой лини, на- 
вернутой па пнлиплов радуса А, можеть свободно вращаться вокруг 
осн этого цилиндра. цилиодра вертикальна, уготь подъема винтовой 
лиши =, масса трубки равна 22. Вь пачальный моменть трубка въ мо- 
#0}, & вь верхшИ конень ея свободио пущена тяжелан матерьяльная 
точка, масса которой равиа %. ОпредЪфлить величину угловой скороеги, 
пробрфтецную трубкою ири падеши точки на глубину Й. 

Точка т скользить вдоль но трубе и вь то же время трубка должна 
враацатьея вокругь вертикальшой осз завценмоеть между относнтельною 
скоростью точкн 2 по отноленио къ трубкЪ и утловою скоростью по- 
слфдней опредфлитея нвф питеграля, выражающаго, что законЪ изощадей 
имфеть мфето вокругь оси вращешя. ели 5’ есть относительная сво- 
рость точки 2, а 9’ — угловая скорорть трубки, то момеить абеолютиаго 
количества движешя точки 2 вокруг, оси Я”? (черт. 72) будеты 
т В(5' сз а 1), а моменть количествъ движет трубки: — 221220, таюъ 
хак зв вазользий воменлу, вся сислема была вь ноко[, 10: 


. 


ж.(5' соза — 10) — МА =0; 


отоюла получиыъ величину отношешя между я ий’. 
ЗатЪуъь изъ интеграла, втражающаго захонъ живой силы, найдем: 


у 


= 


й (М 


28. Твердая тоихаи однородная трубка можелт, свободно вращаться 
вокругь горивонтальпой осн къ пей перпендикулярной и ироходящей че- 
резъ ея середину. Трубка иметь длину 24 и масву М. ИромЪ трубки 
имфется еще тоняй одпородный и тяжелый стержень длины 24, и масеы 
28; этоть стержень свободно входнть въ трубку. 

Въ пач ный моменть трубка АВ находите въ 1охоф въ горизон- 
тальномь положен, а стержень 2 приставяепъ концемь 2 къ концу 
„В трубки (черт. 73), причемь ось его состолляеть продолжене оси 
трубки. Въ этомъ положеши слержию сообщена скорость Г въ пэмра- 
влеиш ДС. Какь только стержень пачиоть входить въ трубку, то своим 


АЙ => 


вБеомь пачцеть клонить коненъ В въ низу, такь что, выьстВ оъ сколь- 
ешемь стержия вдоль по трубкЪ, бухеть происходить вралцене системы 
вокруг оси С. Предиолатая, что начальная скорость Г па столько ве- 
лика, что серед а С, стержня дойдеть только до середины С’ трубки, 
опредфлить величину угловой скорости снотемы въ моменть совнаденя 
середик. 

Чтобы опредЪфлить эту угловую скорость, надо составнть ннтеграль, 
выражаюний законъ живой силы, п примфинть его кв моменту совпадешя 
середиит стержия и рубки; наъ него пайдемъ, чго искомая угловая ско- 
рость равна корцю квадратному изь величины: 


29. На совеошенио гладкой торизонтальной илоскостн паходитея 
твердый параллелопипедь АВОЕ (черт. 74), заключаюний въ себф сфе- 
рическую пустоту (радиуса В); въ этой полосты паходитея тяжелал ма- 
терьяльпая точка, (масса *). Въ начальный моментъ сочка т находится 
вт, пижлей точюё сферической полости п абсолютная скорость ся разно 
нулю, а нараллелопииехь (масса, ДГ) им 


ть скорость И вдоль по гори- 
зонтальной осн Х°””; опредфлить, кат должна быть велика скорость И 
для того, чтобы точка 2 двигалась но окружности большаго вертикаль- 
паго круга сферы въ одномъ направлен. 

Черезъ центрь Ю сферы проведемь: ось ОЕ параллельно оси Х°® 
и ось ЮУТ вертикально впизъ. 

Но закону движентя центра инерцие 


Ма, + ва + в) = МУ, 


но закону живой силы: 


з- [Монце ву т(т’ | — МУ = 19 (а— В). 


Исключивт из» этихъ равенствъ 2’, получимъ: 


Мф „5 2 
ии? — У тир тт В). 

ЦКотда точка, т будегь въ самой ворхией точкф сферы, тогда =, 
Я’ —=0; иритомъ тогда давлеше точки на сферу должно быть направлено 
снизу вверхъ, слфдовалельно, иснтробфжиаи сила должиа быть боле 


ы — 528 — 


вЪса точки, х-ех (>В, & потому изъ ноелблияго разенетва зажлю- 
чимь, что скоросль У должиа удовлетворять слёдующему условно; 


У’ > 598 + 49В у. 


30. Такой же параллелопинедт, какъ и въ нредыдущей задачЪ, но въ 
вомь, выбсто сферич й пустоты, иросвер о ъ той ‚ ЦиВЮНИЙ 
видъ циклондм, обращенной выпуклостью книзу; уравнев!е ея; 


&= В(о -- 31 о), 4 == (1-Е ©03 в); 


тяжелая матерьяльная точка э* скользить безъ трея по этому капал, 
РЬшить вопрось о движеши этой сиетемы, предполагая, что въ па- 
чальный моменть параллелонииель (масса 10) и точка т былн въ покоЪ 
И 110 тогда эта точка ве находил самой ниж точк’ цнклоиды, 
Изь уравневй, выражающих законы движешя центра ннерщи н жи- 
зой сила: 


. Ма, па, = 0 
Ма „ут (ео (= 2—9) 


и нзъ уравнешмй кривой получимь: 


В ы (1-Е совы зиЙо) ( = 29.В(©03® — ©03 0}, 


тдф и означаеть ведичипу отношешя жи къ М. Сдблавъ подетановку: 
> 


т А, Ра 
Эт -5 = 6030, 


отдВливъ перемфипыя н произведя инхегрироваве, получимт: 


Е. а И1— Ио == Г, 


АВЕ 


Е 


сей р. 
а -Нь) и рэ 9% 


—- 529 — 


81. ДвБ малерьяльныя точки, массы которыхь (ж%) равны между со- 
бою, находится внутри кольцеобразлой топкой однородной трубки (радусь 
кольце 1); он связаны упругою питью, тоже помбщающеюсл въ трубк\; 
длина этой ниги, въ нагуральномь состоявн, пала двумъ третлыъ длины 
трубки. Трубка (масса ВР) лежит"ь натладкой горизонтальной плоскости, но 
которой можеть скользить безъь всякато трешя, Въ начальный моменть 
нить растянута настолько, что 00% точки прикасаются одна къ другой 
Въ точкВ Д трубки; ка ° опЪ, такь и трубка, нахокатся въ этоть момент 
въ покоф, & ватфыь система предоставлена самой себЪ. Найти, чему 
равняетел отпощене кипетической энерми обфихь зочекъ къ кипетнче- 
ской энерши всей системы въ тоть моменть, когда нить приметь нату- 
ральную длину, 

Примемь пачальное нохожене центра, кольца, за намало неподвижных, 
координаль, лийю 0.А— за ось Х; начало подвижпыхь осей возьмемъ въ 
центр № кольца, который будегь оставаться на оси Х*?; самое кольцо 
будеть двигатьеяаноступалельно, а хорда, соединяющая обф точки, будеть 
всегда перпендикулярна къ оси Х. Оси & и У расположимъ такъ. какъ 
изображено па чертеж 75-мъ 

Гажъ какъ центрь инерщи всей системы неподвижень н матерьяль- 
ныя точки остаются па, окружиости: #--\2=7, то: 


(Мау, Вам 0, д=— р =. 


Въ разсматриваемый моменть & относится къ у, какъ 1 къ Из; ки- 
нетическая энеря обфихь точекъ окажется равною: 


т(е НЕ (9) = зарратт М" -® М #7) (6, 
а кинетическая энермя всей системы — равиою: 
2 
Бои "от (2 М-- т) (М --2т) (5. 


82. ДВЪ матерьяльиыл точки и. и 9, связаны перастяжимою пнтью, 
Ъющею даину Г и проходящею черезь точку 0; точка я, притятиваетея 
къ О силою, обратно пропориональною квадрату разстоявл. Р%шить во- 
прост о движени этой системы. 
Эту задачу можно рфшить слфдующимь образомъ. 
Еъ точкБ ин приложена сила, паиравленная къ точкЪ 0, и реавщя 
связи: — р: = р» 20, иапразлентая туда же; цоэтому точка ин должна 
84 


8 == 


. 

ностоянно оставаться въ плоскости, ироведениой черезъ начальный ра- 
1усь векторъ и черевъ паправлелйе начальной скороеши ел; точио также 
и точка 9, во вое время движешя остается въ одной илоскоети; слВдо- 
вадельпо, траэкторйи оббихт точекь суть плосвыя кривыл, ваключаюнщияея 
въ плоекосляхъ, проходящих черезь точку 0. 

Движеле каждой точки въ отдфльности удовлетворяеть закону пло- 
щадей, а движен1е обфихь точекъ — закону живой силы; т.-е.. мы имфемъ 
сяЪдующе иитеграты:. 


0. == р.*0', = С: 


2 


: ый 
(ет Ут ото = аа 


тдЬ 6: И р» суть, радусы векторы точек; И, — уголь, состазляемый ра 
диусомь векторомъ р, съ нкоторымь пеподвижнымь наиравленемь, за- 
ключающимея въ плоскости орбит точки и; @ есть уголь, составляемый 
радусомь векторомь о» ©» ненодвнинымь направлещемь, заключающимея 
въ плоскости орбиты точки т». 

Величина реакции, оказываемой связью па каждую изъ точекь, вы- 
разитея по формул, составлениой па стралиц® 838; въ ирнмфпени въ 
пасзоящему вопросу эта формула дасть: 


__ тт 12 а вы 
в о (+6, У--ьь(0,) . . 


Связь находится въ состояши папряжешя ло тфхъ поръ, пока выра- 
жене: 


О 3) 


боллье нуля. 

Пока связь находитея въ сосломйи паиряженя, радлуеь вектор р» 
равняется ({— р); исключнвь изъ предыдущихь нитеграловь 9’ и #,,, за- 
мфпивъ р» Черезъ (#— в,}, отдливу, перемвиных оз и &, п интегрируя, по- 


хучимь; 
3) 
р. (— р, = 
7 ( р, В У } 
тдЪ 


В= УИ ть, т, С.) (1— У —т, б.р. 


Произведл интегрировалне и рфшизвъ полученный инутеграль отлоеи= 


= = 


тельно ра, будемь имбть вырамкетйе этото радлуса вектора зъ функцих оз, 
вромени, ЗатВыь придется пронзвестн еще дза интегрировая ижя того, 
чтобы найти вырмкешя угловъь 0, и 7, вь фунюшихь отъ времени. 

Олфдусть заме ринть, что если 0, н 0, пе равпы нулю н еелн началь- 
ная величина @ рад1уса веклора ©, заключается между пулемъ и 1, тои 
во вое. время движешя (, не можеть, ни обратиться въ вуль, ни воз- 
расти до 7. ВЪ вамомь дфлЪ, зъ третьнго иитегра, слфдуеть, что при 
6, =@, иодкоренцой мпогочнень № имфетъ положительную величину: 


(т, т,) (ра @ — а), 


далье, при р, =0, и при р, =7 многочлепь А° им\еть отрихательныя ве- 
ДИчнНЫ: 
На и 


= © — %,С, 


слфдовахельно, должлы сулествовать два зиачешя р, обралцаолйя много- 
членъ №’ въ нуль, притомъ одно изъ нихъ (5,) должно заключаться между 
нулемъ и а, другое (6,) —между @ и А тавъ какъ В не можеть, при дви- 
женйь получаль мннмыхь зпаченй, го с, должно колебаться между пре- 
двлами В п 6.. 

33, Система состонть изъ двухъ тяжелыхь матерьяхьлыхь точекь 
и т, между которыми существуеть взаимное притяжеие, пронорщонаяр- 
пое произведошю массь и разотолию между точками; точка 7. долги 
оставаться на иЪхоторой нажлонной плоскости: 2, — 9, 05 /==0, а точка 
„,— на вортикальной лиши: #,=0, 2,=0 (0сь У паправлена внизъ). 
Энредфлить движен1е точекъ. 

Составимь дифференальныя уравненл движения: 


у И— — 
"= ТМ Х., 


9 "= — т, (и, — 9, А 09 7-9, 
а, = — те, НА, 
ту," = — тт, (у,— 9) 7,9. 


Изъ двухь средиихь уравневй исключимь ^, замфнимь у, черезь 
2, 87, ® зат$мъ ноложимы 


ИН, 


ржали, с05* 7? 


эву= у.ь 5-Е в. = --у яв Е и Иры (145) 


фожть, 0087 7 
84* 


= 


тотда получимь слфдующя дифференщальныя уравиели, подлежаная 
мцтегрированию: 


ди та, КИНУ" = 9, 


ИИ — и (0 605’ 7 — х8ш); 
первое нзъ нихь интегрируется отдфльно, вхорое же и третье суть еозо- 


вунныя линейиыя диффереищальныя уравнемя второго порядка, имвюлия 
слфдующее частное рёитеше: 


#2 м = НИТ 
тдф Ви х суть постоянных, опредвляемыя изъ уравненй; 
КО-- „й в Г-- в, = 0, х-- ми, (607 — зщ 7) = 0. 


Этимъ уравнешямъ удовхетворяють четыре совокупности зпаченй 


Виж: 
АЗЫ аи 
р Я 
[ыы „ [АЕ 
х,, \ *». 


в У ©, Ч) Иж -- т, ?— Эт т, 089.7, 


«И? = У ©, Еж, — Иж, -Нт,*— 29а, с08 9.7, 


т т а т 
1 9% 608 /У—в,'’ 27 60 У— в, 


. 
Въ результал$ получимъ схфдующее полное рфшене этой задачи: 


2, = 4,608 (У мм, 4,),.... (146, 1) 


а 1 #1 1 од о : — 
и = тен +38, (1 -Нх, п 7) с0$ («Ув + с) 
Ва а ЛЗ @ы/р--0)), (146,9) 


О — 


ть в? +7) ‚ = 
ты Е Ви, с0з вы Ур-+- 04) 
- В, х, 03 (№. Ур--(,)...... (146, 3) 


1 


Отношене (2, :с08 7) выражаетт разстоян!е точки жж; отьоси Х°"®, 
Формула (746, 8) выражаеть, что матерьяльная точка 9, совершаеть 
вложимя гармоничесвл колебашя но 06% етороны точен: 


о-в „7 
ради, ©0912 


1=0, у= в =0; 


‚эти сложиыя колебмыйл можно разематризать какъ результалть интерфе- 
рений н простыхь волебашй, имфющихь пероды: 


Движене ТОЧКИ И По пажлокной илоскосги совершаехея около точки: 


# _ би Ета 
с03 7 рать 0877 * 


= 


и есть результать проетыхъ тармоническихь колебалий по оси Х°”*®, иню- 
щихь неродт (@=:Улт,) и сложныхь тармоническихь колебашй, нер- 
пепдикулярныхь къ этой оси. 

84. Вокругь горизонтальной оси вращается равпомёрпо (©5 угловою 
скоростью ®) плоскость, паралтельная этой оси и отстоящая отъ нея въ 
разстоллн (. (На чертеж 76-мъ нлоскоеть чертежа изображаеть ифко- 
торую зертикальпую илоскоель, перпендикулярную къ оси вращевя; 
точка О— елбдь этой оси, а лишя 9В.Р—слфдь вращающейея нловкоети 
въ моменть )). Въ начальный моменть @—0) вражающалеся нлоскоетв 
торизоитальна и па нее, въ точку В (черт, 76), быть положен тяжелый 
одпородный шарь радуса Д и масеы ЛГ; предполатаетея, что шаръ этоть 
не можеть скользить по илоскости. Требуется опредёлить движеше итара, 
пока онь остается на врапающейся нлоекостн. 

Очевидио, что ценхрь мара О останется въ плоскости ХУ и что по- 
пожене тара на плоскости и въ простралетв внолн опредфтится раз- 
стоящемъ Ё его центра оть лиШи ОВ (по которой мы паправимъ ось 
ОТ), такъ какь утолъ 0, на когорый повернется шаръ, будеть равен; 


Ё 
б-р 


— 534 — 
Абсолютныя коордицазы центра инерщи выразятея тажь: 
2, = & 608 &ё — (1— В) пеф у = о -- (-— В) воза. 


Для рёшеня этого вопроса, составимь сначала Латрапжево диффе- 
реншальное урн 1е, которому должень удовлетворять координалный 
нараметрь &; составяля это уравневме: 


и (ан, +6 
нридетея составить слбдуюния выражения: 
= -ЕЕ о @ — В — 2..1 — В), 
829) = о-в, 
ТИ (+2 во) = лье 


Оказжетел, что Латранжево уравнене имфеть слЪдуюный вид 


Й 


7 2 ь 
9 6 =о-- 95 в. 
Полный интеграль этого уравненля: 


В 


= А ее" 2 Э зто, й= Е 


Въ моменть #==0, центръь шара находится по оси У, т.-6., въ этоть 
моменть &==0, & потому А,=— А; кромВ того, въ этоть момент 
эбсолютпая скорость центра ицерий! равиа нулю, а, сл довольно: 


из. 


35. Двф тяжелыя матерьяльшыя точкн (массы 9 и 7.) связаны не- 


О—Ды 4-88 


растяжимою тибкою нитью длилы { и движутся въ сред, оказывающей 
сопротивлен?е, пропоршональное скороети и масеф точки; движене совер- 
зшается въ оди вертикальной илоскости, 

Въ этомь случа: 
р 


ЖЕ т В, — ху, 79 


== 8) = 


Е 1. а , 
а во 


ий, -20030, У. ро 
Р.А о И В 
= 20 — ии, 16080, 9,2% иди, 196. 
Составявь уравнешя Лагранжа, получимъ: 
де е, уе = — ву, у. "= — 


первыя два дифференщальныя уравиешя выражалоть, что цоенеръ инерши 
движется какъ свободная тяжелая точка, имвющая массу, равную еди- 
ини (см. примфрь 18-й, стр. 83—85); послфднее дифференщальное уравне- 
не, но интегрироваыи, даеть елБлуюнй результать: 


9 4 
96-х (1 —е`*). 
По формуламь страпниы 845-й составим пыраженя для реактй А; 
найдем: 


Ио 206057 (46, 
9 = — *и 008 (и, ть), КЕ то, : 


7 72 


пока скорости точекъ удовлетворяють условю: 
1% 60$ (И, 712) == ©, 608 (6. 712) — 0, 608 (6, 712) == 0. 


до тЬхъ пор: 
— И # _ тт. К 8), 
тит, © тт 


т.е. ^ имфеть величипу ноложитольную; значить если въ начальный мо- 
менть нить была натянута, то она останется натлиутою и во все время 
движеня. 


—= 880 


ТЛАВА Х[. 
0 лвижени тверлаго тБла, 


$ 19. Дифференщальныя уравнейя движеня сво- 
боднаго твердаго тфёла. 

Свободная исизивляемая система, точекъ или свободное твердое 
тЬло иметь ость сэиеменей свободы *), потому что число коор- 
ДиНАЛЕЫХЪ параметровъ, вполнф опредзнающихь положеше такой 
системы въ пространетвЪ, равшо шеети. 

Этлни координатными параметрами могуть служить коорди- 
наты твердаго твиа: д, У» @, 9, %, э ини лрумя шесть пе- 
зависимыхь перемфнныхь, могупия замфнить эти координаты, 

Въ томъ, 410 число степеней свободы евободной неизхвняемой 
системы точекъ равио шести, можно уб%диться при помощи 6л$- 
дующато соображешя. 

Неизыняемость системы, состоящей изъ Я точевъ, можеть 
быть достигнута н%которымь числомь немзмфняемыхь стержней, 
соединяющихь точки попарно; наименьшее число стержней, потреб- 
ное для этого, легко можеть быть разечитано. Три точки будуть 
исизифнлемо связаны тремя стержнями, & всякая новая точиа будетъ 
прикрфшнена въ предылущимь трежь ие мене, кал тремл поввтии 
стержнлми, такъ что, для неизизинаго сосдииешя между собою 


3-хь точежъ — требуется 3 стержия, 


4-хъ › > 38 +3 =6 стержней, 
5-и » › 3 - 2,3 =9 стержней, 
п › › 3--(и—3)8==8и — беторжи, Ф 


*) Значене этого термина, указано па стран. 372-й, въ иримфчали {-мъ. 


5 — 


Итавъ для того, чтобы связать между собою неизивняемо % 
точекъ, требуется (Зи — 6) сзязей, выражающихея равелствами 
слвдующато вида: 


И, в -- (и У (— а — в =0, 
а& потому число степеней свободы такой слстемы равно 
н = Зи — (Зи — 6) =6. 


Такъ какъ н==6, то таково же число лифференщальныхь урлв- 
нешй движевЯ такой системы, пе заключалощихъ резкий твхЪ вооб- 
режаемыхь стержней, которые дфлають слетему неизивняемою. 


Эти шесть уравненй легко могутъ быть написалы прямо, сели 
примемъ во вяимане, что резкийи воображаемыхь стержней попарно 
равны, прямопротивоноложны и направлены вдоль по стержнямъ; 
такъ какъ въ этомъь случаВ имфетъ мото оцешальная форма зал 
копа движешя центра яперии, упомяпутая па страницв 428-й, 
И такъ какъ ГЛАВНЫЙ моменть реакщй связей равень нулю (отр. 
457), то имфемъ слфдующя уравнешя: 


‘=в = 


Ми. =УХ, Му.=ХУ, Ме = Уд... (@16,А) 


4—1 


ал, ай, ал, 


м и 


Эти же саныя уравнешя мотутъ быть получены еще другимъ 
путемъ, а именно мзъ равенства (567) стр. 383, выражающаго 
начало д’Аламбера; для этого надо выразить возможныя варьяи 
воординать точекъ неизмфняеной систены помощью нфеоторыхь 
шести независимых варьящй, а затЪмь приравнять нулю коэффи- 
щенты этнхъ варьяши въ равенотвв (567). 

За эти независимыя варьящи мы примем: варьящи координать 
какой-либо точки Ю), ивизи ино связанной съ ноизизняемою систе- 


—888 — 


мою, м тря друмя безконечно-малыя величины, выражаюнилел 
слёдующими линейными фулющяни варьший угловь 0, ж, э: 

0, = 69 созжюзш ф — фт ж 

9, = базт же зт $ + 5фе0вж!;.... (14%) 

9, = 69 605 {+ 806 ы 
сравнивь эти выражешя съ зыраженяыя (107), (108), (109) для 
Р, Фа А ва мраницахь 94—95 кинематической части, легко 
видьть, что, ири одновременпомъ увеличеши угловь , жиз 
иа 50, дж, 09, вон система поворачивается на безконечно-малый 
уголь; 

в=И (6, (@&,’-- 
=) ож 65 - 2596жсозф.... (148) 


вокругъ осм, составляющей еъ осями Х””, У”, 7”, углы, ко- 
силувы которыхь равны отпошешямъ: 


Везкоиечно-малый уголь 0 оЖеи быть названь 140800 варья- 
чиею положеня тфла, а вышосказанная о6ь — мтновеиною осью этой 
варьящ и; величины 0, 6,, 0, можно условитьея назызать проэк- 
циями угловой варьлийх на ови коордипать Х‘””, У", {°”. Вели 
направлеше мгновенной оси угловой варьящи означить через 6, 
то можно написаль сдвдуюния равенства: 


6, =0с03(0, Х), 6, =6603(0, У), 8, = 603 (0, 2).. (149) 


По аналоги, существующей между выраженями (747), (748), 
(749) н соотввтетвенными выраженяии (107), (108), (109), (110), 
(101) кинематической части, мы вираз® заключить, что возмож- 
выя варьящи координать точежь ноизёняеной системы выразятея ® 
елфдующими линейными фупещыями щести независимыхь зарьяшй 
87%, ЗУ, Век, 0», 0, 0,: 


— 589 — 


8%, = 92, (2 а о ==) 8, ] 
В. бу, — 2) 0, — (2—2) 0, | ... (50) 
а, == 82» -- (У, — У) в ой —2) в } 


Подетавивь эти выраженя въ равенство (567) и приравнявъ. 
нулю коэффищенты независиныхь варьяшй, получинъ уравненя 
(616, А) и три слвдующя уравноня: 


=“ 


Уж (, Е 9) в тт (= т =) у, 5 Л Эва: : (151, а) 


п 


Ут(е, — 2), — (@, —%,) 2.) О) 


=п 


Ут, — 2) у м = 9, = (4... м... (5 6) 


которыя, ва оспованши уравнеий (616, А), могутъ быть приведены 
въ виду (641). 
| Во многихъ вопросахь уразневямъ (641) должно предпочесть 
| друмя три уравношл, завлючающия проэкщи главнато момента 
| задавасмыхь силь на оси я, У, 7, кеизинно свазанныя съ си- 
| стеною; эти уравиетя мы теперь выведемъ, 

Равенетво (567), но подетановлени въ ного, вето 5%, у, 
8=,— выражен (750), ножеть быть представлено подъ слфдую- 
ЩИнЪ ВИДОИЪ: 


=" 


Я [(х, — та), + (У, — ту) ву, + (2, —ти,) 5 | -ь 
+1 Е 

03 (в, Х), с03(, У), в0з(, 2) 
зы я 2, — 9: У 2: 20 ОВ ь (153) 


и 


Х,— таз, У—фту, Ата 


Опредёлитель, заключаюнийся подъ зпакомь второй сунмы, 
выражаеть величину объема параллелонииеда, имвющаго ребрами: 


==. 


1) ллипы, равшыя единиц и параллельныя итновенной оси угло- 
вой варьящи, 2) длины, раввыя и параллельлыя рад1усу вектору, 
провиденному изъ точки А) въ точку 7; и 8) длины, изображаю- 
я величину и направлеше потерянной силы точки у. 
Величина этого объема можеть быть выражена, другимъ опре- 
дблитоломь, составленнымь изъ проэвщ!Й роберъ па взаимпо пер- 
пендикулярныя оси ЮЕ, Ют, ЮХ., ноизиЪнно связанныя съ си- 
<10100; ототь опредёлитоль можеть быть иредетавлель так: 


608 (в, =), ©03(и, №), с0з(0, 7) 
5 1; $; ) 
| И.соз(П8), Исоз(Их), Пу соз (И.Р) 
[со (ПЕ) = В, — #6, соз (№, Я), 
ИП, воз (ПХ) = т, — тиб; свв (&,, Т), 
ПП, воз (12) = 2, — ти, оз (#,, 2), 


дв 8, Г, 2, оэпачають величипы проэющй задаваемой силы 
Е, приложенпой къ точкВ м, ла оби 50°”, Хо До». 
Велвдетве такой замвиы одпого опредзлителя лругимъ, вторая 
зума равенства (752) обратится въ линейную функцию величинъ: 
9; == 903 (6, =), в, = 6603 (6, У), 6 = 6 03 (9, 2).... (158) 


которыя, подобно величинамъ (749), суть нозависимыя варъящи, 
если только система свободна, а потому преобразованное равенство 
(752) распадаетея па шоеть дифферониальныхь уравнешй: три 
уравнеюшя (616, А) и три сллуюция: 


=® } 


> то (т, 608 (12,2.) — ©, сов (2х )) =(Л,) 


+ 
. 
о $ 


п 


Утв, е08 (#3) — Е 605 (7) =(1.), ‚.. (154) 


1 
я— 


Ут (Е 60$ (#7) — 9; 608 5) =(4,), 


Е 


® 


В, — 


гдв во вторыхъ частяхь паходятен выраженя проэкий на оби 
2, т, 2, главпаго момонта заданаелыхь силъ покругъ точки Ю: 


(ей, ...... 65, а) 


Поль = 7) сосоос (8 №} 


#28 


(У; = т, —18)...... (#55. © 


Порвыя части уравнохй (754) ногуть быть предетавлены въ 
другомъ вид»; произведемт преобразовае надъ первою частью 
перваго изъ этихъ уравнений. 

Выразинь прозкши ускоремя 7, па подвижныя и Дит 
по формул (293) кинематической части (стр. 251); составляя 
эти выражешыя, памъ придетея предотавить 0%, что черезъ пе- 
подвижную точку (напримВрь, черезъ начало координатъ) про- 
ведены направленя, параллельныя оеямь С ит, и по нимъ, отъ 
О отложены длины, равныя единиц; скорости точекъ, паходящихея 
18 конц этихъ длинъ, войлутъ въ составляеныя нами выражения. 
Проэкщи ва оси Е, Т, 2 скорости той точки, которая находится 
на конц длины, параллельной осн 2, будуть: 9,— 2, 0; а про- 
эющи на тв же оси скорости той точки, которая находится ва, 
копи длины, параллельной оси У, будуть: —х, 0, р. 


Мы нолучииь солёдуюцйя равенства: 


4%; 08 (#2 2) = ен’ — 4%: с08 (2.8) -- 94, 608 (№) 
: . ей у 
008 (й„ Г) = "ОЗ СН + 79, 608 (и) — рю: с0з (и,2}; 


эти выраженя подставииь въ иврвую часть порвато изъ уравнентй 
(754). 
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Тавъ какъ система— пеизивняемая, то Ё, 1, С, ПОСТолниы и 
жогуть быть введены подъ знаки производиыхь по времепи; крон 
того, припомнимь составлонныя па страниц 473-й выраженя 
(660) величинъ (4), (1) (1„)5 то окажется, что первая часть 
сказаннаго уравненя можеть быть выражена такъ: , 


4, 
& ь я Ч (ас а 7 (ль) = 


ян 


+ Уи, (р, — 0), 08 (шт) — (Е — ро), 03 (12)]|; 
ЕЁ ь 


послёдняя же сунна, если промии м; на оби Ти 2 будуть 
заифнены выраженями (148) стр. 125 кинематической части, 
получить такой видъ: 


М[(р— че, 608 (вх) — (Ед 603 (и, 2). (156) 


Чтобы придать полученному выражено болфе сжатый видъ, 
зведемь слёдующия обозначена: 


0,608 (ш,Ж)=а, 4, 08 (мт) =, 4», 603 (и, 7)==т,.(150) 


тогда выражене (733) живой силы ноизмёняемой системы, при- 
ведонное на страниц (512), представится въ такомъь вид: 


тм + «а, 9 - Кь — вора] + 
5 5. (Ар Вы’ С" 20х29, . (388 53) 


выражене же (756) можеть быть представлено подъ видомъ елв- 
дуютщей разности: 

9т эт 

т В -9в 1} 

кромв того, вели припомнить выраженя (661), приведенныя на 
зтраницахь 473—474, исравнить ихъ съ выраженемъ (733, 515) . 
живой силы, то будетъ видно, что: 


(=, (вь), = и, у. взан 78 
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По этимъ причинамь, дифференшальныя уравнешя (754) мо- 
гуть быть предотавлепы подь слёдующимь  видомъ: 


ОТ 
(о 
Й 9Т Г от 
= о = “РЯ 98. В с м (Л): ‚ (158, а) 
от 
“(а т дт дт 


щ =) 0 о т [3 Тин 8 ( т (158, ю) 


г 
ОЕ — 
д И _ Ол т 
у На р На + Х. @58, 6) 


ЗВеличины (758) могуть быть названы проэкщяии угловой 
варьящя на оси в, Г, 0; он могутъ быть выражены слФлую- 
дими линейными фунецтями отъ 80, 506 и 89: 


0; — — 806 11 ф с03 э-- 80 вт э, 
, = жур д 5Ш2-- 80 0039, [. . (159) 
9: = ЗФ 8. 


Если 3& точку Ю ззять цевтръ ипердии ноизунлемой системы, 
то , 1. = буть равны нулю; тогда въ дифферснщальвыхь 
уравноняхь (758) сократятся члены, завлючающуе частных произ- 
водныя отъ 7 ва, Виз. 

Пели твердое тло (или воизиЪняемая система) не свободно, 
но пифоть одну ноподвижную точку, которую зринемъ за точку А), 
10 а, Вис будуть равны нулю, а потому тогда во вторыхь 
частяхъ уравненй (758) тоже пе будотъ членовъ, завлючаюдщихь 
производныя оть 1 по а, Ви. 

Если твердое т%то свободно и за тотку Ю нзятъ цонтръ инерти 
О, в за оби Е, Т, И-главпыл цеитральныя оси инерщи твла, то 


— 544 — 
живая сила твла и проэющи па ови 8, У, 2 главнаго момента 
количествь движения вокругъ пенера инерци выразятел тажъ: 
РЕ ПРА ... (160) 
(1); = 3 == = %6р, (шв) = =, (ле) = Е = бе". (161) 


Тогда лифферениальныя уравиешя (7 ое получать слвдующий 
Вид: 


о 1 = 4% — в) + (№), ,... (68, в) 


то +5... @62.0) 


бе = 96 — 8) + (2... .. (162, г) 


Эти дифферешиальныя уравпен!я пазувалотся Эйлеровыми диф- 
ферениальными уравлешями вреидательнаго движевл свободнаго 
твла вокругъ центра инерши. 

Диффереищальныя уравцеви (616, А) и (768) могутв быть выведены 
‚еще слВяующимъ образомт. ы 

[ Примфнивь къ свободному твердому тфху равенство (567, А), приве- 
`денное въ $ 78-мъ на стр. 396, замфнимъ варьяши 5%» 8у;, 82; выраже- 
вании (750), тогда В н псрвал сумма этого равенства выразятся такт: 


В= Мао ао ву» а бен) 
Наив), = Мер 608 (с, в,) Ель 603 (4, В) 


+= 


Е е03 (№, е)== Ве»603 (В, в) Л.0 05 (Л, 6);.. (163) 
поэтому сумму В можно представить еще такъ: 


В= М(о.е, 03 (В) -Е Вуеь 603 (ви) Е ие 608 (её. -- 
- (вк Е (4%), 6. -- (п) 


® 
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тд а,, Ве, Тс СУТЬ прюзьщи скорости центра инерциг системы на оси 
8, У, д; эти величины могуть быть выражены ак: 


и 1 
и 
. 971 
Ве В и — бе = 09 И } ь (764) 
РП | 
ОА о, 


Вь ранснежв» (567, Л) заключастся варьлим: 84. ‘Таюъ каюь есть 
фунвия (733, №5) оть а, В т, р, Г н притомъ только оть этихь велие 


чишь, то ноэтому: 
о О ОГ. т 9Т. Г. 9:Г 
= да т 8В-|- ВЕ 81-- г р-|- б, Ч -Н» бт, 
ити, па осповаши равенегвь (757) н (764): 


51’ = Лада -- В.В | 1,81) (ар) + (1), 89  (25)8". 


Поэтому разность можду варьящею 57 и нолиою проваводиою оть 
В по ТГ выразится тать: 


Пн) (и — 42] + 


И = Ма — 


[3 ( 0, к. 4» 
-Е ыы 82 — в) (о). Си т (и — р) 
Час Ве @ с 
—М в М», — Мю — 
(4): (4) Ча) 
\ ы 
п о лее. (165) 


адЪесь ‚ии , означають проэкщи е„ На ови Я, У, Е. 
Заключаюнияея здЪеь разности можду парьяшямн де... 8р,.... 
мотуть быть выражены по 


и 


производиыми мо времени от %,... „ЧЕ... 
формул» (582) стр. 395-й $ 77-го; составимь выражеюл этихь разностей. 
Цредварительно ипредставимь себ три взаимно-перпелянкуляртяя 
35 
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направленя, выхохлийн изъ начала координаль н параллельные осям 
я, У, 2, неизмию связаиимыь © движущимел твердым тбломю;, на 
Этихь подвикшихь панрелиолнхв предстапимь себ три точки ЛЕ), 
М0’), М7), но одной па какдомь, ототоллия ошь О па постояниомт, 
разетоямтт, равномь единиц. Одновременио съ дВйствительцымь движе- 
в1емъ гВла и эти точки совершають двнжене и проэмии скоростей ихь 
на оси Я, У, 2 выражаются елФдующими величинами: 


Проэкийт скоростей точекь 


м®) м) м 


на Е 0 —” 4 
па 06 го 0 —® 
на 05 Я —@ И 0. 


ром} того, одновременно съ варьяею движевшя т\фла, положевая 
этихь точеюь получать варьййи, проэкциг которыхь на тв же оси вы- 
разкалотея слфлующими величинами: 


Ироэкиии варъяшй ноложелий точевь 


М) мо) М(^) 
на а 0 = в 
ва 065 Г 0, 0 —=143 
на 066 Я — 6, 6. 0. 


Прим игизиь тоиорь формулу (589) кл, ток Ю и кь направлено 
оги В, то-есть въ формулу эту подоталим: и вр И ® вмтО 6, Е п 
1/; тогда лонною ЛЕ) (сер. 394} лолжиа будеть служить точка ЛИ) н 


формула (582) нримегь слфдуюний видь: 


(Е со5(е 8 
8( 603 бу — 7» 603 (,)-| ею 608 (ей) Е 


Е вешь 608 (№,У) — бе, 608 (ий), 


Я 
или, при сокрамценцомь обовиачени: 


а ба 


ба — у фе их, — 09-Е ИВ;,,. (966, а) 


Е == 


подобивигь же образомь составимь още хвф елфдуюнии формулы: 


бр ры, рыба т, ... (166, В) 
би = в ри, Чи, Рае бд. Е (266, в) 


Примнихь формулу (582) къ точев ЛУ) и къ направлен ю 2, то- 
ость, въ формулу эту подотавимт: И) ЧЕ и 2 вывело 060$ (©0)), г с03 (17) 
и (0); въ этомь случа точку 2.) должио ввять въ камоетн точки 007); 
получимь: 


ЧЕ ъ 
вр + 8% — И; 45 (967, а) 


подобныхь же образом получимь: 


вы 


= д 7% — 2, ...., (16%, 5) 


[а 
Си 20, — 4... .. (1%, 6) 
Подставивь найдепиыя тенерь выражения разностей вь вмражоше 


(765) и отобравь вь немь члены, зактючаюные х., к» *», цайлель, что эти 
члены сут5: 


пон вещь 


ЯР Е = пе рвеж р 


но вели примфиить формулу (293) кинематической части (есмь 251} въ 
центру инерции: С’и къ направлошямь осой =, У, Г, то о мотея, что 
гритлены, помпоженные въ поеллнемь вызажешин на х., Хх, и», разняютея 
ироэищимь у  оретя ценчра инерии С на оси я, У, 2, елфдовалельно, 
послфднее выражен! равняетел: 


— Ме, 608 (№, вн). 


Присоедниив» къ иреобразованному тажимо»» образомь выражению 
35* 


= — 


(705) сумму (763), найдемь, что раленетво (567, Л) получить елфяуюний 
ВНДН,: 


(В. — Мея, (В, — Му зу, НВ: — Ма’ве,-+ 
((л,): в (ль): Е (ль) == (лье НЫ = МВ), Я 
(О, — (а), ЗЕ ра, — "(аь: + Ма, — 4), + 
((7,); бы (лы) 9 (в): м (а), Г Ма ей Мар.) = 0,. ( 


1 


‚Е) 


а отсюда, на освопазии леммы © 76-го (етр. 386), ВпОДбН дифферелимань- 
выл уравиешя (616, Л) (стр. 587) и (758) (стр. 543). 

Полученныя дифференцаяьныя уравненыя (758) суть диффе- 
решиальныя уравнемя первато поряднь относительно величинь 
2, Ч як; въ нимъ слвлуеть еще присоединить уравневи (119) 
стран. 105 кинематической части: 


Че . иб. ь 
р= — т феозэ-Е 4 зто.... (168, а) 

В } 
Ч= ‘дб 1 оз 2.... (168,5) 

бе 4 * 
= и воз о (768, е) 


Можло, хром» того, прямо составить Латранжевы дифференщальныхл 
уравиешя втораго порядка отиосительно координатныхт параметровь $, 
экю, э, замилония птесль дифферениаленыхь уравнен порваго порндка 
(758) и (768); эн уравленя будуть слдуюлил: 


2 ( и] 
- нА = я + (2,), созж — (Л), пою. . (169, а) 


т 
Е аа 
т (д, о а 0,1 


от 
4(5) 07 


и м 


+ ((,), сова -- (Л), этою) шт Ф -[ (№). 608; .. (969, е) 
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при соетавжыйм этихь уравнении преднолагаетел, что 2, 4,7, заклюзаю- 
итяся вь вмражеши (738, 15) живой силы 7, замфиены вторыми частями 
равенотвь (768, г, Ъ, ©). 

$ 120. Такъ называемое вращене твердате тфла ио 
инерции. 

Прежде веего остановимся на тфхъ елучаяхъ, въ которыхъ 
тлавный моментъ задаваеныхь силъ вокругъ центра инерция вво- 
боднаго твердато тВла равенъ пулю. 

Вращалельное движене, совершаемое въ этих» сдучаяхь звер 
дым тВкомь вокругь 10 цокамь иноущи О, чазазаотея ораие- 
зиемз по инериии; въ пастоященъ паратрафВ займемся изученемть 
законовъ этого вращетя. 

Прежде воего слёлуетъ получить интегралы дифференщальныхь 
уравнений; число искомыхь интеграловь равно 12-ти, тавъ вакъ 
число независныыхь коорлинатныхь пазаметровъ, опредфляющнхь 
положение свободнато твердато "вла вт проетранотв, равпо мести, 

Шесть из числа вевхь интеграловь суть илтегралы диффе- 
ренщальныхь уравненй (616, А) лвижешия целтра ннерцаи т%ла, 
остальные месть суть интегралы диффореюмальныхь уравнений 
вращательнаго двнженшх. 

Въ развматриваемыхь нами здесь елучаяхь днфференшальныя 
уравненя звращеня тфла звокругь центра янерия могуть быть 
представлены, или въ вихВ уравненй: 


(ас) 4%) @(ле). = 
ве № РР 
илн Въ видф Эйлеровыхь ураввен/й: 
ар ) 
Зе = (8. — бо» | 
Е (162, 515) 


р; ” 
6 г = (% — Заря ) 


и уравнешй (768). 


== 30 = 
Интегрируя лиффероюцальныя уразнеюмя (770), получаем 
три интеграла: 
(*,), = 7, (1‹), = С, (2), = (С, ов = (653) 


выражающие, что законъ плошадей иифетъ м\фето во веякой ило- 
скости, проходящей черезь центръ и рши. 

На основани формуль (659) стр. 472, этн интегралы мо- 
туть быть представлены такъ: ` 


(=, ад -- @дьь — С, ЕТ, 


или, нь осващи выражеюй (761) стр. 544, такъ: 


ЭГерх,-- Ведь» ту, = [0 рее. - С, а) 
Эрл, Вау -Е бели, = С,...... И) 
Хер», -- Зе, -- белу, == 5... ... (116) 


Сл лховалельно, зри вращения твердало ттла по инерили, 
злавный момент количеств деиеелая вокрура центра чнериь 
сохриняета постоянную величину и постолнное направлене 
63 пространств. 

Равенство: 

ре рб. ....... 19) 


(гд6 =О’+ 0-0?) выражающее, что тлавлый моменть (4). 
сохраляетт постоянную величину, воть одипъ изъ интоураловь Эйло- 
ровыхю уравношй (762, 513); въ самомь дл, помпоживъ первое 
изъ вихъ на 290, второе —на 2:0, трегьо— па 26." м вло- 
жнвЪ эти уравленя, получим: во второй чаетн— пуль, & въ пер- 
вой нронуводную но & оть первой части иптеграла (772). 

Такь как элементарная работа вефхъ задаваемых силь въ 
паотомиемъ случа выразитех тричленомъ: 


В.дж-- Вуду. В,дгь, 


и тазь какь изь диффоренщальныхь уразлеий (616, А), выра- 
ающихь законъ движешя понра ицериин, елфлуегь, что этоть 
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тричлень равляетея дифферепталу жизой силя центра иперии 
М › р 
(5 и", 10 остальная часть жнвой силы, а имено живая сила 


врашщалельнал`о Движоня, должна сохранять ностоянную величину: 
И 2 2 р 
5-86) =; ....... (293) 


это равенетво, представляющее четвертый интеграль дифферецаль- 
пыхъ уравнегй вралщательнато движешя тфла, можеть быть нолу- 
чено воще слвдующимь образомь: омиоживь уразнения (762, №8) па, 
2, 0, г и вложивт, получииь во второй части пуль, & въ пер- 
вой — производную по $ отъ первой части раведетва (773). 

Ияфя эти четьфе интеграла, можно ужо составить себ8 н}- 
которое понято о вращеши тфла но ннери, какъ показали 
Поансо (Ропз0) н Макъ-Куллахъ (Мас СвПас?). 

Поацео забеиль, что при вралщейи т$ла но иперши пен 
тральный эллипеоидт катится безъ скольженя по двум плоско- 
ерямт, параллольнымь иойзмбняемой плоскости; это можеть быть 
доказано елВдующимт образомъ. 

Проведемъ перезь цептрь инерщи уфла миновениую овь и 
найдень точку пересфчентя ся съ поверхностью понтральналхо эллнн- 
сонха ннердти: 


ЗЕЕ За -Е бб н. 0... (14) 


Координаты и раллуст векторф р э10й точки должиы удовле- 
творять уравпоптю (774) и равенетвамо: 


ё 2 ы й С г 
ма ве, =... 00) 


подставив» выражемя для Е, м, С, получаемыя изъ (775), въ 
уравнене (774), получииъ: 


м0" те а а 916) 
0 ==МО . ре В а ( › 


Проведемь через эту точку (3 ‚ 5) Кивытельную плоскоеть 
р р о» 0 50; 


—8 — 


къ эллипеоиду иперйи; разотолюе этой илоскоеми отъ центра 
уперщи С’ будеть равно: 


р м0 
м [55 Е К 
ИЕ + 62? 


р 0.9 ь 
— ый Уже + Зе 62 


= УИ =. (179) 


т. в., Ялоскость, касательная кз чбитральному эллитсонду 
инериаи в5 точит иереспменан ею мановенною осью, находится 
65 постоянном» разетоли отз центра инерии. 

Посинуеы угловъ, составляемныхь съ ослии Я, , 7 нормалью № 
къ эллинсонду инерщи въ точкВ (&, чо, 5), выразятся такъ: 


м УЕ р ‚ 
со (№, =) — ня ИЕ: < = 693 (4, Я) 


3.4 6.” 
ры = 03 (4, Г), 03 (№, 7) = р; == 605 (4, 2) 


е03(№, У) 


т. в., вымесказанная кассинельная плоскость перпендикулярна 
*з направлению злавною момента количество дешженя тльла 
вокруз центра инерии, а слодовательно она параллельна 
неизмльнлемой плоскости, 

Итакъ, при вращени тфла, по инерлуи, пептральный эллннеоидь 


*) Можно показать, что Д пе может быть болфе длинн®йшей главлой 
оси эллииеонда инерииг и пе можечи, быть меи\фе кралчайней его осн; для 
того составиыт, изъ равенства, (772) и (778) два сяёдуюлия: 


(8 — 37 + (© — 906 = 92—29 
(6 — 3090* + (6—8 = 216 — 62; 


вели 9 вел напменышй, а © — папбольитй тлавный момент ннерцие, то 
первыя части этихь двухь равенсавь ие мотучь быть менфе пуля, а потому 
21 


= це болве ) ш не мене = 
[С У 6 


== 888} == 


ето ностоянно прикаваетея къ двум плоскоетямт, параллельный 
неизибпленой плоскости м отбтоящимь оть нея на разстоящяхь 
равныхь Д (777). 

Движение тВла и эллипеонда совершается притомъ тажь, что 
ливня, проходящая черезъ центръ и черезъ 06% точки прикосновеня, 
воть мгновенная ось вращения; олфдовалтельно, элдидеоидь инерции 
катится безъ скольженя хо двумъ вышесказаннымь плозкоетямъ. 

Точки прикосновешя непрерывно измёияють овои мбета, и па 
эллинсонхв и на плоскоетяхь; та лин, которую точка нрикос- 
повез чертить на эллипеойд®, называется иолодбею, & та, ко- 
торую она чертить на плоскости, эрнолодею. 

Угловая скорость @ не остастся постолкною, ис проэкющя ся на 
направлен!е главпаго момента, (л,) сохраняеть постоянную величину; 
въ самомъ ДВлЬ, нитеграль (773) можеть быть предетанленъ таз: 


р. В-Е За .а-+.7=91, 


1: с0$ (ле, 8} = 94, 
откуда слЬдуеть: 
[ 
Оеов (ль о и. ьь. (218) 


Мавъ-Куллахь замфтиль, что гирмпонный эллипеондь (ем. сир. 491) 
ири вращелли тЪла по инерщи движется такт, что поверхность ето иро- 
ходил"ь черезъ дв} точки, находанаяея па наиравхеши тлавизто момешга, 
количеетвь движке ‘®бла въ постолииыхкь разоломияхь 0ть центра 
ине. 

Чтобы ‘ноказалу, это, онредфлимь точки пересфчешя новерхиости ги- 
ралиопнахо эллипеоида 


ЕЕ... -... (699,58) 


паправлентемь главнаго момента, 2; координаты &, 9», С, и раддусь век- 
торь каждой такой точкн должиы удовлеворать равенствамт: 


Е _ №9 в би 


р Ч? в @’ м а 


и —5 


и уравиенио (699, 515). Изь этихь разенсавт и изъ равенства (773) елЁ- 
дуегы 
= (119) 
я Изм? С СК 5 й 


т.-е., (, есть величина постояниая. 
Черезь эту точку ироведемь касательную илоскоеть къ эллинсонду; 
® 
разстолн!е ея оф центра С’ окажетея равиымт: 


У. 0’... 2080) 


& паправлеше сел—порнепдикуларини»ь ют мгновенной оси. Слфдопательно, 
величита угловой скорости обратно-пропоршонаяьна длни? нериендику- 
ляра, опущеннаго изъ центра С па касательную плоскоеть, проведенную 
къ гирзыцоциому эллинсоиду вь чочкВ (2, 4., б,). 

Для полнаго р®№шетшя вопроса остается произвеети еще два, 
интегрирования. 

Помноживт "первое изъ Эйлеровых»ь уравнеий (762, 13) па 
(р:3{.), второв--на (1:3,), третье— на (^: ©.) и сложивь, по- 
лучимь: 

| 40? (6;—№.) В. —%.) (6: %.) 
зам = ^^ #3, 6. ия 


Рашивъ равенегва (772), (773) и 


2 И 
р НГ =6 
относительно 1”, 4’, %”, иайдемь *): 


р — (ог 9), ГЕК’ — 9), ® = — (в — 9), (181) 


ТА: 
2 26 +) — 6" 36. 
У — в ‘96: 
5 26-90 — в? с 69 
Е 6 ›’- 9, 
5 __ 2) — @* ый 9 
е. = 3 бе. 


*) Даз краткости, пе будемт ставит, значховь е внизу буквъ %, 3, 6. 


= 88 == 
Иа овловыми перавенстве: 
216 — 0°>0, @—2>0..... (182) 


ОКАЖЬТСЯ, 910 ш’ Н в» боле нуля п Что ох боле И н ох; 
; 

ели, кромё того, прийять въ разопеть, что Е--8 > ©, то ока- 

Жотел, ч10 Й оз’ болфе нуля. 


Разность между о? й в) выразител такт: 
(ог — в) 9686 = (6 —% (6° — 28); 
отеюда видно, что 


210% 


юз, облн С? — 278 > 0, т.-в., воли 0 < у "9 


м0: 


©, За, ви 90° — 28 0, т.-0., вла > У $» 
Послфднев лифференшальтое уразнене, по подемынувлени въ 
ного выражешй (781), примет слёлуюний виллу: 


1 99? 
> 


У@,— 9) (@:—в1)(@2).. (188) 


Таль кауь производная оть 9” но можеть инфть иннмыхъ 
значейй, то ©, пе можеть выходить изъ предфловъ: 


ФИ юр, вели С° — 2/58 > 0 
о’ И вх, ббли С, — 248 < 0. 
Дли интегрированы дифферевыальнаго уравиешя (788) можно посгу- 
тать так: 
1) Если Р мене дливы средней главтой полуоси эллинеоиха ипердиг 


(6 > 23), полозжинмт: 


: : И 
97 =," — (в, —%, ) 91 5; 


5685 — 


дифференщальное уравиеше (783) получить олфдующий видъ: 


зу. ...... (189 


у живи у &— 12—21 
т — о ть (485) 
обв _ №—9 26 —@? а 
Х = ЕЕ = 6ъ : 2—2 аз м ще (136) 


Подобио тому, каюь было показало па етр. 209, условимея брать ва 
начальцое значене 9, уголь, заключающел въ предфлахь: 


т 49? 
О о: если (2), 30 


ао 
<< Го если о 


нричемъ квадрат синуса, Фо Н Начальное значенге Фо опред?лятея ВЧ, 
ов 


равепетвт: 
: ры 
ЗПР о, =“ , ( @ 


9, —4.** Фо 9, — 4.) 9 п $0 60$ фо ? 


въ такомь случа Ф будеть непрерывно возраеталь во все время дви- 
женя. 
Если означить черезъ % иптеграль: 


ф 
С в 
е 

И о 

И! — зо 

о а 

который ид, стр. 910 обозначеиь черезь Ё,й), то законф возрастаня # 
выразител так: # = 4% -- х тд № = ЖФ й). 

Велнчина % (787) есть фуикшя оть фи #; обратно, х есть функшя 
оть фи А, называемая амялитудою отъ ч по модулю &; ее обозначаютт, 
сявдующимь знакомъ: ф = ат(и, ®) или проще: ати, 

СлБлозательно: 


ф== вла |+), 9, — (в? — в) 5 ваши). 


== — 
Фунюии: 
зто, с0вф, И! — #5то 


называются синусомь амплиинуды (и), косинусомь амплитуды (и) в дельтою 
амилитуды (4); посхфдняя обовналаетен такъ: Лали. 


Изь выраженай (781) слБдуегь: 


р = & Иа сов ав (6 10} 
а = МИР мп и) | ...... (88) 
у =х ИсАзш (Ни) 


3) Еслн Р болЪе длины средией главпой полуоси пентральиаго эзлип- 
сонда инерции (0? > 218), положимъ: 


9* — 0,7 — (0, — 6,7) чи? ф 


8—9) 2/76 — 
ау о ‹ Е 


получимь тогда; 


р=х, ИаА ал (и | 1%) 
= х,, Ибзшаш (и. 4) }..... (189) 


Ух. , Иссоз аш (и. Ё + №) } 


3) Если Л равно длин средней главной полуоси центральнаго эллин- 
н Эй ь 
сонде, инерщи (С? = 218), то тогда Фи = 2. днфференщальиов 


уравиеше (783) приметь такой видь: 


440? 


1 р Е 
ре - Г о 


1538 = 
замвиивь (®,* — 9?) черевь (2°:0) и интегрируя, получимь: 


ее) 


И 


в ие — 


5 < А — о | 
Е 246 —3)8—\ РА 
усн УЗЕЕЕНЕИ 5-УЗ 


Иримежь направхеще главнаго момовта, количеств» ие 
за овь И". 

Углы {фи э опредфлятея бозъ интегрировашя изь слвдую- 
щихъ равенствъ: 


) 
т ‚.. (990) 


% 


(р == @ соз (2, 8) = — Ч 91 ф 003, 
34 = 6403 (1, Г) = Язи фзть, 
бу = 0 °03(7,2) = (60530 


. (90 


р 


откуда: 
скф =... Поз ьвоь (8 


— < 
о... ..- (293) 
ая онредфлены 2 придется произнести шестое и нобтёдное 


иктегрироваие. 
Изключимь 0’ изъ раволетвь: 


р= — ж 19 6052 - ф'’5шэ, а= ж зп ато -- 9 сова, 
получим: 
т пята — рева — 2525 6 — 200525 
эю зп ф = 99 — р ©0899 = о я 


или, па основами равенетьь (791): 


3307 5 9” 24 — 67 
и = (1—6 = бт? а. 


== 


Отсюда: 


э 
6 == Г -+ & в -- (216 — 49) */ ов, .. (4940) 


тд у? должно быть замфнено полученною выше фунющею отъ #. 


При 6? 20 утоль ж выразится такь: 


(6-20 / 4 


С. 
ЕР в +4 ол 1-й зе ати (и) › 


$ 
> 
о и @$ 
9 +: в т ОЕ? че оде? °^° (194, Г) 


Фо 
6(а 227%, ое та 
= НОА (2); 2 = И1 — Ив. 


При @? < 318 утоль ме выразитея таль: 


(ый, 50? $) 4%? 


о 
ор, бр Аб г И .. (194,2) 
Фо 


‚ _ @(% --%. 
ве № А=-ИТ — &? зп. 


Олфдовалельно, пь тЬхъ и другихъ случаяхь: 
[а 
эс = + 5$, 
тлф выражается эллиитическимь нигеграломь третьяго рода огь $, взя- 
тым вь предфлахь отт $ до $. 


При @? — 23 предетавимь эс’ те: 


. Е ре 66—33)” 
г == В х З18 — 62 


затВмь воскольвуемся слдующими разенетвами, которыл мозжио вывести 
изь формул (790); 


эс (я $), ( та = и’ 


тогда получныь: 


в 4 Ъ 6. 
аж = к 4+ + пе; хз р 6 — У 


отсюда: 


ЯР @СВ-З0 аб е) 1 94: 
жж НИ ‘у ‚ -- атс 8 (6—8) | ., (194,8) 


Поля того, чтобы составить се0$ представлено о различныхь 
видахь вращеня "ла по инерши, сзёдуетъь ближе ознакомиться 
съ видомъ полой и эрполодй, соотвтотвующихь различныйъ 
разотолнянь Л. 

Такъ какъ кажлая поломя находится на нмоверхности иен 
тральнато эллипооида и казалельныя къ нему плоскости, нрово- 
денныя черезь точки ея, озетоять отъ центра оллиасоидь на 
одном к тонъ` же разстояыт 2, то уравнешя ея суть: 


У? -- 37 -- 62 = мб' 
922 1589 Я + бе =^, №0 с 
Эту же кривую можно разсматривать, каз линпю пересёченя 


эллипооида инерми съ коническою поверхностью, выражаеною 
сиздующимь уравненень: 


ЗЕ) +3 (8—1) 2+ 6 (6—%)0=0. (995) 


сли цоптрь инерии пнемодвижеиь, то эта коническая поверхность 
предетавляеть собою подвижный акеондь мгновенпыхь осей (см. сэр. 107) 
кинематической части. 


50 — 


Изь трехь коэффитщентювь этой копической поверхности втораго 
порядка постбдшй — воегдь положительный, а нервый — воогла, 
отрицательный, потому что: 

г == ре, 

коэффиц!енту» ве у 7’ иифеть положительную величину торда, когда 
р болфе длины срелней полуоси эллипеоиха инерщи и онз иметь 
величину отрицательную тогда, когда Г) мене этой полуоси. 

Слдоватольно, оли С” < 218, т.-в., Ю длинна средней 
полуови, то коническая поверхность (795) обхватывает 085 Я, 
& нотому положя есть замкнутая кривая, окружающая собою нз- 
которую такую часть поверхности эллинсоиха, которая заключаеть 
нь 600% конець его большой полуоси; такова, напримбрь, полодля 
с еее на чертеж 77-мъ. 

Мели С’> 2758, т.-6. П) короче средней полуоси, то кони- 
ческах поверхноеть (795) обхзатываеть ов С, а поломя воть 
замкцутая кринал, окружающая собою конець малой полуоси на 
поверхности эллинсоида; тажова, напринёръ, полодя #14. 

Каждой полощи, находлщейся на одной ноловинв эллипеоиха, 
соотвфтотвуеть совершенно такая же другая кривая на другой 
половинв вго; 008 кривыя суть ливи переобчевя поверхности 
эллинсоида одною и 10ю же коничеекою поверхностью. 

При Г, равномъ длин ередней полуоси, ч.-0., при @°=2158, 
нолодями служать два эллинса 08/0’ и В,68'°Б’ (черт. 77), обра- 
зуомые пероеЪченежь новерхпости эллинсойда илоскостями: 


При (”, равномъ 279, положяни служать концы большихь 
главныхь полуосей, а нри С”, разномь 2й©$, — концы малыхь 
полуосей эллишеоила инерши. 

Эрполоди суть пловюмя кривыя, образуеныя первобчетень той 
плоскости, по которой эллицвоиль катается, е5 ивкоторою копи- 
ческою поверхностью. 

86 
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Эта коническая поверхность образуетен положеныиии ириовениой 
и вь пространств, когда центр имери врамалотасося ®вла 
НВНолВиженЪ. 

Направление мгновенной оси въ иространсев В можеть быть выражено 
зелизинами угховь № и $, подразум® вая кодъ $ уголь, соетавляемый на- 
правястиемь угловой скорости Я съ паиравлешем» тлавнато момента ко- 
личествь движения тфла (который предполагается параллельным оби и 
а поль Ф — употь, сосзавляемый плоскостью, проведенною черьзъ папра- 
влеше мтповениой осн О® и чезезъ глазиый момент С, съ плоскостью 
ОХ. Эти углы выразватютен олбдующимь образом въ проэвцинхь угловой 
скорости на незодвижных оси координат: 


о 23 ее ‚.. (96) 
РВ 
П=2" (в. (778) и Р+ф=— Е 


Аля того, чтобы составияь уравноие вуциоскаваниой конической цо 
перхности, слфдусти пиразить Р п 9 функтями времени # н за Ти» пеклю- 
чить { изъ равенетвъ (796). 

Вы сто этого можно составить дифферсищальное уравценю коне 
ской поверхности или даже прямо дифферениальное уравиеше эрцозодиу 
проиитегрировазь составленное уразнее, должны будем» нолучить ура- 
нен!е эрмолоди въ конечномь видф. 

Теиорь будеть выведено дифференшальное уравнеше эрнозоди, но 
опо будеть здёсь проитегриролано только для случая С? = 7/3. 

Прежде восто воставимь пыражен1е для производной отб * но в 


а __ РОО 
ПЕ Е оо оеоо 


Нодиюо изинель, что эта, производная выражаетел иростою фупкиею 


97 


от сот; для получен этом выражен я, нодвергиемь вторую чает» ра- 
вецезво (297) елдфдующимь преобразовать. 

Выралнвь Ги ® но формуламь (118), а Л" в 0' но формуламь (132) 
кииематитсской части, и соверпитъ паддожалия ирообразовалил, най- 
лезь: 


РО’ — ОР’ = (аи — м, бр — т), 9—0)», 


а осли замфиимъ производиыя р’, {’, "" выражешнми ихл, въ р, 4, г, полу- 
чаомыми изь диффелонимальныхь уравиешй (762, 515), со цайдезин 


бер», Вар, Ра, 
Ро’ —ОР=е- ще ,.. (197,5) 


подразумЪвая поль а, В и т слфдуюнця выражен1я: 


< 2 —_ [а а о 
- = я, = 5... (98) 


Помащью орихь величинь а, Ви фт мопутгь быть лыразиеины величины. 


01°, ©, ®,', имеНИО: 


23 --6)— 6 _ 4? 
о," — Я = ый а 


о = 1 — в, «= Я -- от, в = | 0В. а (7959) 


Выразиь, вы (797, 15), косннуем Хи р» \, в р, 4, ^ по формулам 
(791), замши, 2%, 9, г? выражешаями (781), а 12, ®?, о,’ — выражейлии 
(799), п иринязь во внимашо сифдующая хождеетва: 


96 — 3) — 36—90 + 68—90 =0, 


98 6—3) — 6—0 168 _ 
(© —3) 6-28 —9 


1, 
получим: 
‚ р у 2 о 
р’ — ОР’ = (9 — №) 
а потому: 
$ : ав ы с 
д = — ош. ..,,.. (800) 

Такова формула, пайдениая Поальсо. 

Вуфето со можно ввести въ э1у формулу величину ралуеа век 
гора # эрполодми, проведениаго изь точки пересфчена плоскости кривой 
направхеемь главнаго момента количествь лвижен. Такъ какъ радлусь 
векторь г и разетояне Л) суть катеты прязоугольнаго треугольника, паг ю- 
щато типотенузою ражусь векторь эллнисонда иперцш, направленный 
вдоль по мгиовениой оси, 10: 


2__ м0" 


{= Ош) = Везет; 2 = 55 
26* 
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а нотому формула (800) получить олбдуюний вид 


@ _ 
во 


Пронзводную оть # по & можемь выразить сафдующимь образом: 


4 а 9 7 т г г 5 г т 
параши" 65, 


(23 


Ч - Им) е-Е 2) — 558), .. (801 А) 


Изь уравнеий (800, А) и (301, А) получизгь едфдующее дифференщали- 
ное уравнене эрполодй: 


ФУ вечен 
а — в(?— ев) 


= .. (802, А) 


Въ томъ случа, когда 6? = 21, те, 8—0, это уравценю получить 
слфдуюнщий виль: 


интегрируя. получим уравнеше кривой лини: 


ех. ж(ф-Не) „(+ в) | 
и. ...... (808) 


й Е: 986 


г с ость пронавольная иостоянцая. 

Тривая, выражаемая уравиенемт (803}, изображена из чери. 78-м. 
Опа иыфеть видь двойной спирали, обЪ половины которой абсимитоги- 
чески завиваютея вокругъ точки К (г приближается въ нулю при нрибли- 
жеши ®ф къ |- со и къ -- 05); при == -—-е ражуеъ векторъ кривой имел“ь 
наибольшую величину. Лия МКМ, на которой находятея точки перее}- 
цешя обфихь половинъ кривой, есть оеь симмегрун ея. 


При помощи полученныхь ввиие дифференшальныхь уравиешй можго 
составить ссб% попле о иВкоторыхь свойствахь прочихь эрнолод1й; нач- 
тему съ кривыхь, соотвфествующихь разстолмимь 0, мельиимю длины 
средней полуоси эллинеонда инерши, 
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Вь этихь случаяхь 213 < 62, го сеть В < 0; озпачиму положительную 
величину (— В) черезь В: 


а 2% а 
ВВ — ПРЕУЕИЙ 


тотда цифферениальныя уравнешя (800, А) и (301, А) получать слёдующай 
виль: 


Ч =н-- Ча....... (800,3) 


#8 1 
и = 


Ис)” еле еав,).. (801, В) 


Изь послфдилго уравиеня видио, что вся криваи заключается между 
двумя коннентрическими окружностями, имфющими слфдуюнщие радлусы: 


Уз 


н что она ирикасаетея, поочерехио, то къ паружной окружноети ражуса 
т, то ко внутренцей--рамуса т,. Изъ дифференшалинаго уравиешя (800, В) 
видно, что при т =, угловая схорость радлуса вектора # им Ъеть наймеир- 
шую величину (В В), т.е. (@:3), а ири т==т, — напболыную везиишу 
(В =), те. (4:9). Па чертежахь 79-мъ, З0-мъ и 81-мъ изображены н?- 
которыя изъ замкиутыхь эриололйй этого вида. 


% =зИа, в= 


Въ тфхь случаяхъ, когда, разетояне Р бодфе средней полуоси эллип- 
сойила инерщи, величина В боле нуля, такъ какъ 21 > @*. 

Изь лифференщальнато уравненя (301, А) "видно, что при положитель- 
пом В эрполоми заключается между двумя кондентричееклыи окружно- 
слями, певюлими слдуюние радлусте 


и Ут, рев =Иа8 


и уго она прикасается къ инмъ поочередно. Изъ дифференшаллнато урав- 
неня (800, А) видио, что угловая скорость раллуса вектора г иметь пан- 
большую величину (А — В) = (@:3) при паибольшей волнчицив (#==т,) и 
наименьшую величину (2% — 1) = (@: 6) при нанменьшей величин (т==1,) 
раллуса вектора. Примёры эриолодй этого рода см, на чертежахь: 86, 87, 
88 и 89. 


При @° = 2 эрнолодлею служить точка К, вЪ которой 
лоскость нрикасается къ концу большой полуоси эллипсоида; при 
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(’—=21 эриоломею служить точка прикосновемя плоекоеги къ 
копцу малой полуоси эллиисонда. 

$ 121. Различе между главными осями имерщи ие 
отношению къ устойчивости вращения. 

Вращене твердаго т$ла но инерщи может совершаться съ 
постоянною угловою скоростью только вокругЪ одлой изъ Рлавныхъ 
овой инерши; въ самомъ дВлЪ, изъ лифференшальнаго уравиешя 
(783) видно, что 9” ножеть быть равно постояпной величин\ь 
только при услови, чтобы оно равпялось одной изъ трехъ величину: 
Фр, в, в; & изЪ выражешй (781) слфдуеть, что тогда равна 
нулю одна изъ воличинь р, 4 или ^. Положимь, что 9 ==, 
такъ что р==0; вели взглянемь на иерзое изъ дифференшяльныхь 
уравнешя (765, №15), то увидим, что р не можеть быть 10- 
стоянно разнымь нулю 6085 того, чтобы ие была равною пулю 
одна изъ двухъ другихъ проэкщ угловой скорости: 4 или г. 

Подобным образомт убфдимел, что @ можеть быть поетоян- 
ною золичиною только въ глфлующихь трохъ случаях: 


* 


1) если постоянно д=0 и д=0, 
2) вели постоянно * = 0 и р=0, 
3} вели постоянно 4 =0 их =0; 


вр первом случа тфло вращается вокруг малой ося элляпеоида 
икерши, во второмт — вокруг средней, вь ‘гретьемь — зокругъ 
больней. 

Въ этихь случалхь ось вращешя сохраляеть пе только иеиз- 
ифиное положеше въ твердом РЬлф, по и Кром зоо поегоянное 
награвлене въ просьранетьф, въ чемь потрудпо убфдиться прв 
помощи инзющихея формуле. 

Наприм$ръ, оли р==0 их=0, то изь формуль (791) видно, 


й т п 83= 

Что ФЕ И = 5 ИЛИ 5, а тогда изъ формуль (107) и 

(108) кинематической части (сер, 94—95) заключимь, что: 
Р=0, 0 =0, 


слфловательно, угловая скорость постоянно совпадает» 6 ово ”", 


= = 


Изь этого слфлуоть, что свободное твердое титьло можеть 
врилцаться по инериие равноморно только вокру свонхо злав- 
наз осей инерции: при такомь вращении та 06ь, вокрув 
жоторой вр ее происходить, содраняеть постоянное на- 
правлеще в5 пространству. 

Для чото. чтобы тфло врашаловь вокруг которой-хибо изъ 
главныхъ 008 инерцш, пвобходимо, чтобы начальная угловая 
скоро бы награвлепа по этой оби. 

Совиадаеть ли начальная утловая скорость св одною изъ тлавиыхь 
овей инерции, пли и, во веякомъ случаЪ, для полнаго опредблешя 


вращательнаео движешя твердаго вла необходимо змаль пачальныя но- 
ложешя главных осей инерииг въ иростраисевЪ. 


пачалелое направление 
угловой скорости и цачальную величниу ез, т.е. начальныл зпаченя 
углов» {, ж, з и проэкий Р, 9, П утловой скороети на нанравлевя 
пеподвижныхь оесй ноординать. По этимь начальным» ланнымъ и но 
формулам (47) — (54) кинематической части опредёлимъ начальный зиа- 
чея косицуеовь ^,, Ар Те. Ре Рат З У» 9» @ заефыь, по форму- 
лам (116) книиемаличеекой настт, — пачальныя значешя В» 4» Ко про- 
миий угловой скорости па напранлешя осей =. У, 6; далфе, но фор 
мухамь (772) (стр. 550} и (760) (схр. 54%, окредфлимь поличину @ зла 
ваго момента количествь движеня тЬла (вокруть центра пиерии) и па- 
чальное направяеше ето относительно осей #, У, 2, а по формулам 
(659) стр. (472) опрсдФлимь паправлеше его въ пространств. 910 на- 
иравяене возьмем за ось /”", а два друйн патравлентя, периендику 
ляримя къ нему п можду собою — за оси Х“”" п У“, Велитину живой 
Ель вращалезьиалюо движения ла, вогругь цеитра ипери опредфлимиь 
но формул (773). 

ИмЪя чпелениыя зпачешя величииь (и 2%, опредфлимь величину 
отиошешя ((7*:24); еравииеь ее сл, величниами глалиыхь централиныхь 
моментов инерции даинаго твердато. "ла, ветрфгамея с ОДНИМ ИЗЪ еле 
дующихь случаев: 


3 еы с. 
1) в. = 6, 2) 6&> 5} > 3., 3) 3 = Ч 
4) ие 5) т. 


1) Гели 6 —=2/6,, то формула (756) (стр, 556) дасть А=0, а 
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потому формулы (787), (783), (792) дадуть ф==и=ф р==0, 0==0, я, 
{-—0; очевидно, это есть случай зразцешя тФла вокругь малой оси цеи- 
ральнато эхлиисонда. 

2) Если 6? ис равно 21, но бохфе 23°, го захоп враженйя выра- 
жастея формуламн (784) — (788), (792), (798) п (794, 1); ноехояшпая % и 


знаки корней Иа, 5, Ус должны быть онредфлены по величинам и 
знакамт начальныхь: Ру 4 Го. 

3) Моли (4? — 3, то закоиъ вращешя выражастел формулами (790), 
(793), (193) п (74, 8); изъ формужь (700} зидно, чо при возраетаниг # до 
безкоцечиости величины 1) и ® приближенотея кь пулю, а 9 — г» ==пу, 
с0=еСть, ЮКЬ 
Эй 
Ве ? 


моэому мгцовенпая ость аесимитотическит приближается КЪ совнаденио ст 
положительною или сь огрицажельною осью У. 
Мы будемь подразумвать под», # положительно взятую величину 
кория: 
ЕВ у 2% (6—6) (8 -—\), 
3 96 7 


отд знаки корней Уз и Ис опредфлязея ио знаками, начальных вели- 
чит 25 И У, ВаиБ Это видно изъ равенству: 


"...... (804) 


|е 


(Эти равенетва, й также и стлующее: 


6 а 
= ИУ РЕ О —ы. (805) 
иоаги 


получаются нзъ формуль (790) при &=0)). 


Изь равенствь (804) слдуеть, что знакъ корпя Ус дояженъ быть 


одинаковь со знакомь величниы р. и зпакъ вория и — одинажовь со 
зиакомь величин! То; знаки величии Ум остаютел пеизмиитын во вее 
время днижелит. 

Мот условились считать % положительным; въ силу этото условтя 


изь выражоня дяя 4 ((790), ел. 558) слфлуомь что при возраемийн # 
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до безконечноети 4 ириближаетеся къ и $; ел другой стороны из диф 
ференцеыьнато уравнение 


4 _б—№ 
я № тр 


и изъ тото обстоятелретва, что знаки величиь т, р не могуть измбниться 
ири движенли, слфдуеге, что 4 либо неирерывно возраетаеть, либо убы- 
вает во вее время дижешя; а имелю, у иепрерывпо возрастаезь, сели 
начальныя значение 7, и ®, оба ноложительныя или оба озрицательная; 
сели ке одно изь нихт, положительное, а другое отрицательное, то 4 ие- 
црерывио убышаело. Отсюда мы дожжиия заключить, цго корень у. дох- 
жень быть взять съ илюсомь, если >20 и 7,>0 или если О и< 0 


п, обрахно, корень УЬ долженъ быть взять еъ минусомт, еели у, >0 и 
т, 0 или если р. < 0 и *, >0; въ первыхъ случаяхь угловая скорость 
непрерывно приближается къ совиаделлю ©ъ положительною осью У, во 
вторыхь— ь совиаденно еъ отрицательною осью Т. 

Придавь поро у $ падлежаний знакъ, опредВлимъ ©? изь равеи- 
ства (805). 

Изь сказаннато слбдуеть, чо, при разсматриваемыхе, нами здфеь слу- 
чакхь вращения яд, сочка, кереефчешя мгиовениой оен ст, поверхиоеыю 
эллипеоида исремЛилаютея но панраваешю (см. чертожь 82-й} отрЁяки $,, 
если начальное положеле ся было на нолузлаииев 0'36; стублен с А, А, 
указывають направлешя неремфлиенИ! ея въ тЪхь случаяхт, когда на- 
чальныя положеня ея походятен их прочихь полуэжлийеахл. Во волком 
случа) эта, точка па эллипеоид» ириближается ассимитотически кф точ 
Ъ или И, а па эрположи она деижется по спирали (черт. 78) въ одну ето- 
рону, ше измфияя направлен лвижешя во кривой, ириближаясь ассим- 
итотически къ точк? №. 

сли въ начальный моменть 2. =0 и 2% =0, то изь равенствь (804) 


слБдуеть, что тогда е равно со, а потому тогда 9="\И Ь = 00; это—слу- 
чай вращешя тфла вокругь средней оси эллишеоида инерци. 


4) Если @* мепфе 2%, то вращене тЪла выражается формулами 
(783), (192), (793), (794, 2). Знаки корней У® Уь Ус и величина ио- 
стоянной %, должиы бить опредфлены по начальными: 2, 9уз 2%. 

5) Исли (97, то №50, & ммону формую (789) ладуть 


ПИ Иа, 4=0, "=0; это случай вращенёы з‘вердаго "ла, вокруюмь боель- 


ой оеп элхинеонле инерлль 
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Главныя оси памбольмам и наименьшаго момолига инерши на 
зываютея осями устойчивею вращеня, в главная овь средние 
момента инерши называется осью неустойчива вращеныя: сей- 
Чась будеть объяснено, почему онф мотугь быть чак назва. 

ели тВло вращается вокругъ меньшей оси Сс (черт. 88) эллии- 
соида ннерщи и какая-либо причина, отклопитъ угловую скорость отъ 
этого направлены на весьма малый уголь, а залмь тВлу будет олова 
прехоставлето вралиалься по инерши, 10 отклонение угловой екороеги 
оз» оси Сс и при дальиВИ тем лвижеши ив превысить ифкотораго 
весьма нахаго предл, такь ками нодолея, опизывиемая точкою иерс- 
еВченйя мгновенпой оби въ поверхпостью эллинеоида, булеть замкну- 
тая кривая ///, окружающая точлу с везъма зВено во вейхъ сгоролъ. 

0 же самое можно оказать и отиосительно вращения вокруг» 
большей ови Оа оллинсоида иперши; воли какая либо причина 
отклонить чочку переевчетя эллинсоила мекопаиною осью изъ @ 
въ (д, 10 при лальлбйшемь движении эха точка, будет описывать 
ПОлОДИЮ (0100; ВОЛН уголь 9, воббма, Наль, то отюлопеые угловой 
скорости оз ови Су будеть возьма излымь и во велю нонениь 
движеюя, потому что веб точки полоди до, ночти етоль же 
близки къ то9кВ а, казъ н точка д,. 

Слф дов. ельно, воли *$ло вращаетел вокруг большей или хель- 
тей оси эллипеоида инерши, и ебли ому будет сообщено слабый 
толчен, волфлоные котораго улова скорость отклоиител оз оби 
па восъиа малий уголь, то угловая скорость не будеги говпалаить 
съ осью и нотемь, но будехь одисыналь около ея ифвоторую 
копическую моверхность е® восьмую острымь угломь при вершин. 
Если золчекь очепь слабъ, то отклопешя угловой екорости от 
ови инерщи столь ничгожим, что врыцеше тЪла ночти ие отли- 
чаетел отъ вращемя вокругъ оси ннершли. й 

Поэтому и можно сказать, что вращешя твердаго тфла во- 
кругь крайнихь осей инерщи инфють устойчивый характер». Сл- 
дуть при этожъ замфтить, что тапая устойчивость иметь ифето, 
в» казую бы сторону ви было палравлено отклолене угловой 
окоросум, происходящее пелЪдетие толчка, 


== = 


Телн вращение происходнло вокрумь средней ови СФ, то дВй- 
ствте весьма малаго толчка можеть повлечь за собою разлнаныя 
изибпеня движешя тёла, вЪ зависимости отъ того, но какому на- 
правлению будеть откловень изф точки 6 конежь мтяовенной ови. 
Если толчеюь перелесь этожъ коненъ изъ 0 въ $ или ВЪ $, 
(см. черт. 83), 10 при дальнзйшенъ движени колецъ мгяовенной оби 
булеть приближаться юь точк® 0; сдВдовательно, отелоненуе угловой 
екорости по одному изъ эгихъ двух направлен влечегь за, е0б010 
ноетенециое, хотя и восьша медленлое, возвращение вя къ оси т". 
Напротивъ, отелонеме колца итновенной овм изъ точки © зь №, или 
Й, влечет за собою дальтейшее улален!о ско от 0; соли же толчекь 
отклонить КОНОЩЪ мгновенной оби ИЗ 0 въ й,, Ао, И, ИЛИ В о, 10 
дальнй шее норемвщение этого конца совертается по полодтямъ, изо- 
бражелнымь на чертеж; при этомъ отклолеле угловой екороети 
оть оси СЬ въ коли концов дЪлаотея весия замфунымъ и вра- 
щен! №Вла теряет всякое сходотво еъ вращением вокругт оси Ср. 

Слёловательно, вращеше вокругъ оси Оф ижфемь устойчивый 
характеру только тогда, когда угловая скорость, отклопяяеь от 
оби (0, обтаетел въ плоскоети ВВ’, при отклоненяхь же но вобиь 
остальнымь нанравлешямь вращене оказывается пеумойчивымъ; 
по этой причинв вредняя ось инерши и называстоя овью пеустой- 
чивато вращения. 

$ 122, Врашательное двяжене но инерции такого твер- 
го тВла, центральный эллииеондл котораго есть эллии- 
сопдъь вращешя или шадуь. 

ели 3, == 5, т.-е., эллинеоидь иперщи сеть эллиосоиль 


вращен, то вращательное движоше по инерми получает боле 
проегой вилъ, потому что калуь полоди, таль и эрполоми будуть 
кругажи, слвловательно, уголь {, составляеный осью С съ па- 
празломемь главнаго момента, количеелаь лзиженя, будеть сохра- 
пять новоянную величину, & поэтому и проэкщя тлавиаго мо- 
мента па паправлеше Я будеть постолила; по там какт: 


ей — (1603, 
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то отеюда олфдуетъ, что 


__ @ 608 ф 


[6 


иметь величину постоянную, слёдовательно, вратщенте гла вовругъ 
оби ОЙ. совертается равнонёрно, а цотому и плоскость 20“ 
(черт. 33 и 84) вращается вокругь лныи СС’ равномврно. 

Но эллипеоидь инерщи ножеть быть удлнноннымь или ежа- 

тез въ первомъ случай угловая скорость © заключается лиутри 
угла СОР. (черт. 83), во второмъ— ви (черт. 84); въ первомъ 
случа подвнжный ахсоидь, образуемый положевами нтновенной 
ови внутри тзла, будетъ внф акооида неподвижнаго, образубмаго 
положешями нгнове ой оби въ проетранетвь; во второнъ еду 
подвижный зксоидъ обнимаеть е0бою акеоидь неподвижлый, кахъ 
изображено на чертожь (84); этотъ наружный конуеъ катитея 
безъ скольжения по внутреннему ненодвижному копуеу. 
. Поли начальная угловая скорость направлена по оби Я нли 
по одной изъ эквалоральныхь осей эллинеонда инершн, то ось 
вращеня сохрашяеть неизиённое положен, какь вт тфлв, таюъ 
и въ проотраногвъ». 

0ь-Й воть устойчивая оеь вращения, а каждая экватор]альная 
овь— неуетойчивая; послфдиее вилно изъ слвдующаго: сели ое50 
вращеня служила какая-либо экваторальная озь Си (черт. 85) 
в какая-либо причица перенесла конець меновеншой оен въ точку 
а, то при ‘дальюйнемь движоши этот коиедъ будехь перен$- 
Щаться 10 НолоИ оз, ОгЕхОНене угловой екороети отЪ оби О@ 
дблаотся весьма залбунымь и вращене ‘тВла теряетъ всякое оход- 
ево сь вращенемъ вокругъ ови Оа. 

Если эллипеонль инерции шаръ, то веякая ось веть ов инер- 
щи; вращене такого бла по инерции совершается съ поетоянною 
угловою скоростью вокруг всякой поптральлой осн, причем эта 
ось сохралыеть неизивиное положене въ тлф и неизывииое наз 
правлене въ пространствв. 
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$ 123, Нримфры силтъ, при дбйствг которыхъ свобод- 
ное твердое тбле врамаются ие инернм вокругъ своего 
центра инерции 

ели къ свободному твердону тёлу не приложено никакихъ 
вифинихь силь, то ого центрь инерши движетел прямолинейно н 
равнонврно, & самое тВло вращается вокругъ своего центра по 
законамъ, приведепнымь въ предыдущихь нараграфахь; полное 
двнжен!е, соворщаемое при этомь твердымъ тВломъ, называется 
движетемь ого по инерщи. 

Примёрь 99-й. Свободное твердое тВло подвержено только 
онл тяжестн, таль что къ каждому элементу объема тфль при- 
ложена сила, напразленная но ови У“, и равпая сддхдийа, гл 
с веть плотноеть вещества тёла въ этожъ элемент®. 

Въ этомь случав проэкыйи на оси коорлннагь главнато век- 
тора силъ, ириложелныхь къ тфлу, будутъ: 


В.—=0, Ву веду = 9М, В, = 0, 


глф интегрировано равтросграмено на весь объем твердаго тя, 
& М означаеть массу тЪла. 


Проэкщи на оен координать главнаго момент» этнхъ снль 
вокруг центра инорши будуть равны нулю; въ самомь дВлЪ, 
тавъ какъ зд№ь Х, =0, У, = сдйздуаг, 2, =0, то: 


(= / [зв 2040 = == 9/40 + де М=0 


()у=0, (ТП), = й Й Я 540 — рее 0. 


Поэтому центръ инерщи тверлаго тЪ ха, будогь двигаться кахь 
тяжелая матерьальная точка масеы ЛИ (ем. сир. 81}: 


В 
с == 04, Ус == 5 + ж=0, 


4 ТВло булеть вращаться вокругь своего центра по инорщи, 


=== 


Прин ръ 100-й. Вев элеиенеы овободиаго звердиго вла притя- 
иваюел къ паалу коордилать; онлы притяжения пропориональны 
маесамр оломевтоть и ихь разетоящимъ отъ начала координатъ. 

Въ этомь случав проэющи па оси коордниать силы, прило- 
женной кЪ элементу тзла, суть: 


Х, = — вю4О, У, = — 4540, #, == — род О, 


влвловатольно, ироэыуи главнаго воктора равны: 


В, = — „/ Й [ <га0 = — Мах, 
В, = — „Му В, = — Ме, 


а проэнии главиатю момента силъ вокруг» центра инернлн раввы 
пулю; напримръ: 


(4%), = — в я! : у р / ‘(у — иде — («—оду)90 = 


== бе / ГГ в40 — & || зу) = ©. 


Поэтому: при дЪйетюи этихь сил, центр инерции тфла бу- 
доть двигателя калеь евободнал матерьяльнал точка массы Л, 
притяливавмая къ началу коордицать силою: »Л”, а самов тЪло 
враыцаотоя вокругъ этого нептра по инерщи. 

$ 124, Главный векторъ и главный момент силъ, при- 
зожениыхь къ твердому тълу и иммещихь потеиаль, у 

Положныиь, что къ жатерьяльнымь точкамь 9, 2)... %,, 
образующимь одну неизм®няемую снотему, приложелы вязииия 
силы, нибюопоя потопщалы, такъ, что къ точюв и приложена 
вила, инфющая потенщаль 1.(%, 9, 21), ЕЪ точ и» — сила, 
иифющая потеншаль 7.45, у», 22), ит, д.; И; ть какая-либо 
фупедя отъ абоолютпыхь координать точки ии, Уз— какая-либо. 
функшя оть коордннать точки т ит. д. 
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Потошеаль вовй сопокушюски отихь сил выразится, какъ 
пажь уже извФетно (стр. 506 (727)), вуимою: 


и 


= 
ГЕ 


или выразнуь абсомютныя координаты точек еистемы по фор- 
муламь (45) киномаличеекой части (етр. 56), то О обратится въ 
фупецию осъ мветн координалиыхь наражетровь @) Из @»› Ф, 0, 9, 
выражающихь положен е пензмияеной среды тъ прострачетв®. 

Зная выражеше фуикщн 7, мы будемъ въ состоящи получить 
изь него выраженя нрозкщй главнаго вектора приложенных сил 
на осн Х”", У”, 7%" н проэвщи тлавнаго момента ихъ на он Х®” 
У и И”? и на оби 8, Т, И, потому что, какъ сойчаеь дока- 
жемъ, производныя оть О 10 2, У», 2» Выражаютъ величины 
проэкыйй рлавнаго вектора всей совокупиоеги силъ на оби Х”, 
Уи 2”, в промзводныя оть О 0 ф, 0 и э пыражають 
величины промяий тлавпаго момента ва лаиравхеня № (ем. огр. 
96 кинематической чаети), Ди 7. 

Взнвъ нроизводную оть (/ ио хо и прицнвъ во внимане, 9:0 


и ПЦ АТОМ Ы то * 
д, — №, ны логко найдемь, что: 
:-в 8—% 

90 к ОЙ; д; мо, ь 

рю — > даа го —2 = В. 
макимъ образомь окажется: 

те т. о ай 
В» = д», Б, = ди? В, = т о? (506) 


Составим выражене произволной оть 7 но 9: 


р» 
= 


эй бы, п 
о 


$ 


ГД: 
0: № бы 0, 
9$ =& 9ф Ро р Г ь оф ? 


— 8 = 


ЗаВнивь здЪеь &, р ©, ИХ выразбыйлии въ разноетяхь (2—2), 
(и—у,), (2. — 2»), 1.26. сдвлавь то же самое, что было д®- 
лаомо при иреобразовыйи выражешй (98) кинемаличеекой части 
иъ выражения (96), получим: 

9%; 


др = @&— 25) 9) — 9, — у) ВФ), 


8 1$), 90($), ВФ) оплитиютея отъ выражеши ((95) кипема- 
Ической и, м 84) для Р, 0, ПВ ть, чо въ цахъ, 
вмВого производных ог А,, А... . у НО, входять производ- 
ныя оть №ВхЪ же козинусовт по 0; 1.-6., волн въ пыражешахь 
(95) кин татической части заизнимъ 4 черезъ 4, то цолучимь 
выражешя лия 2($), 0$), ВФ). 

Другя выражения для 20), 0(ф) и П(Ф) получниь изъ 
выражений (107), (108) и (109) кинематической чаети, вели за- 
иЗиниь въ пихъ производную (6’— одицицею, & производных 0’ 
на — нулини; тогда получинь: 


Еф) = — зпж, 0($) = с0зж, В($ф)=0. 


Поэтому выражене дли производной оть 07 но ф иреобра- 
зуетоя въ сафлуюний видъ: 


их ду; 
и ви ж У (‘у Е 9) да; й Е, = вы) и 9+ 


о = от, 
| 603 м 5 (@,— #») ее 2—8) п. =) 

ой 

9 


ао = = (4,), воз (№, Х) - (2), вов (№, У), 


= (1,), созж — (Л, зиж.... (80%) 


1.-6., эга производная выражает велнчнну ироэеши на направлено 
№ гланнаго момента сить вокругъ точки (10); 


бр = ЛЬ (Л, №. ..... (807,58) 
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Подобным же образомь составим выражения для производных 
от О поз и по 96; мы найдемъ: 


= (4), Ве) = (2), 08) = (2), 86), 


тдЪ 23), 98), В) суть #8 выражевя, въ котерыя обратятся вто- 
рыл части формулъ (107) — (109) кином. части, если замвнинь въ 
пяхь производную э’ — едипицею, & ироизводлыя /’и 0’ — нуляин, 
а именно: 


В(5) = взят ф==у,, 96) == Мпезшф==у,, В) =у,;} 


ноэзоиу: 
т = (и), в08 2 = (71,), Ш ж) т ф = (2,), 03$. .(808) 


ВУ о обе вьо во ов ВВ 


т. в. производная отъ С по 9 выражаеть проэкщию тлавнаго номениа, 
бИлЪ на 066 7. 

Величины Р() и @9(%), получаемыя изъ выражеши (107) и 
(108) кинонатической части при зазвщени производныхь ф’иэ’ — 
нулями, & производной ое’ — вдиницею, окажутся равными нулю, а 
„В(ж) окажетея равною единяи; поэтому: 


Е, В, 


т, в, производная огь Сис ою выражаеть проокцио главнаго момента 
вил ца 056 Й. 

И такь, если вол совокупность силь, приложенныхь ко неиз- 
лвъняемой систем точек, иметь потенинло И (который есть 
фупеши оть мести координатных параметровъ 2,, У», и; 0, 20, 9), 
ано проэкиеи славно вектора и направленая осей Х“, У, 
2" выразятся частными пронзводными отз И по координа- 


аль 2, 9», 2 @ Прозки заченао моменты сиаз вокруе 
ат 
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точки 10) на чатравлевя 2, 2 в М выразится частиыми 1фо- 
заводныма ота @) по ж, 9 и ф. 

На основани равенетвъ (807), (808), (809), Лагранжевы лнф- 
ференщальныя уравневя (769) (з1р. 548) вращеня твердаго "ла, 
получаяь олВлуюций видъ: 


47 (т 0) (5) _ ти) 


а д" 4 дж ? [и . (169,58) 
91 
45) __ 1-0) 
о = гы № 


Примбръ 101-й. Твердое "Бло есть малнить, паходллийся въ одно- 
родномь магнитном иолф; составить выражеле потенщала магиитныхь 
выть, ириложелныхь ко всему тфлу. 

Говоря, что магпить лаходытся въ однородномь магнитномь нод, 
мм ноль этимъ подразум%ваемь, что матнитныя силы, приложепныя ко 
воЪмь элемептамь магнита, параллельны и пропоршопальны количествамь 
евободнато магцитизма элемептовь. Пусть иаиравлешл магнитных сть 
параллельны оси °*", & величниа силы, приложещиой къ единиц» сфвер- 
паго магнитизыа, райиа №. | 

Проэвциг па оси Х°"°, Уз п 0085 сиды, приложелной къ элемелту 
объема тала, заключающему въ себ% точку (х, у, 2), будуть равны: 


Х—0, У—0, = 


тд 4}, озпачаеть количество свободнаго магцитизма, заклочающагося въ 
элемент (40) тВла; если свободный магнитизмь элемента — сфверлый, 
г. 6., вели @р/ величина положительная, то сила направлепа параллельно 
положительной оси 20%>, если зке свободный магшитизыь элемента южный, 
(о Их есть величина отрицательная и сила направлена нараллельно от- 
рииалельной оси 50%, 

Такь кавь потенщаль снам, приложенной въ элементу тфла, равенъ 
Ко. то потенщаль всей совокунности силъ равень: 


‚= 


тдё интегрироване расирострацено но всему объему магнита, 
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Возьмемъ за точку [0 цеиерь инерщи С’ тВла и выразимь 2 но фор- 
муль (45) кипомат. частн, тогда О выразител такъ: 


ИАКа, 5,4-5,4, 


Пера «ДА 


н К веть нитеграль, выражаопий количество магиитизма во веемь т; 
такъ какъ во веякомъ тя столько же офвернато евободнаго марпитизыа, 
сколько и южнаго, о А==0, 

Величипы Че, р А называются проэкями матлитнато момента 
марнита а сея Я, У, С; веянчииа: 


ГВ: 


И ег. 

т} йе 
называется матнитиымь моментомъ магнита, & ваправлеше, цензы п во 
связапное съ алом и составляющее съ осями м, Ух РА углы, посцнусы 
которыхь равиы огношешямь: 


дж 
эре т Яро 


называется направлешемь магнитной оси магипта. 
Озвачая через д паправаов1е магиртлой о6н магнита, можем вы- 
разить 0 такъ: 


И— АА в03 (4,7), 


а если взлть направлеше магпитной оси, проведенное черезь центрь 
пнерши С’твердаго тВла, за оеь И, то иотенщаль силь, дфйствующихь 
на марнить, паходялийся въ однородно-магнитпомь нол%, выразитея такты: 


И= Л 003 0) 


т.е. есть функня только оть и притомъ: 


ие 


== ВАЗ 0; 


слфдовательно, главный вектор ‘этихь силъ равень пулю, а тяавный м9- 
менть ныветь плиравлене противоположное паправхению 


3 
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Приму, 109-й, Элементы твердаго одпороднато шара притягиваются 
\ъ пачалу коордипать сллами, дЗйствуюмщими ио закову тагот ия. о- 
ставлть выражете потенщала всей совокупности этих енль, 

Означимъ «орезь м. величину иритягивающей масеы, находящейся въ 
пэмалй коорханаль и черезь ® обпёй множитель силь тлготвня (ем. 
(205 613) стр. 132). 

Потенщаль иритяженя, приложеннато шь элементу объема, равень: 


>90, 


тд№ с есть плотность вещества тАла, а я разстояще элемента, 80 оть 
начала координат. 

Поэтому, потеншаль этихь сьль па т$ло какой либо формы, выра- 
зитея пнтегралозуь: 


тдФ интогрироваше расирострапено по всему объема т}ла. 

Пусть присягиваомое тфло ость шару, одпородной плотности и ра- 
уса @. 

Замбнимь 7 слфдующимь выразжелемт: 


и У, — 2о60ЗФ-Н О, 

гдф 7, ознамаеть разстолше пептра инерщи С (овъ же цонтрь поверх- 
посту шара) оть притлгивающато цеятра, о — разетоялзе элемента @0 
оть центра ©, о — уголь, составаяемый можду собою паправяенями, 
проведепними изъ [8 въ приснгиваютщему центру ПВР элемелту 80. Вы- 
разнмь @О въ сферическихь коордипатахь (стр. 484), лолюсь которыхь 
взять въ 1098 0, а полярная оеь цаправлена по линш, соединяющей С! 
съ притягнивающимь центромъ. Инхегрировать ирндется ВЪ слзхующихь 
предфлахь; но о оть нуля до А, но Ф оть пуля до т, но ф оть пуля до 
Эт, 
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Произведемь сначала пптегрировашя но фи по Ф. 


в к 
25 7 а 
== = ее ра == 
1 — Эисо 608 ф = 02 


В 


2 тер | вари, = р) — (+= У, — 9 


о 


Коропь, соотвфтелвуюний пижиему предфлу иптегрированя ко ф, 
еще не извлечень; ол долнень выродоль половительно - взлтое раз- 
стояще озь притягнвающаго центра той точкп шара, которая ныЪеть 
сферичееюя координаты: ф==0 ин какое бо 0; еели притягивающий 
центрь вн шара, г. е.,”, болфе Д, то для вефзхь о: 


(== У(", т в) 9—0) 
а потому: 
В 


(= 4 пер я а == среуто В. = ар. ... (812) 


о 


Если бы прихятивающи центрь находилея внутри шара, то пришлось 
бы раздфлизь интегрирование по о на дв части: оть нуля до 7е и отъ Ро 
до В; для вефхь ©, заключающихеи, между пулемь и 7., ноложительно- 
взкгое зпачеше вызиеоз нахо кория выражается розпоетью (5—0), 
для вовхь же с, заключалощихел между 7, и В, оно должно выразиться 
разностью: (© — о). Поэтому, осли притятиваюний центрь паходитсл 
внутри сферы, то О’ выразится так: 


(-= ев 15 пор! у. е-ы Вто (В — г) И .. (813) 


И танъ, нотеншель всей совокупности иризативмонихь иль, ири- 
ложенныхь къ одмородному шару, есть фупкя коордилить центра инер- 
щи шара; слФдоватольно, главный моменть этихъ спль вокругв С равень 
пулю. 

бели шаръь исзаключаеть Тъь с06% пригягивающахо центра, то, какъ 
слфдуеть изь выражешя (812) 1 теищала О, главпый векторь равпяетея 
цо велични и по налраваеню снзф иризаженя, оказываемой иритяхи- 
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зающимь цонуромь ца матерьяяьную точку массы ЛД, оелн бы она из- 
ходилась въ цептр® шара. Г 

оли тло однородной плотности иуфегь не сферическую форму, то 
тлавный моменть (вокругь центра инерции) иритягиваюжщихь сить не 
будеть равепъь нулю. 

Иримфрь 108-й. Предполахан, что вещество твердаго тва раснохо- 
жено симмотричпо относительно трехь взаныно-перпендикуларныхь 
илоекостой, поресфнающихея въ сто центрф ивердрг, и что разстояще 7, 
посьма велико сравнительно съ размВрами тФда, составить приближон- 
ное выражеше нотевщала О (811), пренебрегая четвертыми и кыслими 
схопенями отвошешй между размврами ла и разеголюемь 7. 

Начиемъ еъ того, что разложимь озномеше (^,:”) въ рядь, расмо- 
доженный но возрастающим отеноплыт отноменя (0:7) и отбросимь 
члены, заключающие чезвертыя и выения степени этого отношения. 


« й И 


> р о к. 
® 4 [1 ВФ — (1—2) = 


.3 
реа 


2.4. 


6* 8605 ф—1 6 6033 ф — 3605 
: 3 605 ф ие - ра $ 
7: 2 тс й 


4 Ван 
=] 8 Ф-- 


Здфеь ф есть уголь, составляемый налравлен!емь о (предиолагая нодь 
этимь памравлешо, прозеденпое изъ СО кр элементу @0) съ паправле- 
зчемъ, нроведепнымь изъ С’ къ притягив цей точкЪ. 

Возьмемъ лиши пересфчевия плоскостей симметрии твердаго тФла, за 
оси , У, # н означимь через », и, у косинусы углов, составалемыхь 
съ пими наиравлошемь, иронеделнымь из» призягивающато хелтра къ 
цептру ипорзцн (0; тогда о с08ф вмразптея таль: 


0608 ф ==, Оч рм-н У). 


Это выражено нодставимь зь предыдущий радъ, а самый рядъ — 
под интеграль второй частн равенства (811); при нитегрироваши по 
всему объему тла обратятея въ нуль члены, заключавлие & т, 6 линей- 
нымь образомь, потому что центрь ннерщи есть начало координат» &, 
1, 5 обратятея также въ вуль вс® члены третьей степени относительно 
&, , 5, нотому что плоскости координат суть илоскости спыметрут тЪла; 
поэтому оеталется: 


Пак №), (314) 


з 
ОР 2 
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сене Де 


Ч, е,, И есть квадратичный момент» тве хаго тфяа относительно илос- 


АВ: 


кости, перпендикулярной въ направлешю с и проведенной черезъ центръ 
инерции ‘гёла, а РГ, есть полярный квадратичьый моменть вокругъ центра 
ниерщи" С; ЛГ — масса тфла, 

На осповаши формулъ (690) и (692) страпицы (489): 


Т/=Н, — (№ -- 37 -- 6); ЗЫ, = +3, 6, 


поэтому, выражелю (814) можно дать слфдуюний вид: 


в ( + Ю-В бе — Во — ... (84458) 


т 23 


заключаюниеся здЗеь воспнусы ^, ‚у мотуть быть зыражены слрдуюжщимь 


образомт: 
7 (ии, -НА,), 


[8 с 


тр (Фи Изд ар), реет. (815) 
7 == (У, НУ, + 2, 


В авъ сть О прон одвыя по $, \№ и а, буджемь имфть выраженя 
проэкщй тлавпаго момента онхь на направленя №, Я, 7. 

Вь твхь случаяхъ, когда О есть функщя оть кобинусовъ ^,„, 
Вас ^,». ...у„» Могут быть полезны нижослфлующуя выраженя 
проэкшай главпаго момента силъ па ое =, У, Си Х, У, 

Тели О есть фупюши отъ сказалпыхь косинусовъ, то частная 
производная отъ пед по которой либо изт неремВиныхь 0, 2, э вы- 
разител завъ (наприжврь, по 2): 


и 90 092 ‚ОИ да 90 д; 
Е бы Нда дж +... бр" *›-› - (816) 


Производныя оть косинусовъ №, №, У,,....), ПО ОДНОЙ ИЗЪ 
первифиныхь {, 2, э мойуть быть получены изъ выражешй (120) 
отр. 105 кинематической части; папримбуь, чтобы получить произ- 
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водныя по 0, надо въ формулахь (120) (119) сдълаль ое’ равпынь 
единиц, а фиэ’ — равными пулю, или, что то же самоо, зам\- 
пить 4 через Фо, & величины 1, 4, ”, — золичинами: 


(аж) = ©, = — $16082 ==008 (Я,Й); 
406) = г == 1 фто = 60$ (\,2), 
(0) = в = 0054 == 603(2,0); 


тогда получамь слВдующия выражешя: 


а 0" 99. $ де др д» й 
де = дай Их д’? дж джо д 


У. Кр 
бое’ даю ^^ д 


и полобныя выражешя ля производных огъ прочихь шеети косину- 
вовъ. 


Подотавимь эти выражения въ (816) и слячимъ тогда это равен- 
ство съ разенетвомт: 


И = (1.); 608 (5,2) = (2). 08 (,2) = (1,5 93 (2,2); 


цодобнымь же образомь составиль надлежания выражешя лля произ- 
водныхь отъ О по физ сличимь ихъ съ равенотвами: 


др (дов (н, №) + (4.605 (У. 
ви 
д = (4,5; 


` 


по сличени окажется, что проэкциг на ол =, У, 2 главнаго момента 
силъ, приложенныхь къ тверлому тЪлу, ато дующин, 06- 
разом: 
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= ыы -- О 
И СЯ о .. (817, а) 
Нун, 
о а. (817,1) 


90 90 


90 
(А) осн п в — 


и ди 9 А 
О ВН .. (817,6) 


Подобиымь же образомъ получимъ елфлующия выражешя проэк- 
Ц главнаго момента силъ на ови Х, У, 1: 


т 9й 90 90 90 
(Л, 9% ^, 9). ^, и 9 и, у в 
90 ви 
о = .. (818, а) 


90 90 9и 90 
(1), == бам — В. = и м. 


90 90 
Чт М авачовь Е (818,1) 
9и 9и 90 90 
(1... Ау т 9 я бы ^. ду а 


Цо формуламь (817) составимь выражевшя проэкщЙ тлавпаго мо- 
мента на оси #, У, 2 вь прим$ рб 108-мъ; получим: 


(Л.Е = м У— р (бр. — В.) . (819, а) 


(0, = — АВ о. . (819,1) 


И Е би, А По -оль Е (819,6) 
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Предетавнмь себф, что червзь точку поресфчени Ю эалииеонда инер- 
ин тфла съ продолженомь паиравлешя 00 (0 — притявивающий центр) 
проведена плоскость касательная къ эллнисонлу; озпачимь черезь 2 на- 
правлене кериендикуляра, опущеннаго изъ С (черт. 90) на эту илос- 
кость, черезь Ф уголь, составляемый папрапленемь 2 съ наиравлен!ему 
СК, черезь Г-- моменть инерци тфла вокругь оси ОСК, Черезь Е, 5 
координаты точки К относительно осей м, М, 2, черезь г — длину ра- 
длуса веклора СОК и черезь О) — разетолн]е хасателыюй плоскости оз 
С; производемь сяфдуюния ирообразовашя: 


| 


ЭХ — 928 -+- 3 р? -+- 6 2 603 (и, Я) 


Е НЕ НЕ .д1 
= УЕ Вары 6 Я оз (и, = 


708 (и, У) ое Се (, 2) 


60$ 


Зи = 
гогха выражешаму (819) можно будеть дать слВдующий видь 


(= м (, 603 (п, 2} — у603 (и, у), 


с* 608 { 


(1), = эеть (, 608 (и, =) — > 605 (и; 2) - (819,515) 


5? 608 ф 


(Тк = ат ( 608 (1, №) — 608 (и, =). | 
Отсюда цидио: 
имо злавный моменть Л, чаьеть направлено, перпендикулярное къ 
СК и № %, 
ито, ставь ноами въ С, золовою по направленно п, и смотри на 
очку К, будемь члиьть ноправлеще Л. по львую руку, 
ино величина Л, равна: 
‘ 


Зек 
ПФ, ны (820) 
„. 18. 6. величина злавнало момента злипяженй обратно пропориональна 
уиретьей сзиснени фазоможия т прямо пропорийональна моменту 
инерции пиьла вокрую ливи ОС и прямо пропортональна танленсу 
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ума ф; слЪдовательно, когда лиш ОС совнадаеть сь одною изь глав- 
цыхь осей нперши тла, тотда М, равешь пулю, 

Шохин 9, =, то (Ле==0 (819, с); +. е., если тёло есть чло вра- 
щешя вокругь оен 7, 10 тлавный моменть перпендикулярень къ этой 
оси. 

Примфрь 104-й. Прибанженное выражевне потенщала силе тягот}- 
ня, дёйствующихь между двумя такими тфа мн, кавъ въ примфръ 
103-мъ; нредполагаетея, что можно пренебречь вторыми и высшими сте- 
пенями отноменИй: (4.45: 2%), (11°: 2”), (4,*: 8), 4, и суть паи- 
больше размфры того и другаго тЪла, и В — разстояшо между нихь 
цептрами инерции. 

Пренебрегая этими величину, хогко изйдемь саблукииее выражезие 


для 0: 


-3 +6, —8 Е ол 
г м м, ЕВ 31 м вы, | (24) 


тд® М, М» суть массы тфлъ, (,, В, ©, — главные момепты инерщи 
перваго тфла, 3(,, В», ®, — втораго, Г, п Г, — моменты иперциг твлъ 
вохругь прямой, проведенной черезъ цептры инерщн. 

$ 125. Элементарная работа вобхъ задаваемы 
приложенныхь къ твердому тблу. 

Лвижене, совернаемое твердьзь тВложь вь точени безконечно- 
малаго времени @ё, можеть быть разложено па вращательное лвижене 
вокругь какого либо полюса Ю и па поступательное лвяженте, общее 
съ этимъ полюсомъ (кинемат. часть, стр. (79 и 127). 

Проэкции на оси Х“", У®, “> перембщеня, совершаэмаго 
какою либо точкою тверлаго гфла, могуть быть выражены такъ: 


ь иль, 


Чт — аа, -н (2—2) 9 — (у— чу) 1 


бу = у, + (в —,) Ва — (2—2) Ра... (892) 
42 = 42, + (у — 9,) Рё — (#—2,) 04 | 


Поэтому, сумма элементарныхь работь вовхъ задаваеныхь сплъ, 
приложенвыхь въ тверздому тВлу: 


Ул = Уау-н 24 
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можеть быть предотавлена подъ слвдующимь видомъ: 
ВЧ ВВ „4, -= (4. Ра-ь(л,) 9а--(Л,) „Пень 
— Ваз, 60$ (В,@8,) = 1,005 (Л„@у@аь, 


тлз 45, выражаеть величину и направлон1е нереязщеня точкн А), 
принадлежащей звердому тфлу. 

ели бы звердое "бло совершало поегупалельное движене и при 
чомь 0 самое, какое совершаеть точка /0, то работа вовхь задалае- 
мыхъ силь равиялаер бы: 


Ваз, воз (В,@8,),....- (323) 


& если бы звердое тВдо совершало вращательное движен!о вопругъ 
неподвижной точки /0 съ тою же угловою скоростью, кавую оно 
иметь въ полномъ движении, 10 работа вовхъ задаваемыхь силъ рав- 
нялась бы: р 

С ОТО, о оооовьаоь {$24 


Вь полиомь движеши тЪла элементарная работа задаваемыхь 
иль равна сумм работъ (828) и (324); поэтому молино сказать, чго 
суммазлементарнохо работе оспть задаваелиез силз, ирилонен- 
ны но твердом ттьлу, моееть быть разаоэжена на деъ части: 
а работу (823), совершаемую авми ва постутилнелономо двиисе- 
зи тала, общеме сз движенаеме полюса 0, и на работу (824), 
сосершиемую ми в0 вращительнома донвещи тала вопруз 
211010 1044064. 

Тау калеь разложения одного и того же движешя ‘Вла па чаети 
поступательную и вуцательную многообразны ло безконечноети, то 
столь же многообразны н разложения на дв части олементарной ра* 
боты сплъ, приложенныхь къ твердому тВлу. 

Во веякомь случа}, элементарная работа силъ въ поступательной 
части поремьшения творлаго тфла равняется произведению изъ пере- 
мВщошя полюса па величину прозкции главнаго вевтора силь па па- 
правление этого перомщешя. 


— 589 — 


Эломоптарнал жо работа виль во вращательтой части перезйыце- 
шя чвердато гла равняется произведен изъ узловало перемьщеная 
а{ ив величину проэкщии главнаго момента силъ (вокруг полюса) 
па направлеше итновенной оси. 


Вращательная часть суммы олементарныхь работь можеть быть 
представлена въ видв помпоженной па Ё суммы опредЪлятелей 


р 9 В 


й 


> | т— я» уу аа, |}......(825) 


кождый изъ этихь опредфаптелей можно разематривать, вакъ выражене 
величины объема параллелопинеда, построеннаго на сл®дующихь реб» 
рахъ, ироведенныхь изъ точки Ю: одно ребро есть длина, изображаю- 
щая угловую скоробть 8, другое — сила Ё ириложенная къ точкз (2, 
у, а) тнердаго тфла, третье — радусъ вевторь, проведенный въ этой 
точкй изъ точки Ю. 


Вращательную чабть суммы олементариыхь работь можно еще 
представить въ вид слВлующато тричлена: 


(Прив = (ЛрлааЕ + (Л. ...... (825) 


Точно чавъ же можеть быть разложена на двф части сумма ра- 
ботъ задаваемыхь силъ на протяжени питтожно-малыхь возуожныхь 
перемфщешнй точек твердаго гла; этим разложентемь мы уже ноль- 
золались въ 8 119-м5 и оно выражено было формулою (768): 


#=8 


„-= Уду:-н Ява) = Ге, 008 (Е; ,в) == 


== Ве, 003 (В,е„) = Л,0 003 (Л,,0);..,,., (183) 


т, в. работа, советиасмия при всякома таетоэено-маломе в0з- 
моженомь перемтиценти твердо зулъла задаваемыми силами, 


Е 


призоженными ко нему, можеть быть разложена на деть части: 
1) на работу 


Ве, 603 (В,в») == 84, 


совершаемую или в5 поступательной части перемщеная 
2) на работу 


Л. оз „,0) == 12,0, -н (45,0, = 40, = 
=, = 4,0, = Е, ...... (898) 


соверщаемую ими 99 орешетельной насти перемьщеня янола. 


Нели вол совокупность задаваемыхь сить, приложенныхь къ твер- 
дому тфлу, имфеть потепшаль @, который выраженъ въ видЪ фупкци 
ОТЬ Жо, Ую» Яюу Ф; 26 В 9, ПИ ОТ 2%, Ую, @ю, Ашз Щщ» Уж, А И» у» 
№, №, №) ТО элементарная работа силъ на поступательлой части звоз- 
можнаго перемфщепия трла можеть быть выражена тажь: 


9 9 
Ве, вов Вуь) = ва ь р Ву = пра». › (899) 


потому что частныя производныя ог» О ло 5», У» @» выражають про- 
экциг главиаго вектора ДВ на оси Х*, У и 9% (см. (806) стр. 575). 

Вторая часть равенства (829) выражаеть приращене, получасмое 
функщею ( ври ностулательномь перомфщеши всего твердаго тЪла на 
длину ©»; поэтому нроэкщя главиаго вектора В на паправлеше =» вы- 
ражаежея отношешемь ириращеня, получаомаго ноте? Цальною фупк- 
щею И ири ноступательномь поромфщени тфла на безконечно-малую 
ДЛИНУ 6» Нан 88» по этому направлению, къ величин этого пережвще- 
т1я; обикповенно это отномен1е выражають пимволически »® вих® про- 


„ 
изволной -— у таль 410: , 
блю 


(829, 513) 


тдЁ вторая часть есть символ, имфюний сяфдующее зпачеше: 


ай 00 з порки И ор 
а == ди 603 (в, Х) = дук 603 (6 У)-н 9, 08 (=„„)..(880) 
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Пусть 50 ость приращене, получаемое фулкшею ( при вращении 
творлато т№аа па пичтожно-малый уголь 0 зовругъ какой либо оси А, 
проходящей черезь точку /0. Эломептарпая работа, совершаемая при 
этом вращеши вефми силами, нызюжщими лотенщалт О, выразится съ 
одной стороны приращешемт 5.0, съ другой стороны ипронзведешенмь 
Лой в0$ (Ль,А), & потому проэкщя главнаго момента Л» па направлеше 
„А можеть быть выражена въ видё отпошен!я (5,0:0 это отпошене 


„ @0 
тоже изображалоть спиволически нодъ видомъ производной о зам- 
А 


вяя 8,0 черезь 40, а 0 — черозь @24; такъ что: 
ай 
тов (831) 


Наприм$ръ, проэвщи главнаго момепта на ост Х°®, Уз, я, У вы- 
разятся символически вт, видв произволныхь: 


И аи об 
у 4 Ю (7, = 49 , (1, 47 з 


я аи 
О.И, 


значешя этихь симводонь выражаются формулами (818, а), (818, Ъ) 
(817, 2), (817,5), ириведенпыми выше. 

Въ примйнеши же къ проэкщямь тлавнаго момента па оби 20°°ъ, й, 
и М эти елуроличесвя иропзводныя нолучають Руквальиий омыель, но- 
тому что углы э,, э5 п э, входят явиымь образом вь выражеше 0; а 
именио: а, есть уголь 2, э.— уголь 2 и э„— уголь (0. Поэтому то: 


я 
(2 и. == — , (1,). = 05 № 93 (1„№) = =, 


какъ было доказало въ $ 124-мъ. 


$ 126, ДЛвижеше свободнаго тверлаго тбха, къ которому 
приложены свлы, нуюния потелиалу, выражаемый Фор- 
мулою (310); пентральный эдлилеонлу инериик твла сеть 
эалиисондт, вращеня вокругъ оси 2, 

Въ этомь случаВ центръ инерши твла находится въ покоф, или 
движется прямолинейно и равномврно. 

Составимь дифференщальныя уравнеши врацательнаго лвиженя 
вида (769, 13) (втр. 578) для настоящего случая. Такъ какъ ин 
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продиолагаень, что 9{ == 3,, то живал сила вращательнаго движеня 
выразится такь: 


= 5 р 6,7) = (в зве  -- (ф)*) -- 622), 


притомъ 
И — 4030, 


ноэтому въ пастолиемъ случа: 


" от Е. 
и =, == (0?,-на,)-=67%,, == 6”, 
97’ 5 2 6 —@ ВИ 0 
дя = ок’ 603 0 — © пою за ф, = 5 р = 
9и ди Л 
> — 46310, о 0 га = 0; 


сифдовательно, дифферентальныя уравнены вращения гла, суть: 
ЭГ." == 91 (ое) зп 608 — 6 гие зш ф -— Айя, 


Послвдыйя два уравнентя дают слздуюше интегралы: 


ЗА, 5 ЭС, = Фу, = б.н... (832) 


Первый изъ этихь интеграловь выражаеть, что проэжщея на, ось 
И“ тлавнаго момениа количествь движеня вращающагоел тфла со- 
храняеть постоянную величину; второй интеграль выражаень, что 
проэкщя угловой скорости па 06 2, сохраняеть иостеяниую вели- 
чину о, 

Кромв того, такъ к ‘5 скороеть центра инерщи т ла сохраняеть 
постоянную величину, 10 законъ живой силы дасть слдуюный ните- 
гралъ: С 


Зе ане ( -= 6?—24, = 84% 6034). . (834) 
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Три полученияе интограла (832), (888) и (834) подлежать 
дальнфйшему интегрировано. 

Замфнивъ въ интогралв (832) воличины р и 4 выражешями 
(168) стр. 548, & ковинусы ^,, №, >, — выраженями (49), (52), 
(55) кинематической части, получимь: 


ЭГою зп ф = 0, — ©, 00050;...... (882, 3) 
& исключив отсюда и изъ интеграла (884) величину 0’, получим 


уравней!о: 
фт =8 (885 
Е р тете еньь ) 
тд © веть иногочлень третьей степени отъ с03 0: 
э__ [2 — бои? и (С, — бою 08 2 
(лье 5 эт? ф Г яь .-- (886) 
Если въ какой либо моменть времсни проэкшя угловой скорости на 
ось сныметрш (2) “№ша равпа пулю, то это же самое будеть и во все 


время движения; в этом случаб дифференщальныя уразнешя (382118) 
и (886) получають слблующй, болфе иростой, видь: 


Е, олень нь (8358) 


с 


ош = 6... (885.8) 
х (2 == 03) @ — #й— а. 


Эти уравнешя виоляф сходны съ дифференщальными уравиешями 
(338) и (835), олредзляющими движеше матемалическалю маятника при 
дЪйотвйи силы тяжести (вримфръ 27-й, стр. 206—216); разпиха состонтъ 
лишь въ томъ, что на мфет велизилъ: 


:й 9 [2 в 
ф, фт, 2: в, 


заключалшихеся в уравнешяхь (838) п (885), въ повыхь ураввешяхь 
(332, В), (835, В) стоять величины: * 
АВ И 
ф, ж, С 9} 
88 
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Изь этого слфдуетъ, что ри ® = 0 вращене осн 2 ттала вокру 
центра инерши совершается такъ, какь совеуаетея двиожене мате- 
матическао маятника длины: 


а, (39) 


р 
700» виящемь силы тяжести. 
Поэтому, ести начальныя угловыя скоростн 2’, 9, п пачальпый 
уголь Фо таковы, что: 
, . , 
603, -н=2, =0, 


то вращательное движен!е оси совершается по закопамъ, выражае- 
мымь слфдующнын формулами: 


603$ = 6038 — (603 В — 08%) 1? я (и,х)........(838) 


ый о 
вт В эт @ 1 4% 
== ен Е 
Е и 1-05 В соза-++с0528 | (1-к 603 В) р ЗЕЕ 
5 о 
% 
И ац 
1 Неа р (839) 
О чо 5, 


тд сов © и 603В суть корин уравнены 9, =0, 


в 605? В — с03?&, дя уе 
ЕЕ 2003 В с03 а -- 60328’ 0 ЭГ 22 2 


То 


& : 605 В — с0% 9 
Е ЕЯ ы Эта и И ь к Е 
У 1 — зил 605 В — 608% 
о 
% 203 В — с05а $ __ 6038 — 603 а 
1— 1-5 св 2 2 1 — сов ° 


Вращене твердаго тфла вокруть осн Й совершается при этомь по 
слфдующему закону: 


: 
=» м 608404. ......-.. (840) 
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Еслн же ® не равно пулю, то вращеше оси 2. вокругь центра плер- 
щи совершаетел ицаче, чфуь движоше математическато маятника. 

Каковы бы пн были почальныя обстоятельства враацешя хВла, , е. 
величины Фо, 26%, 90; 9, Ж, 9’, мм опредфлимь постоянимя о, 0, 
ий, но формуламь: 


© — 608, -Н 9%, О, = ЭГбо ЗИ фь - ©0608 
У В ” о» 
№ = то [оу ВР, = (0 |= © 0* — 4008. 


Постоявныя #, п С, мы замфиимхь двумя другими зеличинами, при 
чемъ пфеколько измёиимь видь дифферепшальныхь уравневй (882 8) 
и (834). 

Отложимь оть центра пнерщи т$ла по оси 2 данну В=ОД (черт. 91), 
выражаемую отношешемъ (387); проэкщя этой длины на ось °?Ъ равна 
ПВ воз ф; скорость © точки Ц п проэкщя этой скорости на плоскость ХУ 
выразятея так: 


= ВУ) т ф = (0, оз (0,2) = Вжзшф. 


Еели въ дифференщеальномь уравнони (834) замфнить %\ отпоше- 
Щемъ (.42:9), то это уравноте можно будеть представить такъ: 


1 — т 6.0? 


в; — Вов = жж = 6,. (884,1) 


тд В соть длипа, имзюшая то же самое знаметие, какое им\еть длива, 
озпачениая '"Вмь же знпакомь яъ ирим$рВ 88-м (стр. 285); а имецпо 
#==ф есть уровень той плоскости, до которой достигла бы свободная 
точка, брошениая параллельно отрицательной оси >, если бы она 
была подвержена силБ тяжести по паправленю положительной осн °ъ 
и была бы брощена изъ уровня нлоскости #=2003 Фу еь начальною 
скоростью $5; пусть В, ВВ, (черт. 91) есть лишя нересвчен1я илоскости 
72 въ плоскостью 2 =5. 

Въ другомъ дифференшальномь уравнении: (832, 615) также замвнимь 
\, вышесказаннимь отпошещемь п, кромВ того, предетавимь (С, подь 
видомь: ь “ 


ий 
С — бо В, 
33% 
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(дв Ш) ость пфкоторая длина), тогда этому уравнешю можно будеть 
Дать слВдуюций вид: 


Ве зв ф == оз (6,7) == 9 а 632. А) 

Такимь образогь въ дифференщальныхь уравненыхь (882, №15) и 

(834), вы\ето прежнихь постоянныхь С, п Й., введены новыя постоян- 
ныя бн Д. 

Возъмемь точку О (цеплръ инерции) за пачало коордипалныхь осей 
СХ, СУ’, ОЙ’ иарэдлельныхь поподвижнымь осямь кооудинать; пусть 
$ 1, $ суть коорлилаты относительно этихь осей, 

Кромф плоевости 3==0, проведемъь еще другую ихоскость: 3= 0; 
пусть О, ОХ) (черт. 91) есть пересфчел!е этой плоскости съ плоскостью 
осей 27; проведем черезь точку Д врлмую Н@ЦЕ параллельную оси 
(7. Очезуано, чз НИ будеть оорд’ атою $ точки Д, а еели узоскость 
72 (плоскость чертежа) будоть случайно совладать 5 плоскостью ОХ”, 
то СН будеть коордпнатою 1 точки Д. 

Так какь: 


В 003ф—=:= ИИ, Взшд-= ОБ == ОЕ-=у, 
РВ ф=0--у-= ЕЙ; Взф— = 


10 уравнезия (834, А) и (832, А) выраватея таку: 
=29%4 —№)-==990Д.... ... (834) 


ет (2,2) = 


6.092 —; блюд ЕЦ — ба 
р - а т (ЕОП).. (839, А) 


Первое изъ этихь уравнешй выразиноть, уго квадрахь скорости точки 
Ц иропоршюнахень высотФ этой точки надь плоскостью В, ВВ»; вто- 
р0е — ч10 провкщя скорости эзой точки но илоскоеть Х’У’ пропор- 
тональна таптенсу угла ВОД; притомь олфдуоть замфтить, что тань 
каж 9 31а (4,7) за, то 2’ ныветь положительное значеше, сли 
точ Д ниже плоскости О, ОД. и отрицательное зночеше ль противо- 
воложном случаЪ, т. е., в перзомъь случаВ прецевйя положительная 
(см. иушем. часть стр. 97), во втором® — отрицательная. 

Когда введемь въ млогочлень 5 (886) дляны Ди б выфето С, ий, 
10 оть получить олвдующий вид: 
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8=в 6—0 ®—2—В0Ь-У |... (886,1) 


›_ бое бе’ И? 
= эй = 92 Э 


Въ силу уравненм: 


ВА == (9 


= #6 2088. .... (835, А) 


координата $ точки ДД можеть получать ири движели т$ла только т 
зпачешя, которыя дфлають выражен: 


5 —=—#-- 6 — Нр-+ (+ 220); — (№ -+ РР) 


положительным; нэь того же уравпешя видео, что в начальный мо- 
менть временн э10 выражен е имфеть положительное зидчеше: 


2: Узи = 2 „у. 


Принимал въ соображене знакн величинь, въ козория обращается 
ЭВ? при нижесявлующихь значешяхь $: 


Зпачешя 3: —=, — А, до = 2, >, 


Зпаченя 835: +=, — И(Б-- В), р (4), — ИФЫ— В), — =, 


мы заключимъ, что ©АЗ иметь три дЪИотвительные корня: одинь (83) 
между (— <>) и (— @), другой (№) между (— №) и и трем (,) 
между 30 н А. 

Воф зпачеи $, заключаюнщияея въ продфлахь оть {» до 3,, двхають 
выражеше 93 положитольнымь или разнымь пулю, а‘нотому это суть 
ьс$ 1% зпачешя, которын можеть получить производове 0608 во 
время движетя ‘бла ири дамныхь пачальняхь обстоятельетвахь. Велфл- 
стве этого, подобно хань ла отранилф 208-й, сдЪлаемь такую нодета- 
новку: 


= 0-9, лень е + (844) 


номощью которой дифференщальныя уравнения (835, А} п (832,4) по- 
лучать слёлующий видь: 


М в АУ 
и ое 
@с боГВ-р р—в 
г = ег -Н ЕЕ (932.0 
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Величина Хх” выраждетсл отноненеме: 


о 


ь. В” 


которое во всякомЪ случаЗ менфе одиницы, такъ какъ $, >> $. 

По сходетву этихь дифференщальныхь уравненй съ дифференшаль- 
пыми уравпешямн (342) стр. 209 и (355} стр. 218 коническаго маят- 
шика, мы можемъ заключить, что уголь ф измфнлетея пер1одически въ 
предзлахь: 


810008 (®) й 516005 ® 


и 10 измфнеше этого угла (пли нупилия оси СР) совершается по зако- 
нам простаго конпическаго маятника, причемь продолжительность раз- 
маха (т, е., перехода оть верхняго иредфла къ нижнему, изи обратно) 
равна: 


ы 
— 


—1/% . в 41 
т=Уух УЕ ии... ,... (849) 


о 


Движете зе прецесоопальное, т. с. законъ измфвешя угла ж, мо- 
жоть весьмо разнлться отъ Закопа изывненл этого угла въ матемазиче- 
скомь маятиик®; въ сомомь дёлЪ при движеши послёдняго знакъ пре- 
цесейн не пзмфняется, между тВиъ, кавъ въ разематриваемыхь нами дви- 
звеннхь твердато тЪла могуть быть случан, въ которыхь прецесыи не- 
реходпть нер1одически изъ положительной въ отрицательную п обратно. 
Это будеть происходить лавфрло въ 1№хь слузаяхь, когда 0° < Вы 
(Ф—5)>> 0; дествительно, вь этихь случаяхь мпогочлень 8 при 
==) нолучаеть положительное значоше: (Д—5) (1*— 00°), а это 
значить, что нлоекоеть 3= находиея между илоскостими = и 
$ = н что слбдовательно, при каждомь нереходВ точки И’ оть верх- 
няго предёта къ вижвему п ирн кождойъ обратномь переходв она 
холжиа будеть проходить черезъ уровень 3=Л); а на этомь урозн\, 
какъ мы уже знаемъ, прецесел мфнлетъ знашь. 

Вообще движеше оеи (0 можеть быть весьма разнообразно п это 
разнообразе обусловливается большимь разнообрайемъ 
которыя могутъ имфть величины 5, Ди Е, 

Длишы 6 и О опредфляютсл но пачальнымь обстоительотвамъ дви- 
жешя помон(о формуле: 


хь значений, 


= — 
=, —№............. (843) 
ре ВИА +5... -(844) 


а м 
Жо 


разность между ними равна: 


Изь формулы (843) видио, что 6 пе можеть быть болфе ДП 60$ фо, 
то сть, что уровень В, В.В, ие можеть быть выше того уровня, въ 
котором» находится точка 7] вь начальный момешеь, 

Длина О, какъ видио изъ формулы (844), опродфляется величиною 
угла Фь п велияниою отношоешя (9’5: 2%'.). 

Когда извфетны 6, ри, то можно онредфлить корни $, и 3» урав- 
ненйя ©13 =:0, 

Между прочимь можно замтить, что эти кории суть координаты 
точекъ переефчешя кривой: 


= -РР-9 0...........(846) 


<ь кругомь ращуса @, имфющииь цептръь въ точкВ (С; это можно 
заключить изъ дифференальнаго уразненя (885, А), если предетавить 
его нодъ слВдующимь видомъ: 


о Ра 


Ириван (846) продетавляетм, три разповидиоети, емотря ино знаку 
разпости (2 — 6); во всякомь случай кризан находитен только въ той 
части илосвоети (3), м8 $ >68 п по пероходить въ ту часть оя, ГВ 
<. 

1) Если (Рр—В>>0, то кривая состошгь изъ двухъ безконечно 
длинныхь вЪтвей, переезкающихея въ точ» 3—7), $==0 и взаимно 
симметричных» относительно оси 0; со сторонъ а, па, (черт. 91) обЪ 
вЪтвн удаляются въ бозконечпость, ирибянжаясь ассимитотически къ 
прямой 3==6, съ другихь же сторопь ©, п с» вп удаляются въ безко- 
печцосль (= 5, $ == = ©) нодобио параболВ; первая часть равенства 
(346) имфогь положительных значеня вцутри областей с„Даз и с, Ба, 
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2) Если Р==6, то кривая обралцастея въ соедипен!о прямой лин 
$ = съ параболою 5 = ($—6) (ом. черт, 95-й, гд\ парабола, изоб- 
ражена линзею с, Гб»); первал часть уравнешя (846) лыфеть положи- 
жельных значения впутри областей „ДР, ие. ОО,. 

3) Емн (р—Ь)<0, то кривая распадается на двз пеперес*- 
калтияся и непересЪкаюния овен ОЙ вЪтви соНоа, и ста, (Черт. 96); 
важдал изъ нихь подходить въ ови 07 на ближайшее разетолн!е при 
$=25—Л (в и, ни.) и ныфегь по одной точиз перегиба при 
}==(46— 3.0); первая часль уравневя (846) имфоть положительныя 
значешя въ частяхь плоскости Мен Д, (см. черт. 96), 

Пелн пожолаем»ь составить себ} ифкоторое цоняе о разлниныхь 
вндахь движешй, котория можеть совершать точка Ц зращаюжщатося 
тфла, то должиы булемъ обратить внималие не только на знакъ разности 
(р — 5) но таюжо и па знашь разноеги (® — 17°). 

При нослфдующихь разсуждешахь падо имфть въ виду, 410 кривая 
(846) во воякомъ случа, либо нересВкаеть круть ралуса В, либо ка- 
саетел къ нему; в5 самомь дфлв, ъ пачальный момепть двлжевщя пер- 
вал часть уравнены (846) должна быть, либо болфе нуля, либо разна 
пулю, тажь какъ опа должно равиаться (12° (0'.)*: 28). 

4. Случаи, ов которыть 0) больв 6, т, в. (р— 6) > 0. 

Случа а; 0 1%, т. в. > Ш” (— В). Вь этихь случаяхь 
кривая, олисываемая точкою 1], дохяша пыфть видъ, изображенный на 
чертежахь 92-мъ и (92, а). Нуташя {ф’ обращается въ нуль, какь па 
параллели 4; (Ц Ц.” ва черт. 99 и 98, а), тавь и на параллели Фо 
(Ц’, Ц”, на тЪхъ-же чертежахь), ха 


Е $ $ 
ф, = 26608 ( т ь), ф. = 216608 (&); р 


но па первой параллели ирецеёеи отрицательная (2%) па второй— 
положительная (2%’„): 


Ее —Узе® = =. а — У м 


потому что въ этихь случаяхь Г ыенфе }, и болфе з,, каюъ сказаво 
выше. На параллели 3 ==) прецесая обращается въ нуль, ташь что 
кривал, описываемая точкою 11; пересфкаеть эту параллель ортотонально, 

Такое движеню совершаетъ точка Д, напримфрь, въ томъ случай, 
когда 26’, = О, а 9он {', перавны нулю; тогда В == 0 603 фу. 


%° 
Ь— В 030 — р 


— 601 — 


Если бы 120 по вращалоеь вокругь своей оеп симметриь 1. с. 9’, 
было бы равно нулю, то ось СЦ. постоянио оставалась бы въ той идо- 
скости, проходящей церезь ось 0’, въ которой оца иаходилаеь въ па- 
чальный моменть движении; волбдетв1е же пращешя 12а вокругв оси 
2, ось СЦР. выходить изъ этой плоскоетн п точка Г онисываеть крн- 
вую вышеозначеннаго вида, причемъ прецеемя обралгаотея въ нуль 
каждый разъ, какъ точка ГД вотупаеть на уровень начальнаго положеня: 
И 

Случаи 6,; 17° = 3, т.е. Р=--В или О= — Л. Въ первомь 
случаВ /, ==О, т.е. : =Р=-ьЙ (юрт. 93), во вморомь фо =Т, 
.е. „= ДР ==— 0; зпачить кризая, онисываемая точкою Д], прохо- 
дить въ перзомъ случай черезь верхиою, а во второмь черозь пияиною 
точку сферы; въ этихъ точкахь нрецесоя равна пулю. Видь кривой 
изображенъ на чертеж (93, а). Пели бы тфло пе праталось пвокругь 
оп Й н точка Д должна была бы проходить черезь верхнюю точку 
сфери, то движен!е ея должно было бы совершаться въ одной мерид1ю- 


пальной глоскости, 

Случаи с; 0 8, то есь П>-ь В (вм. чер. 94) или 
р<(— 3). Нрецесыя ие ифияеть зпажа и не обращается въ пулб; 
вривая, онисываемал точкою 1, иметь вилъ (94, а). 

2. Ома, вв поториж О=, 

Случаи а; 0 < Д® (см. черт. 95), Ташь какь въ этихь случаяхь 
уровень $ =}. соть выфезВ съ тбмь и уровень $ = 7), о па немь пре- 
деесдл равва вулю, а тавъ какъ на нехль же п нугашя равца пулю, то 
кривая, описываемая точкою Г], иметь на этомъ уровнф точки] в03- 
врата, какъ изображено на чертежь (95, а), гхЪ иредетавлена часть ио- 
хобпой кривой. 

Таклмь образомь совермастея лзижеще точки ДЦ маиримрь в5 
томъ случа, когда ’, = Оп ж%,, =0, а э/, перавро пулю. 


Въ этомъ случа: 
5? = (8—5) (®—#— ВВ; 


стало бить: 3 ==6, 


океану. 


в 29 ты 5 — 88 УГей 02 3112 Фо 
—= 
6. Ка Пя ... 


#=е-н 


— 602 — 


Отсюда видно, что чфмь боле ©", тВиъ менфе величина разпости 
($, —5)—=0(, —), т. ©. тВыь тЪовфе предфлы, между кохорыин колеб- 
летел уголь ф. 

При большой величин © (&==9',) модуль х можеть быть выражен 
прибляженио слфдующею формухою: 


2 _ Аи Ш, 


х= 


207 Е б7 Вы › 
отсюда слЗдуеть: 

№ в 2, 

4 Уз — 56. 


Препебуегая высшими степенями отношешая (1: 6) въ выражении (842), 
найдемь, что иромежутокь 7, въ течеши котораго точка Ц’ переходить 
отъ уровня $» ==6 до уровня 3, нлн обратцо, имфеть приблизительно 
слздующую величину: 


Примияя ту же степепь ириближеля, соотавимь изь уравиешй 
(835, С) и (882, С) слщующее: 


тдЪ 3 должно быть выражено по формуль (841); ивтегрируя въ пред- 
т : 
лахь оть Ч ==0 до {= а» Пайдомь, что уголь 26 вь теченйт времени УЕ 


измВняется на сялующую величину: 


е-ЧИ В —_ В о 
я ЕЕ ти о 
ТЕТЕ В у р 


разхфаивъ эту величипу па величину промежутка времеци 7, нолучимь 
величину средией прецессш, совермаемой осью ОЙ при такомъ движенш 
тфла, вращелощахося съ большол угловою скорость. 


, ы АК 
Средняя процесйя = — (5 == — 6.5... (848) 


Прн весьма больлихь ® инторваль (3, — $) п величина промежутка 
времени Г будуть столь пичтожнщы, что глазъ пе въ состолей уховить 
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этихь колебалй; будеть только впдпо, что ось ОЙ совершаеть прецос- 
спо, величина которой (848) тфиъ мопфо, чБмъ болфе 6 и ть болфе, 
чфыь боле силовой моменть .4й; при этомь бывасть слышенъ звук» 
высота котораго соотвфуетвуеть числу промежутковъ времени 1’ въ 
секунхЪ. Нанрныфрь, бели т%ло дфлаеть 1000 оборотовъ въ мипуту, & 
©.==29,, то 7==0,015 секупды н высота звука соотвзтетвуетъ 38-мь 
колебашямь въ секунду. 

Случаи 6,; Д=Ф==-н- В, Въ этомь случаЪ ось СЯ. ностоянно сов- 
падаоть еъ овыю 27. 

Если же == — ИП, то зола © — (у В)? (В ЕР—)и 
интстралы дифферешиальныхь уравнешй (835) ни (839) будуть сл?- 
хующе: 


ЕН (Ужьювий-- ЕЕ 5, ив) ...:: (849) 


НЫ, : (850) 


Узей—г) 
У 


Дли того, чтобы подобное движене мотло иронзойдти, пообходимо, 
чтобы Д— ЕР— 3 было бол№е пуля. Мзъ раленства (849) можно ви- 
дфль, что ирн этомь движении 065 ОХ. ассимитотичесии приближается къ 
положено ф==л, причемь, каюъ видно изъ равенства (850), она они- 
сываеть спирахьно завертывающуюся коническую поверхность. 

Еели Ё—0, то точка Ц’ совершаеть движен!е, раземотрфитое на, 
страниц 241-й. 

Случан с; О=В<— В. 

ели = О, чо точка Ц совершаоть движеше, разсмотрниое на 
стралиюЬ 240-й. 

ели же Й не равно пулю, но менфе, чфыъ 


№ 
®—6 7 


то точка Д совертает» лвижеве но нЪкоторому сферическому поясу; 
этого двикешл разематривать ие булемъ.* 

3. Омумаи, въ поторыжь Г) менте 0, т.е. (2-0 

Случаи 4; 6 < П. Черт, 96 и (96, а). бриза имфезу, видь, изобра- 
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женный на чертожь (96, а); евли © >> 0, то прецесам отрицательная 
па протяжеши всего движетия, 

Случаевь 6. п 6» разоматривалть но будемъ. 

Котла корни $, из, равим между собою, то есть, кода кривая, лира- 
жаемая уравнешемь (846), прикасается въ кругу ралуса Л, тогда ось 
СР. совершаеть постоянную прецеес!ю, не имфя нутацщи, 

Такое ирикосновеве кривой (846) къ кругу ращуса П можеть быть 
въ слфлующихь катогорыхь случаевъ. 

Вь случаяхь (1, ,), кома Ю`> В >, привосновене можеть про- 
исходить только въ зочкахь верхняго полукруга (г ф <#), као 
изображено па чертеж (94, 0). я 

Вь случаяхь той ме катоторш, котла О`> 6 и призомь < — Л, 
прякосновене можеть иронеходить только в® точкахъ нижиялго поду- 
круга @д8 ф> =) Баку, изображело на чертеж? (94, 6). 

Въ случаяхь (2,0%), кола 0 = < — Л, прикосновене можеть быть 
только въ точкахь пижняго полухруга, 

Въ случаяхь (3), кома О<.Ь и кривая пыфеть вилъ, изобра- 
жениый па чертежй 96-мь, прикосполеше можеть происходить и въ 
точкахь нинцяго и вр точкахь верхияго полукруга. 

Если задаль: уголь Ф, и неличина х (или Р), при которыхь ось 
симметрии пула доджна совершать постоянную пренессло безь путаци, 
то мы можемъ олфдующимь образомь опредфлить величину прецесойн жю”. 

Прежде всего вайдемь соотв тотвенныя значешя велнчинь Дн 6; 
для этого возьмемь равенства: 


З-на = -— 9, = — ®— 280, 
= РР 


и искхочныь и35 нихь 0 п 3,, тогда получимь олфдующее уравнене для 
олредфленя ДО: 


?-н 
У 5 з РЕН 
® НЕ Г. р 


из котораго нахолимь два значения для 0): 


д =а- № (1-- Ут = 
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Изь уравпешя 93—0 найлем® соотв®тотвенпыя зпачешя ($, и 6,) 
величины 5. 

Тавимь образомь оказывается, что движеше твердато тёла бозъ ву- 
тащи при заданныхь величипахь }, = 08 Фо п можеть совершаться 
двоякимь образомъ: съ прецесвлею 


о’, =" (1 И! == 3)» В (851) 


в, ИТ (1 —у' т м. 3. (859) 


Вели 3, > 0, то 0ба рршешя возможны при всянихь ® и притомь 
тогда ипроцесыл 2’, нодожительная, а прецесми 26. отрицательная; 
первая соотв тетвуеть случаю, изображенному на чертеж (94, Б), котла 
р> Анб_ П; прецесыя же 0%’, соотвфтетвуеть тому случаю, когда, 
врнвая, нзображенная па чертеж 96-мъ, касается верхнято полукруга 
(пота ДВ). 

Если },<0, то рфтеше возможно при такихь Л’ которыя не мене 
(— 281). т. в., при 


и 65 предесстею: 


о? но мольтехь №. 
6.29 
При всякой величиль ®, удовлетворяющей этому условно, тие мо- 
жеть совершать два движения безъ путаши: одно съ постоянною прецес- 
<1ею ж’,, другое — еъ постоянною предосе!ею 2ж'’,; 06% — отрицатель- 
ныя, такъ канъ $, < 0 п корень менфе едпнилы. 
$ 127, ПриыЁрь 104-й. Пеизыфплемая система соетонть изъ отдль- 
пыхъ матерьяльныхь точек; движене совертаотся въ средЪ, оказываю- 
щей каждой лзъ точекъ сопротизлел!е, пропорщопальное ея количеству 
движетия; веф точкн этой исиззтяемой системы призягизалотел въ па- 
чаху коорлинать силами, пропорональными массамъ точек» и пхъ 
разстояшямъ оть иачаза координаль. 
Прозиши на оси Х, У, 2 силь, призоженныхь къ точкф и; будуть 
равпы: 


и и ы в / 
— идет, оу ет,, — тет’, 
поэтому проэвии па т$ же оси тлавнаго вектора, сият будуть: 
, : ‚ 
В.= — Ма, — М, В, = — Му, —&Му,, 
‚ 
В, = Ма, — 58 ,; 
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& проэюци на тВ же оси главпаго момента вяль зокрухъ цецтра иперших 
будуть: 


Ч = —е4,, 9, = —24,, Е е.. 


Еели возьмемь за осн м, У, 2 главцыя центральния ови инерщи 
нензмфняемой системы, то проэкт на инхь главнаго момента силъ вы- 
разятея тавъ: 


(Др — ор = 8, (Др «6и. 


Составпыь дифференуальныя уравношя лвижешя тфла по форму- 
ламь (616, А) и (641) отр, 537-1: 


Ме" — Ма, —&Ми,; Му” = Му — МУ, 


” й 
Ме’ == — Ма, — Ме, 


гй 
НЕ — в Я = — С ЕЕ 
а = — 4, р ==, в 54,..,- (853) 


Первых три днфферепншальных уравненя витегрируются так, хаБЪ 
указано въ иримр 3-мъ (см. стр. 46, 50 и 82); слфдовалельцо, центръ 


ннерцит неизм$няемой спетемы описываеть плоскую кривую; если \\, 60- 
=? : 
лфе 4: 10 вривая эта веть синраль, изображенная па чертожь 6-мъ 


(листь 1-1). 
Сл$лующии три днфференщельния уравнения (853) даютъ питегралы: 
о О, .—0 0: (854) 
влфдовательно, тлавный момешть (вокругь центра инеруи) количествь 


движения пепзмфпяемой системы сохрапяетъ неизмфиное паправлеше въ 
пространств, а величина его уменьшаетея но слфдующему закону: 


= 6 ",...........н. (856) 
тв 


@=уб:- са бя. 


Эйлеровы дифференщальныя уравиешя въ этомь иримфр% таковы: 
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а: = И 


й = 
3, т = = (6, — У ур т 23.4 
и — 3.04 — =б;”, 
во легко ихъ привести въ слфдующему впду: 


о а 
О = (8, — бои, 8, = (6, -— и, 


4 
6, т = (91, РЯ 53 ра, › 
не: 


ПЕ”, =", п, ——. 
Легко теперь получить интегралы: 
ЗЕ 3 -н бл? = 910", 
ЧР В 2-62? == Се "и, 
изь ноторыхь можно заключить, что центральный эллинсонль инерции 
пензмвняемой системы ностоянио прикасается къ двумъ ппоскостямъ, 


перневдикулярнымь въ направленно л, и отетоящимъ отъ центра инер- 
ци ‘на разетоянтяхъ, равныхъ: 


о... ...-(01) 


Постуная далфе такниь же образомъ, какъ въ $ 120, получим» об- 
тальные интегралы; ток, если р мене ДЛИНЫ вредной полуоси эллиц- 
соида нперши, получател слбдующйя выражешя для р, 9, ^ 


р=йхУае *' возат (“, —* в" 
ы 5 
У. ха 
= уе “зат (м =е и 


У— Ис в“ Аат (меч). 


== — 


Имфа выражения для р, фи г, опредвлимь в0$ Фи 2 по формулам: 


. Зе [6 
12 — р, 5 =; 


уголь 26 выразител тажь: 
2 @ = > @ 2 9 
ж=Г— 25. [й == (216, [@ ) & 2 В 


и $ 128. Несвободныя тверлыя тёла; число степеней сво- 
белы, 

Въ начал паетолщой главы было сказано, что свободное твер- 
дов тЪло имвегь шость степеней свободы, таюъ кал веф шесть вели- 
ЧИН 2,, У», @», 0, 26, 9, опредвляющая положено твердаго тЪла, 
вполнф нозавивини одна отъ другой, еелн тЪло свободно; точка 
можеть тогда запимать произвольное положено въ пространств и 
углы {, 06 и э могутъ имвть произвольвыя значеля, 

Свобода движешя такого твердаго тфла неограпичена: которая 
угодло изъ точекъ его можеть имфть всякую скорость по всякому па- 
правленио и угловал скорость тВла можеть имфть као уголио ве- 
Личину м какое угодпо папразлонуе. 

оли твердое ло связано 6ъЪ Таким механизиозь, или подчи- 
нено такому условро, Въ силу вотораго координаты тва ДОЛЖНЫ 
удовлетворять равенству: 


в(ть, У», 2ь, ф, 26, 9, =50,............(850) 


0 этоть моханизит или услоше прелетавляееь удерживающую связь, 
лищающую ‘^Вхо одпой столепи свободы, нотому что тогла только 
пять изъ числа шести координаль %„, У», 2», 4, 20, э тВла незави- 
вимы одна оть другой и произвольны, значене же теетой опред 
лнтся изъ уравнешя (856) по значенямь первых няти и ло зна- 
чентю $) высот» съ тм скоросен 2, У» 2» м составляющая 
6’, э’ угловой скорости евязаны между собою завиениоетью, выра- 
жаомою равепетвом: 


98 98’ 98 ,„ 98 Е 08 98 98 = Ч 
Ру 5 ры Не э. =0...(857) 
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Такимь образомъ твердое тЪло, свлзанное одною улерживалощею 
связью, выражаемою однимъ равепотвомь вида (856), имфегь ялажь 
степеней свободы. 

Еели твердое тфло связапо двумя удерживающими связями, каж- 
дая изъ которыхь выражается равенствомъ вида (856), то опо 
пуБеть четыре степени свободы; тЪло связанное тремл такиии свя- 
зями, иметь три степени свободы и т. л.; наконець, еслл твердое 
ло связано шестью связлии, то оно совершенио посвободно. 

Связи, отрапичиваюния своболу тверлаго т№да, могуть быть и 
пеудерживающиии; пажлая такая связь выражается услонемъ вида: 


о оо Е) 0. осровоьо (858) 


Очевидно, что каждое такое условйе отраничиваетт одну изъ сте- 
пеней свободы твердато тфла. 

$ 429. Диозерсние ных уравнещя движениях неево- 
беднаго твердаго твла, им голтаго паять степеней свободы, 

Если связь удерживающая п уравиене ея предотавлено подъ ви- 
домъ (856), то можно составять Лагралжевы дифференщальных ураз - 
нешя въ коорлицагиыхь параметрахь д, У», 2», 0, 26, 9, принявъ 
въ разочеть, что эти параметры связаны между собою уравнешемь 
свлзи; согласно съ ТВмь, что оказано па стр. 3868, въ этихъ диф- 
ференщтальныхь уравнейяхь лолжны будуть заключаться частныя 
производныя оть з по координаянымь параметраль, полноженныя на, 
множитель ^, тажъ что уравнентя будуть: 
(вы) 4.) 


о В, А, (850, а) =В, +)», (859,5) 


& дук? 
01 
Е д 
т ) В, Ау аа, ое основ (859, 6) 
дт 
а 
") от 
ее Л,), в0326 — (Л). Ча - Аи, ...,, (859, @) 
РИ 
ЦЕ) х 28 


АО о № о Ва (859, ) 
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=7 И 608 ж 51 ф -=- 


—- (1), за жезний-н (2), 608-28, ..... (859,1) 


здфеь 7 предполагается выраженною по формулв (733, №15) стр. 
542-й, по проокщи скорости 2, на оси =, У, 7 должны быль выра- 
жены номощью величинъ 2, Уи» 2». 

Можно также составить дифференщальныя уравиепя движешя, 
пехолл изъ начала л’Аламбера, поступая таюъ, какъ показано на стр. 
538—543; но тенерь падо будеть къ первой части равенотва (752) 
стр. (539) придать Ада, тдЁ: 


вр №00, 


98 98 98 98 
$8 2 5, та бу„-= 2 ба, 4-2 8 а р. 


тлф 50, дю, 89 должно выразить въ фупктяхь величинь 9, 9, 9 
эти выраженя, получавивя изъ фориуль (759) огр. 543-Й суть; 
за аж = 0, зтэ — 00089, 
80 = 0, 089 -н буш, бе. (860) 
Зо == д, -ь (90082 — 0, 51:9) 08 ф 


Посл падлежащихь преобразован получииь слёдуюния диф- 
ференшальтыл уравнешя: 


д? до 


, д р д " д т 
Ме’ Ве Му’ В, М." В+, (861,2.,6) 


а (лю 
. (4), — 4 (д, М8, — В) -- 


—=(Е-^ [( в 03 — 5) о * то 2}. . (861,4) 


(4) 


=р(а,); — "а Мел, — 1а) += 


+ (1 Ба [еева- (5 — 28 сов 00 ия |. .. (864, ) 


дж 92 эр? 
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4) 
м (4, — (44), + Ма, — ов.) + 
+ (Я-А *)......... НЫ, (861,1) 


ТТ члены этихь диффоронщальныхь уравневй, которые заклю- 
чають ^, выражаютъ величины проэкий на осн координатъ главнаго 
вектора н момента роавзй связи; а имено, зеличины: 


р Е 
дю? дук’ дек ? 


воторыя мы будемь обозначать символами: И, (8), 7,8), Г.(в), суть 
проэкци главнаго вектора реакцай связи па оби Х°”, У п 2%; 
величины же, выражаемыл формулами: 


а. 
(А, = [< 009 — 5% ) ии о ти э]. .. (862,4) 


д =^ [(=— 08 603 $} ет ть р 603 э]. .. (869, в) 
О ооальвь. Ето сз (9698) 


вуть проэкци на оси =, У, 2 тлавнаго момопта вокругь 0 реакдй 
СВЯЗИ 8 = 0. 

Въ тбхъ случаяхь, когда з воть функция отЪ $ 2, У» 2» И 01Ъ 
восинусовъ ^„, А А о В» № У,› >,» ВОЛИЧИЛЫ (А, 
(А„),»› (Аь)х мотугь быть выражовы иначе, а именно въ частныхь 
произволвыхь отЪ з по этимъ косинусамь; въ самомъ дёлф, въ выра- 
жони: 


*) Кром того надо имфть въ виду още уравиешй (768} стр. 548-й. 
59* 


выразив варьящи 5^,, 5%, ое 5%, въ функщихь проэвщй Оу, 
9, де, угловой варьящи 0 на оеи я, У, 2 по формудалеь: 


роб, Эри, 0—0, 8,0 — 20: 


270’ 
Зы ,би» Зуев Убе» ЗА, Вр, ‚.(863) 
ЗА, 0,.—,0,› Зв, =9,9:—7,0,, 8, =, 0 = 


271? С? 


чотда это произведение ^6в приметь видь: 


9: я 
За = ^[ + о не а, |+ (4:0: (4..0, Аьудь 


тДЪ: — 
(Ар ==^ Е в в у 2 °. 
2 ву бер, | абовом (864, а) 
=, але ы, ее 
ао вНы 


Г ов 98 08 
(А, ^ ож 9 д, 


о (864,6) 


д хо ду У д 


пл дифферениальныл уравнения зрадательнаго лвижешя не- 
, 
свободпаго тверлаго чЗла, соотпёествующия уравнешянь (641) огр. 
537-й, получался нзъ равенстла: 


(В.М, (В,— Му") зу, (В, — Ма!) 8, + 
тоя (Л.,— (1) „) => (1. —(@) 5, ы (( (у. — (2,).) 9; 
= М((у, 3—2.) 9-е, — 2, а,)0 НИ м — И, )9,)==0 


*} Эти формулы могутъ быть выведены подобие ормуламть (120) стр. 105-й 
киясматической части. 


а 
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если принять въ разочеть, что варъящи 94,, Зу») 58, 9,» 9,0, 
связапы между собою зависимостью в = 0, первую чаеть которой 
мадо выразить въ д, ду,, 62, 0» 9» 0.. 

Когда з воть фупкщя отЪ  4,, У», а» 4, %, э, тогда выра- 
зимъ 5%, дж, 8э, по формулаль: 


=’ 


$0 = 9,605 ж— Оз ж 
зп 8э = О, зв + 0,0896 ... (8685) 


3% = 0, — (0, 5 ж -- 0, 03 2) в ф, 


когла же в воть фупёия отЪ 6, 2, Уь, 20 А Арес, У У 
тогда выразниъ 5%, 8, бы д», но формуламь: 


8,=^,0,—^, 0,, би = р. 0, — в, 0,, 
8%, ==,0,—%,0,, 


8), =), 0, —^, 9. р, = баш 


... (866) 


8, =у, 0. = в 


8, =^,0,—%,0,, 3, 0,— в б,, 


5. =у, @ ==. 9,. 
Пурюиивь пень Эйлера п Латралжа, указанный настр. 388— 


389, получишь три дифференщальных уравиеня (861, в, воя 
три сл5луюнил дифферешиальныя уравиешя: 


@ (лю) 
& 


А, — У) =, ь), 


р 


@ (2), 
ро 


Пе Ми, = (Жк ур. - (861) 
и. 


ТЛВ (А), (Аь)у» (Ан), суть прозкция гларнато момонта реакщуй свизи 
На оси и, у И м 


— 614 — 


Если з ость функцья оть &, 2, У» @, Ф, 2%, 2, То величины 
этихь проэкщй выразятоя формулами: 


(АБ = [(& = г $) гг Е. т |. . (868,2) 


(и. =^( _ 8 08 $) а обо |. . (868,1) 


х9 
Е о: .. (868, 6) 
Котла же в воть функц отъ ^,, ^» вовне .У,› ТОГДА 


эти проэкци выразятея такъ: 


гдз 98 08 
(А, ^ |9: ^, ее 9х ие 0%; * кт 


98 08 98 
оо, |. — *} .... (869,2) 


Г ов 98 98 
(А), =) [9 ^,-= АНИ 


9 98 98 
а рез» |. - =: (869,5) 


х[ 98 
(А,), =^ |2 ^= О рвы т т р 


вн в, ... (869,6) 
$130, НЪкотерые примбрия условИ, ограничиватотиихть 
одну стенень свободы движеня твердаго тёла, 

Условя, ограничиваюния степени свободы длиженшя твердатго 
тфла мотуть быть весьма разнообразиы и могуть быть воспронзведены 
помощью весьма, разнообразных моханизиовт. ЭлЪсь ограничимея 
неболылимь числомъь прим ровъ. 

1} Опредфленная точка К твердаго Ва должна оставаться па 
данной поверхности; { (2, у, а, }=0 

Пранявъ эту точку за точку 0, выразииь это услов!е равен- 
ством: 


о Оо .... (870) 
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Можно также принять за точку 70 другую точву тверлаго тЪла, 
наприиврь его ценеръ ипериш (0% тогда уравнен1е связи представится 
подъ слЬдующЕмЬ видомь: 


(а, вы 5 ^, Чт С У) (. 5 г ^, З- 


м-в), (а,-= А. ть. 55,9), 8) =0, . (870,5) 


тд #,, У, 2, СУТЬ абеолютныя координаты цепера инерция, служа- 
щаго началомь коордипатныхь осей я, У, 7; &, *,, &, вить по- 
столнпыя величины, & именно относительных координаты точки К 
тверлаго тВла. Такъ кавъ тонерь точка С залёняеть собою точку Ю, 
то въ уравпешяхь (859) в (861, а, 5, ©) производныя оть з по 
2») У» а» ДОлЖны быть зомёнены производными отф {по 2, 9, &,, 
а вь уравнешяхъ (861,4, в, Ё) и (867) величины 4„, Л», А» должны 
быть замфнены моментани и, Л,, А, вокруг центра инерции. 

По предылущимь формулаль найдемь, что прозкдш главнаго 
вектора реакщй этой связи па оси Х, У, & вуть: 


9; г и у % а 
» 0% = дар? о Ав А бо х 92% 


п Что проэкци главнато момента на 1% же оси выражаются такъ: 


д 9} 
[фк 4—9 |, 


(= [и в” 
(А), = ое 2.) — У (у:— 9.) ]; 


стало быть реакция этой связи состовтъ изъ одлой силы, приложенной 
ЕЪ точкЪ А, направленной по нормали къ данной поверхности п 
инющей величину: 


КИ (ы) = 6) 


2) Связь, обратная предылущей: поверхность М (5, у, 5) =0, 
приналлежащан тверлому тФлу, постолнио проходигь черезъ точку 
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2, Ук, 2» пеподвижлую или движупуюся данным образомъ. Взявъ 
опять точку О’вибото точки 40, выразииь разсматриваемов услов1о 
подъ видомъ равенства: 


Е (6, ! В) = 0 ] 
И У)”, =. ( 5, 8) 
То = (% — у) иь-н (и — Уд Е 
И иг У, } 


ТВ &, 1; © ©)7ь перемфаныя величилы, & имено озпосительныя 
координаты той точки поверхности тВла, которая совналаеть съ точ- 
кю 2, У.» 25. 

Реакщя этой связи состонтъ изъ одной силы, приложенной къ 
твлу въ точ &, м, ©, направленной по нормали въ поверхности 
тфла и имфющей величину: 


лу) а о (27 (29. 
(в, - (5 99 
3) Твердое тВло ограничено въ своомь лвиженш такимь обра- 


Зомъ, что икоторая Еривая ЛИН, неизмнно связанная съ чверлыягь 
ТломЪ, должна постоянно прикасаться хъ поверхности: 


О = бобов аоь (872) 


в5 одной точдф; точка пуикословешя молезть измфнять свое мет, 
какъ па кривой, такъ и па поверхности. 

Взлвъ ценеръ инерши или другую подходящую точку тбла за 
точку 40, выразимь относительлыя координаты гочекъ превой лини 
въ функщияхъ длины дуги кривой: 


8 ЕВ (3), А (3), 5 а $ (5), а 59 (873) 


тл№ 3 считастоя оть опредфлениой точки кривой въ опредёлениую 
сторопу по ней. 
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Зная длину ,, опредёллющую точку прикосповешя, опредвлимь 
относительный коордипалы & \, &, этой точки по формуламь (873), 


а абсолютныя коорлинаты по формулазь; 


==», (8) + р, 3. (3 он, Фз( 80 Й 


У == % ^, ф, (85) = р, (= У, Фз (8) 5 .. (874) 


& =. ^, ф, (8) = в, Ф, (&) У, $: (8%) } 
зти абсолютных коорлилаты лолжлы удовлетворять уравнено: 
Ра, ран) == ®- Боаь-а (872, 513) 


Въ точкВ прикосновеня касательная къ кривой должна быть 
перпендикулярна къ нормали, возстановленной къ поверхности (873) 
ИЗЪ ЭТОЙ ТОЧЕИ, №. @.: 


у ащ , Раь о аш 
о И ИО... (875) 


Преллоложимь, что въ равенствахъ (872, 015) и (875) коорди- 
наты 2, У, & замблены выражевяии (874) п что послв этого 
уравнение (875) рёшено относительно $,, танъ что повдёднее выра- 
зитоя функщею 

= (2, 9, а, А, ^,, №, в, +) 


0} у 


оть показаниыхь здесь переифиныхь; положииь лалфе, что эта 
фунющя подохавлена вмфото 9, въ уравпенто (872,15), тогда это 
послфднее обратится въ уравнеше разематриваемой пами связи. 

Если надо булеть получить частную производную отъ первой 
части уравнены связи по одной изъ перенбиныхь #2, У» а» А. - 
...>,, наприыйрь по &,, то прилетел ее составлять слёдующимь 
образом: 


98 _ 4 (; 4 джо 9 9% к ра о) 94 
де 0% 050 088 бу 0% — 0% 08%] джо? 
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10 въ силу равопства (875) иножитель т > Тавень нулю, & потому 
мскомая частая производная равняется АН оеъ [по 2; 
чочто также убфлимол, что: 


98 97 = 


9 0% 50? 
ил. Принявь ото во вниман!е, мы легко пайдемъ, что реакцья этой 
СВЯЗИ СОСРОВТЪ ИЗЪ Одной силы, приложелной къ тФлу въ 1095 Е, 
\., 65; Сила эта налравлена по нормали къ поверхности (872) въ 
той же точк и равна: 


ХУ.) + > и 


4) Твердое тёло ограничено въ своемь движеши тЗуъ, что н%- 
которая поверхность 2(&, 1, 5} = 0, неизиВино связаниал съ тВломъ, 
должна постоянно прикасаться къ поверхности: 


Вау а, й =0 


въ одпой точкф; точка прикосновеня можеть измВнять свое мЪето, 
хакъ на первой, такъ и на второй поворхности. 

Озлачимь черезт 2., уз, 2, абеолютныя п через &, *; 5 ОТНо- 
сительныя координаты точки прикосновенёя; оти координаты связаны 
между собою равенствами: 


==, В 5- ово Ур! 
=, ВА, ув, 5 бр... ‚. (876) 
а =2,-+ ВХ, + Мо, 5, , | 
и должны удовлетворять уравпеняыь ; 
ри Е ооо свеное (877) 
О > о О (878) 
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Кром того, въ точёВ иривосновешя, пормаль въ ловерхносги 
(878) должна совиадазь съ пормалью кф поверхности (897), т, 6.: 


И дл И дл ть 0 
Им мА 
ОР = = га 
0 910 
ИЯ О ой 
У, -Н % 
д 90 9” да? 
о м азы: (879) 
08 


Рьшивъ три уравнешя (877) и (879) относительно &, и,» &: 
Е. = ©, (п > > 2%) № » №» - Уз 1), % =, Б = Ф, 


\ похотавивъ эти вырежетя въ уревиеме (878), получимь уравиеие 
разомалриваемой связи: 


в—[ (а, 5 ^,Ф, + р, Ф,--»,0,), (у -- ^, ©, -- в,Ф,-= 
Не. Ф,, (2. —-^,Ф, = ›.Ф, А у, ©), 8) Вод. (880) 


Производная первой части НЕ овази но одной изъ нере- 


МВННЫХЬ 9, 9,2, ^,, №. .у., В, напризбрь по 2,, выразится 
тат: 
оО ВОЙ д &/ й Ф 
Эа. = 5. АР дули да ^) да 
О 4%, \26ь д + д/ - 
РР Ре дубу в. в.) 0 ы о а 85 м 920 ”: джо * 


или, на ословани равенегвь (899), такъ: 


в _ 7 [70 , дт0@, , ог 2 АР 
в (= 9 О бе. оо И У 


но изь равенства (877) слфдуеть, что полная производная оть И по 


д, равна нулю, поэтому: 


08 9 
д д 


Точпо таку же пайдемь: 


97 


9 ) 
( \) =5% [> (и, а 9) 90 О — 2) } 


ит, д. ОлБдовательно, резец этой связи состоитъ изъ одпой силы, 
приложениой къ тВлу въ точь прикоеновеня поверхностей; эта 
сила направлена по общей нормали и равна 


97 \2 97 \2 9 \8 
Е 
9% 9/5 92 
Если составциь механизыъ пеь ляти твердыхь тёлъ 1, П, Ш ТУ, У, 
сочленениихь такь, чтобы каждое изъ пихь имфло одну степень ево- 


боды въ относительномъ движеши ло отпошешю къ пеносредетвенно 
узредыдущему т%лу этого ряда, и если тфло { имфеть одну стенень ево- 
боды абсолютнато движеня, то тло У будеть имфть пать степеней 
свободы абеолютпаго движешя. 

5) Возьмемъ, наприиръ, мохапязмъ, изображенный па, чертеж 97-мъ; 
©го составляють слбдуюцая Бла: 

Т. Брость К, когорый можеть только вращаться вокругь ноподвиж- 
пой оен ОУ; ое (,07’., периепдикулярцая въ оси ОУ пли 7,0, 
вставлена въ гифала, сдфланиыя въ тд 1. 

1. Вилка З.В въ отпосптельломь двнжетии по отвошепо къ т$лу 1 
можеть только вращаться вокругь оси 2.0 ..; четирехгранпая гильза, 
Т. составляеть одйо цфлое еъ этою вилкою. Въ этой вил свободно 
скользить четырехтранный стержень 659. | 

ТИ. Вилка ПР составляющая одно цфлое со стержтель ©5, иметь 
цилиплрическя гифзда, служалыя подииотивками оси Я. Д”., параллель- 
пой оси И.Д. и составляющей одно пфлое съ кольцомъ ШУ. 

ТУ. Кольцо это, въ относительномт, движепиг но отпошешю къ «Флу 
11, можеть только вращалься вохругь оси И.Х”,; это кольцо имфеть 
цилинаричесвкя гифзда, служация нодшинииками оеи 2.7”, пернендику- 
лярпой къ оси И, п составляющей одно цфлое еъ тфломь У. 

Тло У, въ огносительномь движеви по отпошенйюо къ кольцу ТУ, 
можеть только вращаться вокругь осн #7. 

Он 7,7,’ п 7,С„ перосфнаютея въ пачал® коордипать 0, а ост 
21а п РР вь почв Ю; черезь точки 10 н О ироходизт направле- 
ше оси стержня 55, 

Раземотримт характеръ свободы абеолютпаго движения каждато тфла 
НЕ №: 
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Зло 1. 'Гочна О этото тфаа должна осхаватьея въ начал коорди- 
нагь и 0вь 2,И.’ должна совпадать еъ осью ОУ, иоэтому тЪяо это 
имфеть только одну сленель свободы: ось ХО.’ можеть составлять 
произвольный уголь 9, = 2,02 съ осью 7. 

Тёло П. Точка О этого чфла должна оставаться въ начал коорди- 
нать, а 065 0.07.’ — въ плоекости ХЯ; лоэтому это тфло имфоть дв 
стенепи свободи: ось ОЙ,’ можеть составлять произвольный угодь 
Фь=9, въ осью 2" и плоскость А, ОЖ мошеть составлять нроиз- 
зольний уголу, 2, съ плоемостью 20%, пли 2ОХ, Косинусм угловъ, 
составаяемыхь направлещемь О7Ю (см. черт. 97) съ овями Хе, Ус, 
2, получатся изу форнуль (47), (48) п (49) кинематической части, 
если примемь ось ОЙ, тула Ш за ось Д, в, папраплеше ОЛЮ — за ось 
кодставивь {,==9,, №. ==0, нолучимь: 


608(0Ю, Х) = 0083, 0089,, в08(ОЮ, У) = зша, 
08 (О.Ю, 2) = — за, зшэ,. 


Т%ло Ш иметь три степени свободы, 
Тёло ТУ низоть четыре степени свободы: точка Ю, координаты ко- 
торой моямо выразить такь: 


Яр == 760893008 9;, У = 7, 819,, 2» == — 76089,89, 


(к„ означасть величину разстолтия точки Ю’оть точки 0), можеть им?Ъуь 
произвольное ноложен!о, па сколько нозволяеть длина стержня 95, и 
наоскоеть ЮГ.’ можеть составлять произвольный уголь Эд съ и10б- 
уостью, проведениою черезь ось ЮД И зарожлельно сок /Доь, Так кажь 
05 /,ЮЁ, парвляельна ови Д.И.» , то послфдняя ялоскость долана, быть 
нараллельна плоскости ХА и кромЪ того уголь ф., составляемый осью 
ЮЕЁ' съ осью 2%, должень быть равень 9,, ноэтому дв связп, огра 
вичиваюлия свободу движеня твердаго тфла ТУ, выражаются слёдую- 
лин равепетвами: 
2 


в, =0, 84, = в = РЕ 


тдЪ {ф, в 20, суть утлы, опредфаяюще пвправлояе оси ЮХ, тфаа ТУ. 

Коснпусы угловъ, составляемыхь напраллешемь ЮХ' съ осями Хз, 
Уз», 2%, получатся мзъ формуль (47), (48), (49) кинемалической части, 
свели въ пихь замнимь 0, 2 п 2 величинами 44=9:, №=0 и 24; по- 
лучниь: 


608 (Ю7’, Х) = в083,6039,, в08(Ю7’, У) = ша, 
в08(ЮР’, 2) = — в08 84819, ле леееьь. 
* 


.(881) 
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По устройству механизма, разстолтНе у» по можеть выходить изв 
ифкоторыхь ирод%лозь; а именпо, когда вилка В,В. упротел въ верхий 
конець гильзы Ё — разетояше х„ получить цанимепьшее значеше, корда 
ко пижиее утолщене стержия 5’ задержител пажнимь концомъ тильзы №, 
разетолн!е 7» получить напбольшее зпачеще. 

Нока 7» заключается внутри, & не на граннцахь этихь предфловъ, 
тверхов тфло У имфеть пять стенолей свободы; состазимь уравлеше 
связи, предоставляемой описанцымь механизмомь пря промежуточныхь 
значешяхь Х». 

Озпачимь черсзь (/ и ж углы, опредвляюние наиравлен!е оси ЮГЕ! 
звердаго т%ла У; косинусы угловъ, составллемыхь этою осью съ оезми 
75° п Х»», выразятен сь одной стороны въ углахъ $ и 0 ино форму- 
тамь: 


У, == 608, У, = 81$ 60826, 


а съ другой сторопы вв углахь э, п а, но формуламъ (881), поэтому: 


ы 20, 
1% 060806 == — 609, = ге 
откуда нолучииъ уравноле связи: 
„3 608% — 4,608 {=0......... (882) 
2», — м, ==0..,......7 (889, я) 


Прозьши на оеп Х®”, Ув н > тлавпаго вектора Ти тлавнато 
момента А» реакщй этой связи суть: 


У, = —^№., 7. = 0, 7, =), 
(4). =Ь— А 9, И, =А(аьм, + м), (А»), == — Ам, 
Главный векторъ реаклй этой связи иропорл!оналень енпусу угла, 
состазляемато направлешемь оси ЮХ’ съ осью Уз, п заключается 


въ плоскости паразлельной плоскости ХИ; а величина момента А» 
пролорпюнальна нроэкщи 7» на плоскость ХЙ; 


ИУ = УГУ АЗЦР, У), 


ВИ. 


6) Раземотримъ такимь же образомъ другой моханизмь, изображен 
пый ца чертеж 98-мъ. Оцъ состошеь хавжо изъ пяти жбть. 

Тфло Т есть такой же кресть, какь и въ иредыдущемь мохашизя. 

Тфло П сосгонть изъ двухь вилокъ В, В, и В,Б,, пеизмино свя- 
заниыхь между собою сзеррщемь 9; ось И.Д 3 тёла Ш, поддерживае- 
маго гилкою В,В», параалельна оп И.Д. 

Тфло ПП, замфпяющее собою кольцо предыдущаго мехапизма, веть 
крестт, цептрь котораго Ю находится въ постоянномь разстояши $ оть 
пачала коордипать О, а 065 7.7’. пернендикулярца къ оси 2,0... 

Тло ТУ, состоящее изъ вилки .В. съ прикуйплениимь къ пей 
стерриемъ ой имфеть четыре стоепопи свободы, вать цалуь оцо полци- 
цело двумъ услоямь: 

дну на, — Р=0...-..... 


.. (883) 


2» 311 {, 0826, — 2,0030, =0,........(884) 


1$ фа, 20. суть углы, опредфляющуе паправхеше осп ЮХ/’.; первое 
изъ этпхь усломй выражаеть, что точка Ю должна быть въ поетоян- 
помь разотолши отт точки 0, зторое же услове тождественно еъ уето- 
мемь (882) нредыдущаго ир’ ра. 

0еь ЮР. стержня 8. перпопдикулириа кь оси ЮЙ/,; озпачимь бук- 
вою {ф уголь (ем. черт. 99), составхясмый паправлешем» оси 107. съ осью 
ов бунвою 2 — уголь, составляемый илоскомью ЮГ. (черт. 99) 
оъ плоскостью ЯЮХ' и буквою ф — уголь, составляемый ихоскостью 
ЮР сь пзоскоетью 7, ЮЙ. По нзефстнымь формуламь сферической 
тригонометри, примфнениыиь къ еферическому треутольнику 22'7’,, 
въ которомъ дуга 2’. завлючаеть 90°, получимь: 


С 5 ИИ ЗАЙ, о оовазо- . (885) 


зтф 
Эт фу 


эт (26 — ж,) = › 603 (26 — 96,) = — 008 0002 ,; 


ИЗЪ посхдиихь, двухъ равепетиъ вывелезгь слфдующес: 
$1 0, 60806, = ЗШ ФЗ 0 — 6042 0 608 0, 60326, 
& отсюда, на основаши перваго (885), получнуеь: 


510+ 603 00, = 5 91 26 — 603 $60396 603 0.... (886) 


На стерли 6 парфзаль лёвовиитовой випть, шагь котораго равспь 
№; тёло У иросверлепо пасквозь н въ отверенш парфзана зиптовая райка, 
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соотвфтетвующая ппиту стержия. Велфдетв этого гбло У, въ отцоси- 
тольномь дважоши но отношению въ тфлу ГУ, можеть совершать винто- 
306 движение шаха # вдоль по осп охержия. 

Пусть, С есть какая либо точка тфла У, паходящаяся на оси втер- 
жня, ОШ — ось, пеизмфнно связанная съ тёломъ У п выбранная тавъ, 
что если бы точка С совнала бы еъ точною Ю, то плоскость 208 
совпала бы еъ плоскостью 2ЮЙ. и ось ОЖ — въ осью АЙ. (паправ- 
лене 07. прямопротивополояно палфавлешю 20’,); въ этомь ноло- 
жети плоекость СОЯ составляла бы © плоскостью 220’, уголь ф 
(ем, церх. 99; направлеше 0’, параллельно направяешю отрицательной 
оси 2"), 

Для того, чтобы изъ этого положения перемйотить точку С тфла У 
на разетолье х по оеи Й оть чочки Ю, яужпо повернуть ло вокругь 
огл ЮР въ сторону, указаяную стр%акою (на черт. 98 и 99), на уголь, 
равный: 


1поелф этого плоскость ОЙ будеть составлять уголь: 


съ плоевоетью 2’, ОЙ. 

Координаты точки С выразятсл въ кооудинатахь точки 20, въ хлив% 
хи въ косимусахь угловь, соетавляемыхь паправлешемт оеп 0. сь 
осями координать: 


=, ит 90086 ==а,-н к, ,| 
9, = »„-= из те == у, Жуть. (888) 
2. =, + #603 ф == 2, -+ ХУ. 


Твердое тбло У имфеть нять стоиешей свободы абсолютнаго движе- 
ши; 170бы получить уразиеше связи, стфенающей свободу его движения, 
падо пеключить ‘величины Фь, Ую, @ю; (ба, 04, Х, ф изъ равенствь 
(383)—(888); пеключивь первыя нлть величиыь, лолучимь три сово- 
хуиныя равенства: 

2 р] Ре! 13) . В, 
ай--уйна, хех нум нам) + —Й0,..(889) 
(#,— ху.) бижзшф — с05ж008ф 6030) — 
— (2, — им.) 510 603ф = 0,........ (884) 
Эк = (9 — У), о... нь. , (885) 


которыя, по неклочеши изь пихь хи ф, дадуть уравпеше связи, зос- 
пронзводимой раземотр®ипиаь пами мехацизмовь *). 

7) Еслы въ предидущемь моханизи высота хоха випза стержия ©. 
равпа пулю, такъ что тфло У можеть свободно вращатьея вокруг оси С, 
по точка [@ должна оставаться въ совладенн съ опред ленпою точв0о 
оси ЮЁ стержня 8., то въ этомь случа х постоянно, уголь вроизво- 
лепь п иозавиопхь, а свазь выражаетел уравпешемь (889). 

Проэкщи на оси Х®», Уз п Иовь тлазпахо вектора п гхавнато 
момента (вокругь С) редкий Этой связи виразател такъ: 

Т,== А, му) == ЗАа,, У == 8№,, Г, и, 

(А).= 2» — ам, х, (= 2 (2х, — лм) х, 

(П = (м, — м); 
слъдовательно, тлавпый зекторъ наираздеиъ параллельно оЮ Зи 09, 
а главный моменть порпепдикулярень къ посвоети ОЮХ, а стало быть 
П Е наиравтешю главпаго вектора. 

$ 131. Примбры р®иенйя вопросовъ относитедьно дви- 

жешя тяжелыхь тёлъ по плоскостаяеь, 

Примврь 105. Волчокъ па тладной горизонзальной пхоскости. 

Подъ волчиомь подразумвваемнь Вло врыцеил, масса которато 
равлоложена ениметричио вовругь осн пращеныя, ташь что иелуръ 
инерции его находится на этой осн; ло это снабжено осиремь, на- 
ходащимея па оси симметрш, которым оно опирается на плоскость: 
р 0% 

Ось 2^° направимь противоположно направлению силы тяжести 
и положимь, что остроконеше паходниея на отрицательной ои 7 
въ разотолши { оть центра нперщи, таюъ что: 6, =0, и, ==0, 


Пыеа й 
Авалитическов выражено связи, отрапичивающей свободу дви- 
жешя тверлаго тВла, въ настоящемь случаз инзеть слвлующай вид: 
—№,>0 им 2, —1030>0. 
Задаваомыя силы суть силы тяжести; главиый момент ихъ во- 
кругъ центра инерди равенъ нулю. 


*) Этоть мехапизмъ описал вт, $ 201-мъ перваго издайл книги: Л. Тгеа- 
Узе оц Майша РыПозорну Томсона и Тэта, 
40 
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‚ Составямь для отото олучая дяфферешиальныя уравиешя двияо- 
шя по формулажь (859): 


Мо’= 0, Му/= 0, Ма’= — Му-н» 


(0 в(2т 
т) от. НЙ. (бы о. 
2 = +- М9; я 0; «=0, 


ти 
М \9 р , 
Ра, |@ №-ни-@ | = 
+ 


== 5 [9% (ие взр -= (6) = 6, в] 
= 0 609 ф-но, 
Первыя два дифференщальныя уравневня даль интегралы: 
О ПВ = Ань ное .. (890) 


пятое И 1160106 — Иитогралы: 


(юз? -н 6,7608 == ......, (891) 
РЕ 0) о чонььчое (892) 


Кром того, такъ какъ сняла тлжести лифеть нотендаль: 
— 102.) а выражено связи по заключаеть вромони лвиьлиь обуа- 
ЗомЪ, то иметь мего законт живой силы, выражаеный интегралом: 


Т=А— М9; 
но 2, = С, у, = 0,, п шуитомь, пока остро остается па плоекоети: 
2: ==10080, а, = — 1 5щф; 
поэтому послвлей иптеграль получить елвдуюний видь: 
(М зи -н 9) -н. 9 ое зн = 
= 21 — 41 (С?-- 02) — 6 0? — 240108... . (898) 
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Далфе должто поступать нолобльвь же образозиь, каюъ и въ во- 
просв параграфа 126-го (огр. 598—605), Не входя въ разомотрь- 
не различиыхь видовъ движеши волчка, ограничимея обзорохь 
только нижослздующихть двухъ видовъ: 

а. Въ пачальный моменть (#==0) уголь (/ иметь величину 
фо) и волчку сообщена угловая скорость э’, вокругь оси симметрии; 
пачальныя зпачетя угловыхъ скоростей (б', ое’ и линойныхь скоро- 
стей 2, У, 2, равны нулю. 

В этомь случа постолилыя производныя будуть имфеь сл- 
дуюшия значешя: 


@ ==, Яр, бе, 
2% — ©, Ср = 2191008 0,. 
Предесся выразится такъ: 


ло АЯ 


604 (03 Фо — 003 7) 
ИНЬ -.... (894) 


Исключивь прецесено изъ (893) и (894), получимь дифферец- 
цальтое уравноше: 


(9Г, = МР и?) тр ( 


= (603, — 0084) [ами 9 — к (608 0, — 03 д | ‚.(895) 


Уголь ф можеть имфть только тая значеня, которыя д®далоть 
вторую часть этого уравцешя положизельною. При 0 менышемь 0, 
первый множитель второй чаети мене, д второй — болфе нуля; при 
ф—9, первый множитель обращается въ нуль, второй имфотЪ поло- 
жительную величину; при дальнфйемь возрасталии $ первый мно- 
китель становится положительнымь п второй иродолжвоть оставаться 
положительныхь до тЪхъ поръ, пока не обратитея въ нуль; а онъ 


*) Предполагается, что этоть угодъ менфе того угла, при которомт вод- 
чокт, касается плоскости своею боколою полерхноетью. 
40% 
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пепремнпо обратится въ нуль при икоторомъ гл (д, мепьшемь т, 
потому что при ф == м опь обращается въ отрицательную воеличипу: 


био 


я (080, = 1). 


Уголь ф, тЪмъ ближе въ д, чиь боле отношелйе: 


ие. е 
29 №19 

Изь сказалнато слфдуеть, что вторая часть уравиешя (895) 
обралцаегея въ пуль при ф = ф, п при ф ==, а при вебхь про- 
можугочиыхь углахь иметь значения положительняя. 

По этому при ф ==, нутащя Ф’ равна нулю, а затвиь отало- 
вител положитольною; если (/, мензе того угла, при которомъ вол- 
ЧоЕЪ ложится па плоскость, то уголь ф возрастаеть до .; когда 
онъ добтигноть этого предфла, путашя снова обралиея въ нуль; 
послЬ этого нутащя становится отрицательною и уголь  непре- 
фывио уменьшаетея отъ (р, до у, ит. д. 

Изъ равенетва (894) видио, что ирецевби 26’ обращается въ 
нуль при ф = %,, а при прочихь положешяхь волчка ижфеть поло- 
жительныя значошя (если С, >0) и достигаеть паибольией величины 
при =). 

Еели ф, боле того угла, ити воторомь волчокъ ложитея на 
плоскость, то при первомъ же перодз измбнемя угла ф волчокъ 
утадеть и движене его получить совершенно иной видъ. 

Такъ какь и, ==20080, & 2, к у, постолипы, то кривая длины, 
опиываемая остемь волчка, будогь расположена между двумя кон- 
центрическиуи кругами фаддусовь о, = 19, и с, = ,; и 
виутреннемь хругё паходятея точки возврата кривой (черт. 100). 

$. Волчоль ножегь совершать движеше посомровождаемое пута- 
3160; для этого необходимо, чтобы (2), == 1, 608 $, было двойнымъ 
кориемъ уравневя ©, = 0, гдё 9, есть мпогочленъ третьей стонени 
отиосительно 2, НаХОоДяЩИЙся во второй чаети уравленя: 


(И-М 42) (2) фм [ее 
= КФ — г, | ;... (896) 


бо 


здфеь: 
2—0 — бе 0:2 ИИ [#2 ы 
2М9 — 5 


Этоть мпогочаенъ: 

9. — (2.69) — а) 5 (РЫ— а 
оходенъ еъ мпогочленомь 426: 

8—6 ЕЮ —ЕФЫ—з 
второй части дифферениальнаго уравиешя (835, А) въ вопроев па- 
ратрафа 126-го; разница только въ томъ, что тдф во второмь мно- 
хочленв стоять величины 3, В, 1, тамъ въ первомъ многочлен» 
стоять величины 2,, 2, (— и). 

Вельдетв!е такого сходотва вида многочиеновъ 5, 235, мы мо- 
жемъ въ занимающемь наеф теперь вопроев прямо воспользоватьея 
результатами, полученными въ коп $ 126-т0; а именно, мы вирав 
заключить слёдующее: 

Для тото, чтобы уголь павлоненя волчка, къ вертикальной дли 
оставалел постоянно равнышь (, по все время лвижешя, необходимо, 
чобы постоянная Г) имвла одно изь двухъ слдующихь значений: 


Р— (2%) НЕ 
Я — (в? Нед =у1— е 


тотда 065 7 будетъ совершать постоянную я . инБюлщую одпу 
изъ двухъ слфдующихь величии: 


, 16.0: 
ос (1 ут о 5. ... (897, а) 


и 166 (1 Ут—9)..... (891,5) 


22) и 


Пели вращеше волчка вокругь оси И настолько быстро, что 
можно пренебречь квадратами п высшими степенями отношеня 
(2(2):1), 10, разложивъ корень по вовходящиль степенях этото 
отношешя и отброеивъ высийя степени, получижъ елвдующия арибзи- 
женвыя выражены для 0: и 26: 


‚_ 16561 * Ми. т 
9-60; == 6-0 ... (898) 
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Первал изъ этихь величииь прямо пропорщональна угловой еко- 
рости вращешя вокругь ом вимметри, вторая — образно пропори!о- 
пальна ей; при весьма, большихь величинахь О, обыкновенно уста- 
навливается прецесял 26», такь вавъ для этого требуетел малая 
начальная угловая екорость (06›), вокругь оби И и притом тб 
меньшая, чфмъ больше С. 

При дзижени волка съ прецеейею 2, угловая скорость © 
составляет съ овью 2 уголь, сипуеъ вогораго равошь: 


т 
ы 28’ з 26’) Ш 018 
31 (9,2) =, о (7) } 2 
этоть уголь тВмъ мевьше, чфиъ больше величина С; ебли 2. и у, 
востолнлы, то остро волчка опнеываеть на гладкой горизонтальной 
плоскости кругъ радлуса 1511). 

Примфрь 106-й, Одпородный тнжелый круговой цилиидръ кружится 
на гладкой горизоптальной изоскости, опираясь па пее ребромъ одпого 
изъ свопхь основатшй, 

Пусть А сеть величина радуса осповашя, а 271 — высота цилиидраз 
примемь цеитр» ниерцйи за пачало осой #2, У, 7. 

Очевидно, что относительный коордипады точки прикосповешя нерн- 
метра вижняго оспован!я съ торизоптальною илоскостью выразятея таль: 


& = А 6032, 1, = — Аза, &, = — Д, 


потому что эта точка находится въ вертикальной плоскости, проходящей 
через ось С. 
Подетавивъ эти выражешя въ равенство #5 == 0, т. е. въ 


де > ибо + ребро = 0, 
получимь уравпеше связи: 


2 — Взтф — Нзф==0. 


Злфеь, какъ п въ предыдущем прим$рЪ, проэкшя центра пперцит 
на горизонтальную илоскость движется равномфрпо ни прямолилейно 
(шли же находится въ локо®), — ирозашя угловой скорости ва 0еь 2 
сохрапяеть постолиную величипу, проэкщя момента д, па ось  но- 
етояниа и, паколець, имфоть мЪето законъ живой силы. Интегралы (890), 
(891) п (892) нывють тоть-же самый видь, какь и въ предыдущей з8- 
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дать, а потеграль, вирожахюний закопь живой силы, иметь тонерь сл- 
луюний видь: 


МЕ оз — Изв [об зтир + (0) |= бор 
—2й, — 9 (Взшф- Нез). 


Исвлючнвъ отсюда п изъ иптограла (891) производную ж’, получимь 
слфлующее дифференщальное уравнеше для опредфлевя зависимости 
между ф н 2: 


[9 = 47 (1003 ф— Изш 0} ® 112 ф (4%) = 
—=(2— 6.0? — М (Взшф -ь. Нооз 9) 30 — Е 


р 
Въ этомь примфрф отрапичитися разомотр$омь только т№хь лви- 
жен й цилиндра, которыя не сопровождаются путащею. 
Для того, чтобы { было постолпно равно Фу, необходимо, чтобы во 
вес время движет было: (’=0, ф”==0, & слфдовалельно и 2/0; 
при этихь условахь даффоренщальныл уравношя: 


в — — Мд-н^, 0 о и ^(йзф— Нэт 9) 
обратятся вь слфлуюпил равенства: 
М9=^, ое шт, 6030, — брют Во —Нзтд)=0; 


исключийь изъ нихь », получимь уразневе, выражающее завиенмоеть 
между ж’и фь; это уравнеше даеть дв величипы для прецевси: 


‚ _Т_ 60 4 МЕ 0 с08 $ и 
а ТС) 


оли проэюия целтра иперщши па илоскость ХУ неподвижна, то 
скорость точин прикосновешя (о о» бо) ребра осповашя еъ горизон- 
тальною плоскостью перпендикулярна къ рамуеу, соедипаяющему эту 
точку 6ъ точкою (2, У, 0) и величита екороетн равиа (9-25); 
здЪеь 


— А 030, — Нзи{,, = (0, — %'603$.. 


Примфръ 107-й, Одпородное тяжелое твердое тфло, ограначенлое 
поверхпоетью вращешл, онираетел па плоскость, накломопвую аодъ 
` 


угломь & къ горизонту. 
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Пусть 6 =/(0) (№ © = +1“) воть уравпоше новерхноети; 
чтобы получить уравнов16 связи, надо поключить &5, М, 6, изъ елфдую- 
щихь равелствъ: 


= (0) абв 1 >, 5, == 0, 


_ Ва 8 2 
У 


(5? 
окажетел, что пекомое уравнеше есть результат пекхюченя бо ИЗЪ 
уравцешй: 


Ее мл + 608) =0, (Г) 


слфдовательно уравнен!е спязп заключаеть золько #, и $. 


р 
&=— о» = 


‚... (900) 


Дифференщальныя уравнешя движешя: 
Ми’—= Мози Л, Му == 0, Ма’= — М оз 
ОР 
85) 
& 
2 ИВ Че, 
Эе р” 9 (же 81 0 603) — Фекою т Фар; 


ак 
И 


здфсь иродполатаетел, что пачало координать паходител ла паклопной 
плоскости, что 06ь У°Ъ горизоитальна, ось № паправлоена по лиш 
ванбольшато наклона, а ось “> направаепа випзу вворхъ. 


Интегралы этвхт, лифференальпыхь уравнен!й суть: 
(2) = 29% — язщУ-н о”, = ВЕН, 
д —=а-наф-- та, = 
Эс ое зе -н 6.7 003 = С, 
Ме = (к зиг -н (0) = 21 — 6.02 — М’ — 
— М (7 — 29азш/) — 8 М92е 6084. 


Исключивь изъ послфдиято п предпослФилго уравненй ж’ и выра- 
Зв 2 фупкщею оть 0, будемь имфть дифференщальное уравнеще, 
заклютающее (0 и , которое ладо нилогрировать, чтобы опредфлить, 
вакъ ф измВияетсял съ течешемь времени. 
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ПримВру 108-й, Движеле тажехахо одпородпато мара по паклопной 
истладкой плоскости; иритяль в разечеть троше между шаромъ п плов- 
востью. 

Въ этомь случа выражен!е связи прилимаеть весьма простой видь: 
2, = гд% { есть величина, радлуса шараз реакщя плоскости направлела 
къ центру шара п момевть ея вокругь цоптра, равенъ пулю. 

Трел!е между шаромь п плоскостью ириложено къ точкв прикоено- 
веши шара къ плоскости и залиупочаетсл въ этой плоскости; означизгь 
черезь №, п Т, проэкдш ого па осн коорлилемеь; проэкиш на оси Х"®, 
Ум» п И момопта (вокругь С) этой вилы вмразлтся такь: 


ды = И, (Ку ИР, (к == 0. 


Составимъ дифферетальный уравцелья движешя цепера инерцёи 


ть — Муз Я, ми =, (= — Мос /--» 


и дифференйальныя уравлея вращевн шара вокруть цептра инерции 
(формулы (867): 


И = 09 


тлф Л, 0, В суть проэкиши упловой скорости па понодвижныл осп 
коордниатъ, 

Цостёднее изъ этихъ уравнешй питогрируетел попосрелственно и 
даотъ 


ВО. ина... (904) 


изъ остахьпыхь же чегырехь, псключивь №, п На нолучииь два диффе- 
ренщальныя уравпешя, которыя тоже плтегрируютсл и дають слфдую- 
пие нитегралы: 


ви ею == т -н С, а Р= [6 .... (902) 


Такизмь образом, пе опредфливь еще вида выражен для оиль Ё,, 
Е,, мы имфомь возможность получить гри литограла дифферслщальнихь 
уравнешй лвижеля. Для дальнфишаго же рфшешя вопроса пеобходимо 
условитьел относительно того, какь выражаетел величина еплы тренйл. 

Въ 8 46-мь ид стр, 219 были приведены законы, которымъ, какъ 
предполагается, слфдусть треше между матерьяльпою точкою, даважею 
па поерхиость, и поверхностью; мы предиололинми, что эти законы 
прнифпяются п №5 разсматриваемому нами вопросу, хотя здфеь траню 
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полвергаются послфдоачельно разлентия точки уёта, а пе постоялио 
одна и та о матерьяльная точка, какъ предиолагалось пъ $ 46-мъ. 

Мы предположим»: 

1) что сила трешя прилагается къ той точек мара, которою опъ 
прикасается къ илоскости (& въ 10 жо время равная и противонолож- 
пая сила прилагаетел и къ той точьф илоскости, къ которой жаръ при- 
касастсял); эту перомнлую точку шара, которою ояъ ирикаваетел къ 
плоскости, мы уеловимел пазывать точкою К; 

2) направлеше сплм трея противоположно направленио скорости 
точки К, если вкорость си ме равна нулю; 

3) воличица сихы треши разиа, ВИ = М9 воз, гл № воть отвло- 
зенпая дробь, величнла, когорой зависить отъ физической природы тру- 
щихел тфль; такова воличина сним чрешяи въ ч%фхь случалхь, когла 
скорость точки К но равна нулю; 

4) если же скорость точки Ю равна пулю, то. троне пмфеть вели- 
чину: ху 03 «7, тд х можегь дмфть какую утодио величину отЪ иуля 
до №, но не должно превосходить й; направхен!е же силы троп зъ этихь 
случаяхь должио опредфлитьея из5 дифферепщальпыхь уравлешй дви- 
женя туда па оспованй ото условя, что скорость точиг К равна 
нулю. 

Предиоложиво, ро треше слфдусть ЭМ законам, МЫ ДОЛЖиы 
будемь, при дальлЬйтемь разсмотрёши вопроса о движенит шара по 
паклонпой плоскости, раземотрфть отдфльно: 

@) движешя, при которыхъ скорость точки А разпа пулю п 

$) движешя, при которых скорость точки А пе равна нулю. 

Такь кажь абсолютных координаты точки Д суть: 4 =4., ть 
2, ==0, то нроэкциг на оси Хо» п Уз скорости этой точки шара, мо- 
туть быть выражены слфдуюрие»ь образомь (но формуламь (142) кине- 
малической чаети): 

ик зи, Х) = 9—0; ое 603 (в, У) —= 1. 

+ Я ИЕ К, а 

@) Цотда шарь натитея по паклонпой плоскости безъ скольжения, 

т. е. когда скорость точки К разна пулю, тогда: 


9=°, Р=— 


а па этомъ оспозаши питегралы (902) получать слфхуюрий вид: 


| У: . 
5 Е == 9 Л -- 0, = 0; 
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илтегрируя, найдемь: 
ы Боя ® 
о 9 ной на, у -НО,.....(903) 
тлф @ и б суть пачальныя звачешя коордииать центра иперцию а ® ив — 
начальный зпоченя проэкй скорости центра пнерцш на овп Хе 
п Уз, 

Слфдовательно, козда шаръ калитея безь скользвелая, тогда центръ 
ннерши его описываеть параболу, плоскость которой параллельна па- 
клоплой нлоекоети, а ось иараллельна осп Х®?Ъ; ускореше полера ниер- 

я Е 5 
щи равно ше дз), до = этой величины. 
Изь получентыхь выраженй (903) пайхезгь: 


Ю=а--т зи, Ф=— В, Е, = 2 Музшу, Р,-0, 


слфдовательно = 9 эт; по еъ другой стороны, когда скорость 
точки № равна пулю, тогда трое не должно быть боле М9 сов), 
поэтому каташе шара по наклопиой плоскости безъ екольжеля воз- 
можно только при томъ условии, чтобы Ь $п-7 было не болфе # с08 5, 
т. е., чтобы 17 быль пе боле ТА Шарь не можеть катиться по 
наклонной плоскости безъ скольжещя, если уюль наклонешя ся къ 10- 
ризонту боле веса (5 *. 

Чтобы влолнЪ опредфлить движен!е тфла, падо пнтегрировазь диф- 
{ферешцальныя уравиепя: 


‹ 


9' 608 0% 31 ф— "Иже = — Е —=Р, 
$ . ‚ В, 
Э'5т 2 5 ф-- ф’возж = < В — 9 Е 7, 


э' 08 ф-н 0-0, =0.. 
$) Когда шауь скользииь ио плоскости, тотда проэкщи силы трешя 
па ови №5 и У" выражаютен тавъ: 
Е, = — #9 608/605 (0, Х), у = — #9 6057605 (т, У). 


Эти выражешя должно иодетавить зь перпыя два дифферелиальныя 
уравпешя двлжешя центра ннерши, иричемь величины Ри @ должно 
исключить при носредетв® нинтеграловь (902). Получатея дифферен- 
щальлыя уравнешя: 


к с 5) сз 7 
ЖИ (= «— та и-7 с.) а 


7 р 
0 й 5 #4 сов 7 

у, ==— (у $ 
- вы Е : 


) 
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которыл можшо упростить посуедетвомъ слфлующей подотапопкл: 


в : 5 ь 
а, — «09—04 5: =: 


Е 


(© п В суть пачальныя значоня проэк!й скорости центра ппершт па 
оси Хе п У"; В, и ©, — начальныя значе проэвй угловой ско- 
рости на 1 же осн). 

Послф такой подстаповки нослфдаия дифференальныя уравиешя 
получать слбдуюрий пидъ: 


и 2 . " / "| 
"= тэ ов у," юз... (904) 


Зеличииы 2, д У, су1в коордппаты ифкоторой воображаемой точки 


и, которая въ моменть #==0 совнадаегь съ точкою К; скорость © 


, 
и точин всегда параллельна скорости № п равияется двумъ а 
мымь ея, Дифференщальния уравневшя (904) выраюслоть, что вообра- 
эсаемая зпочна и. двиоюется по наклонной плоскости тако, какъ дви- 
залась бы по ней матерьяльная точка, если бы ускореще снмя тяэюве- 
сти было равно 2 9, а поофишенть трешя быль бы ТЬ. 

‚ Еели въ начальный момопть (#==0) проэкши скорости 0, на ось 
Уз равиа нулю, то тогда Я будеть равна пулю во все время хииже- 


Я, нотому что 


/ ‚ . # 
У нь ан. 


цо пзъ уравцешй (904) пайдемь, что начальных значешя везхь пронз- 
подныхь оть у, равим нулю, поэтому тогда движен!е точии у, будеть 


совершаться нараллельно осн Х н положене ея въ, какой либо моменть 
времеци выразител так: 


2 В В в Ё 
2, —=4 +7 (о — 2 (Рози че вдвов) У, =6, 
тд% верхшй змакъ должещь быть взять въ томъ случа, котла (& — Изо) 
есть величина холожительная, а нижнИ — въ томъ влута%, когда эта 
разность отрицательная. 

Положниь, что (%& —10)) менфе нуля; тогда скорость Я» направ- 
леллая по отрицательной оси Х‹?», постоненпо уменьшается, лока пе 
обратится вф пуль, что произойдеть въ момелть: 

& — 160 о 
+5 й 003 7) 9 ы 
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до этото момента цешуръ лпоерщи хара будеть солершать нпараболи- 
цескос диижоте ио закопу: 

д, = а-- оф -н (3 В оз 7) У =#-НЫ 

Я” (510. Бе о? == ) 


причемнь проэкцш утловой скорости па оси Х® и 2® будуть оста- 
ватьея постоял. мыи, а проэьшя угловой скорости па ось Уз будеть 
умепьшатьел по слфдующему закону: 


0=9,—2 "Ти, (РР, В= Л). 


Во времи этого движешя енла треш паправлена параляельно ноло- 
яимельному паправлепио оси Х°* п нмфоть величину: Мту 608 «7. 

Въ момедть $ ==, папранлеше сенлы трешя измВилетоя въ прямо- 
противоколожное и пачикаетел ловое движел!е, при которомъ пачальнал 
скорость #2 равна нулю. 

сли 6 мене ТР, то новое движеше будетъ каталйемт шара безъ 
скольжешя, причемь сила трешя будетъ папразлева параллельно отри- 
цалельной оси Х®? п будеть равна : Муз 7. 


ели жо 147 боле И то движет! целтра шара поел момелта &, 
стапеть совершаться но слфдующему закону; 


д, = а оф -- р 


пар Пу ар--, 


а вращен1е шара булегь совершаться такт: 


Р=Р, 9—0, +2374 — 3), В=В; 


при этомь ведичшиа енлы трешя разна ЁЛ49 с0з-/, а направлене ея 
параллельно отрицательной осп Х°?, 

Перойдемъ тенсрь къ тЪмъ олучаямь, въ которыхъ начальпое зкало- 
116 окорости и не равно пулю. 

Чаобы составшь нитеграли дифференщельлыхь уравпемй (904), 
воспользуемся т6мъ обетоятельствомь, что вопросъ о движеши тяжелой 
матерьяльной точкл по шероховатой иакзонной плоскости сводитея къ 
вопросу о движешш свободлой матерьяльпой точки при дфйетви па пев 
ностолшиой силы и вовротивлешя среды, ныфющаго лостоянпую вели- 
чнну; на оспованш этого замчанл, приведеннаго уже въ прим ра 28-м 
па стр. 221-й, мы получимь пптегралы дифферевшальныхь уравненй 
(904) въ видЪ формуль страпицы 144-й (задача 18), вели замнимь въ 
иихь: 9 — величиною 79 зщ.7, # — пезваииою х == ТСО 7; крон 
тото, надо предиоложить, что поетояиная сила дЪИетвуеть ко оси Х“Ъ, 
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а не ло оси У®* (кахъ ъь задачв 13-й) и долило прицять во випмалие 
пачальных значышя коордимать 2, и У, и ироизводныхь 2, У По 
этимь фюрмуламъ коордипат 2, и У» выражаются фулюшями вони  0- 
тательпой пороминой величины и, которая озпачаеть талгенеь пояо- 
вины угла, составляемаго направлен емь екорости точны {4 съ ою Х 9“; 
зависимость между иеремзнною и временем выражается равенством: 


(ыы... -(905, 8) 


За \#—1 х--1 
ТЛВ: 


п=в(:— т) Жо, 


< есть угол, составляемый панразлемемь скороеги 0, сь 0650 уе: 
А есть постоянпая величила, опродфллемая но начальным значешямь; 
3 е 
скорости 9, = ки перемфилой 9: 
э. х— 
ЗА) = (к), 


Г, есть другал постоянпая, опред$лиемая изъ формулы (905,2) по 
начальному знамени уз иероминой 

Скорость 0х #5 какой либо момениь движешя выражается фупкщею 
отв и но формул: 


се №, 4 / эх 
ик=5 А (1 -) '.........(905) 
Коорлихаты центра пнерцш шара зыразятел елфхуюлизое фупкцщязхи 
отъф ит: 


5 "АВЕ ВВ 


= т(ба- Зет о 


р, Е, к ),....-..-005,0) 


Вузы У 2х2 


2.12—1 

т (8 — РЕ тн}. -(005,0) 
постоянныя Гол Г, должны быть опрехвлепы изъ тЪхь же формуль по 
начальнымь зпаченямь #,, Ус п и, 

Проэкциг угловой скорости на оси коордимать должлия быть опред%- 
лепи изъ формуль (901) м (902). 

Чхобы составить себф пзкоторое нопя\е о движепиг, выражаемомь 
этиыу формулами, мы должны предвариеелюно убфдигьол вь толь, чхо 
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перемфиная и непрерывцо убывает, если пачальное зналетю вя иоло- 
митольное; это лутше веего видно изъ слфхующато выражешя: 

й 2т ; 

== о 

Непрерывно -убыра шая нере паая м приближается къ нулю; если 
х> 1, тю, вань видпо пзъ равенства (905,2), \ обращается въ нуль 
въ моменть # = — Г), если же х<1, то приближен е ел къ нулю иро- 
должаетел безь конца. 

ели ит. е в а” „й, то ири 8 = — Г,, кода и обратитея 
н» пуль, скорость точки И тоже обралииея вь пуль, каб видио изъ 
формулы (905,0), иричемт координаты делхра ишердх получал конеч- 
пы зпачотя а пб. (эти вначетя получимь изъ формуть (905, с, @), 
вели одфлаешь въ нохь # равнымь — Г, ам равнымъ пулю); пачниая 
съ момонта # = — 1, шаръ пачиеть калиться но наклонной илосхости 
безь скольженя (см, ©). 

Если те. в >, 10, по мёрЪ возрасташя # до безко- 
нечпости и приближешя и въ пулю, скорость точки И будеть возро- 
стать до безконечноети, кают впдио изъ (905,5); изъ (905,е) и (305, 4) 
видио, 410 о и Ус тоже позроотдеть пеотраниченио. 

Прихруь 109. Лвижене тяжолахо одлороднало шара по горивон- 
тальной шероховатой нзоекоети, 

Аиффорешиальпыя уравиешия движевя отличатся отъ уразнешй 
предыдущахго иримбра тЪмъ, что теперь вт 7 ==0, в09 = 1. 

Интегралы (901), (902) въ настоящемь влуча будуть: 


В=В, 4.110 =0, 9. —МРЕС,... (9038) 


Пачномь со случаев: 
(6), когда мар скользить но плоскости. Дифферонщальныя уравпешя 
(904.) при ЛО получать слФлующ видь: 


# "= «А, $ ры. ... (904,33) 
| 


изъ нихь слёлуетъ: 


= 


й 

Е 
ро 

Ув 


иптегрируя это уравиее два раза, пайлемъ: 
и 7 ед ь 
2 =, № фи, #, = = РИ, 


т. 6. точка, № движется прамолинейчо, 
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Возьмемь направхето движешя точки |. (г. ©. паиравлоше скорости 


очи К) за ось Хо; въ такомь случа В=- 0, (ТВ 
м Г бр, 


2 = — 9, а потому: 


птачы (ина (#19, — о, Ус = 8. 


Олбдоралельно, пока щарь скользита по плоскости, центрь ею 
описывасть параболу: 


: ог 9 
26 —@ = уе ово, 


ось которой парахлехльна и ирямонротивоколожна скорости зочки К 
въ начальний момептъ, 
Олиемвая эту параболу, центрь пнерщ!и достлхь бы вершицы ея 
а 
ментъ = 
въ моме >, т 
При этомь движених проэкт угловой скорости па оси Хе" п 
постояниы, а проэкща па ось У®" возраетаеть разлом рино: 


[о в, 0 9-= 5 В= В 


о* 
Велвет е этого разность (2; — #9) попрорывно убызаеть: 
й Я 

2—1 =9—1, —5 


и въ моменть &: 


обраллтея въ пуль; зазФмъ с этого момента пачниаетея: 
(@) каташе шара безь скольженйя, причем центръ инерщи двняохся 
по прямой лили: 


Же == На ({—), Ус = ВЕ, 


а прозкцш угловой скороети па вс} три оси остаются постоянны: 


Р=—$, 0=%, А=Д; 
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здфеь: 
5 8. 5 
@, = (@ 5 №) == г Об 9—8), 


2 (и —10) 64-5199. 


и =а-а ы 


<> 


Вотда шаръ катится безъ скольжения, тренге равно нулю. 

Если В==0, то движение центра шара совершается по прямой ли- 
ни; сначала это движет е равнозамедленное, а, начиная съ момента #, 
таръ катитея равномфрно; если @, есть возичипа отрицательная н 9, 
мене нуля, то равпомриал часть движешя совершаетея въ возврат- 
помъ паправлежщи, 


$ 132. Дивееренщальныя уравиешя движкения тверда 
ла, пибощаго мене пяти степеней свободы. : 


Лифферонщальныя уравнены движения твердаго тфла, связаннаго 
Векольвими связями: 


8. (о Уюз Я т» $, 2, э) и 0, 


р (2, Ую» Я $, 2, 9) = 0, 


моРуть быть получены на тВхъ же осповашяхь, вавь и въ параг- 
раф® 129-мъ; во вторых частяхь этихь шести уравненй будеть 
заключаться столько множителей ^,, ^,,..... ‚ СКОЛЬкимЬ СВяЗяНЪ 
подчинено тфло. ели число связей мене шести, то, ивкдючивь эти 
уножители, получим» столько дифференщальныхь уразненй, сколько 
«ло иметь степеней свободы. 


$ 133. Вращеше твердаго тбла вокругъ неподвижной 
точки, 

Твердое тВло, одна изъ точевь котораго неподвижна (назовемъ 
эту точку — точкою А), связано тремя связями: 


$» = побтоянн., У» == ПОбТОЯНН., 2, == ПООТОЯНН. 


и инфеть три степени евободы. 
41 
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Дифферениальшыя уравношя вида 861, а, 6, с, @, е, { (вм, $ 
129) въ этихь случалхь будутъ: ; 


М’ В», ВВ), М?’ —В.-),,.. (906, а) 


# й 
о 8, бд а, 
3,72 (©, — 9.) р = (1.),, а. .. (906, В) 


в 


Ле а: 
вы о т = т — 3,) 24-= (т. ) 


воли за оси 8, У, 7. взять главныя овн эллицеоида инердит точки 107. 

Зов №, означаеть величину резаки связи х„, = постояни.; 97а 
реакщя направлена параллельно положительной оси Х“””, вели ^, > 0; 
№. и ^, суть величины реакдй двухъ прочихь связей у), = постоянн. 
й 2, — нобтоянн,; первая резкшя паправлена параллельно оси У“, 
вторал — параллельно ой 2". 

Точка перосвчешя плоскостей 2, == постояни., у, == постоянц., 
2, == ПОСТОЯПН., т. 6. Та точка проетрадотва, съ которою неизивнно 
связана онредфлениая точка твердаго тВла (нанрны»р», въ настол- 
щемь случаВ точка 10), называетея чиочкою неподеноюной опоры 
твердаго тфла; величины №, А», ; ножно разематривать вакъ #ро- 
экёи реакуёи опоры па оси Х“”, У и 7", в величины (—^,), 
(—^.), (—^,) суть проэкщи на т8 же оси давленая твердало этльла 
на точку опоры. 

Изь предыдущихъ уравпешй: 


= ВМ, = ВМ, — = В, М, 


Видно, что давлеше твердато тзла на точку опоры воть твомегриче- 
скал разность сил: В и 11%, гдф №, означаеть ускореше центра 
инерщи твердаго тВла. 

Лифференщальныя уравненя (306, 5) вращательнаго движешя 
твердаго тла вокругь неподвижной точки опоры сходны по виду съ 
Эйлеровыии дифферонщальными уравнешями (762) (е1р. 544} вра- 
щеня свободнаго твердахо гВла вокругь центра лнерши; различе 
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состоитъ въ томь, что теперь цептромь момелтовъ силЪ служить точка, 
10, & осями =, У, 2 — главныя ови инерщи тзла въ этой точь 10, 
между тВыъ, хакъ при составаен!и уразцешй (762) центромь момен- 
товъ силь служить цовгрь инерщуи гла, а осями 8, У, Х— тлавныя 
центральныя оси инерщи тЪла. 

Шо причинЪ такого сходотва, иижеслВлующе два вопроса мотут® 
быть рашены такъ, кавь показано въ 8$ 120 и 126. 

Пуязврь 110. Вращене твердато тВла вокругь неподвижной 
точли, вели главный момелть (вогругь этой точки) приложенныхь 
силъ равенъ пулю, 

Въ этомь случаЪ дифференщальныя уразненя (906, №13) полу- 
чають сафлуюций видъ: 


9,2 — (8, ©,) 4", 3, 


Ч ^ = (6—9) тр, 


и &= 
& 
6, == (9, —,) 29; 


& потому врашеше твердаго тФла вокругъ неполвияйгой точзн совер- 
шается по тому же закоцу, но какому свободное твердое чВло вра- 
щаечоя по иперщн вокруть своего нентра инерции; разница только в 
томъ, что тенерь, вуВсто главных центральныхь моментовь инерции 
9, 3,, 6,, будуть входить моменты иперщи %1,, В», 6» твердато 
тфла вохругь главныхь осой инерщи въ неподвижной точЕВ Ю. 

Примврь 111. Иентръ инерши С’ твердато тфла пе совпадаеть 
©ь ненодвижною точкою /Ю; эллипсоидь инерщи для точки Ю есть 
эллипсоидъ вращеня вокругь ови ЮО; двяжоше тзла поль влая- 
емь силы тяжести. 

Возьмемь ось “” по направленно силы тяжести, а за 05 
примем ось симметуи ЮС; озмачимь черезь { разстелюе центра 
инернш отъ точки 20. 

Потенщаль силь тяжести, приложенныхь во вобмь олементамь 
тфла, выразится такь; 


И=1 [ао == 92, = М9 63$; 


41% 
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это выражене соворменио сходно съ выражешемъ (810); разлячие 
заключается только в томъ, что тамъ косинусь понножень на 4%, & 
здЪеь — па 19, поэтому все сказанное въ $ 126-мъ примилетея 
въ пастоянему примвру съ надлежащею залиою величинъ 4%, 9 — 
величинами Ло, У. 

Между прочимъ можель замтить, что если © будеть равно нулю, 
то 06ь 7; будезь совершать то же самое двяжене, какое совершаеть 
нить матемалическаго маятника, имфющаго слфдующую длину: 


а тЫ. к. (009 


по формул (837) параграфа 1260-го, 


Прныфръ 112, Цептръ инерши тфла ненодвиженъ; масеа его имфетъ 
ось симметри (2) и перпепдикулярную въ ней плоскость снуметр1и 
(плоскость МУ). Т%ло притягивается по закопу тятотвя однороднымь 
пенодвижнымь шаромьъ маесы Л/,, центръ котораго находится па отри- 
цательной оси 7 въ весьма болыпомъ разоголши Г отъ цептра ниер- 
цш прятлтиваемахо т?ла. Имзется въ виду пренебрегать чотнертыми п 
высшими стенецами отпошешй между размфрама тфла и разстоятемь С 
(какъ въ примвуь 103-мъ, стр. 589 — 583). 

Изь формуль (814 15) и (821) слфдуеть, что силы притяженя, при- 
ломенныя къ первому тфлу, имьють сяБдующИ мотеншаль: 


(имеем) 


тавъ какъ въ цастоящемъ случа: 


А Е — У — 0030). 


По формуламь (818) отр. 535 мы пайдломь, что проэющи ‘пе оси 
Хо», Уяь и > ххавпаго момента притяжешй (вокруть С) равны: 


(6, — дул, ДО; 


да’ 


Ди, м, 


а по формуламъ (817) стр. 585 пли (819) проэкийк того же момента па 
ови 5, У, И равны: 


Дл, Дб Жду), =. 
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"Гамь хаь ироэкия тлазнаго момента силь па осъ 0%" равна пулю 
то проэвия па ту же ось главнаго момецта количествь движешя вла 
пыфоть постоянную величину; далъе, такъ какъ прозвал глазназо мо- 
мента силь на ось  равпа нулю, то третье изъ дифферепиальныхь 
уравнений (906, 6) дасть: ” == постояниому; кромЪ того, въ пастоящемъ 
случаЪ имфеть м$ето заковъ живой силы, Такимь образомъь оказываются 
сд$лующЕе три интеграла: 


Ук’ ЗФ = 6.508 == 0, г—= о, 
р [ФУ + (м эту | =, — ее (6, — №) 059. 


Дальшйшее рЪавеше этого вопроса может быть произведено по тому 
же методу, который примфпень въ $ 120, но еъ надлежащими измёне- 
ными. 

Еъ числу тёхь движен!, которыя можеть совершалхь твердое тло 
при условяхь дамвыхь въ этом» приму, нривадлежать вращеня, ве- 
сопровождаемия путашею. При далпомь угл фи юри данной угловой 
скорости ® зозможны два тов движешиа, если величина: 


Зое, 1 6 о— ) са ] 
п [1 2 ль 6058 


имЪеть зпакъ положительный; величипыя прецееей при этихь двухь дви- 


жешяхь равны; 
, 


ОН = ДЕ = Уи); ж.= а (1 — Уж). 

$ 134. Обийи взглядь па тв случаи, въ которыхь ое 
снмметрит тбла соверлкаеть постоянную прежессно, не имя 
нутанйе 

Пря изложешия предыдущихь примфровь мы пеоднекрато обра- 
щели внимаше на тв случаи, въ которыхь ось спиметии твордаго 
тЪла вращевя совершаеть постоянную прецессло, не имя нутаци; 
въ настоящему параграф мы сдфлаемь нфеколько общихь залзчанй 
относительно вращений этого рода. 

Положим, что масса твердаго та, иметь 06 симметруи (осъ 7), 
ЧАК Чт ДЛЯ ВОЛКОЙ ТОЧКИ ЭТОЙ Оби эллянсоиль инорщи веть эллин- 
сондъ вращешя вокругь лея же. 
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Это тфло вращается вокругь ненодвижной точки /О, паходя- 
щойея на оси симметрии *), и вражаетея такъ, что уголь, составляе- 
мый осью ЛОР. съ неподвижною 0еью 70, остаетол ПОСТОЯННЫМ, & 
плоскость 2 вращается вокругь оси 0 равномзрно (съ по- 
стояпною угловою скоростью ж%). 

При этихь убсловяхь мгновенная ось вращешя должна будетъ 
заключаться въ плоскости 2.10; означимь черезь В уголь ЮО 
(черт. 101), составляеный паправломежь мгновенной оси 0 съ 
оью 70; положительныя знамегя этого угла будемь отечитывать 
отъ оси /ОЁ. вь сторолу, тдЪ находител ось 10. 

На основанит извфетнахо кипематическато правила соединения 
угловыхь скоростей, имфемь слвдуюния соотполения: 

Жо, о =9 0038, Ул--ф = ОяйВ. 

Тлавный моменть вокругь точки /О количествь двяженя какого 
либо твердаго тфла иметь проэнщами на оси 2, У, Х слдуюлия 
величины: 


(2. = З,р, (=) =, (2. =6,7;..... (908) 


основываясь на этихъ выраженяхь л разсуждая так, какъ на стр. 
551—559, уббдимея, что паправлен!е тлавнаго момента количеств 
движонтя перпендикулярно въ касательной плоскости, проведенной къ 
эллясоиду инерщи: 


ЗЕ Ве -- 6,2 = м.0* 


въ точь» пересвчения его игповенпою осью вращешя. 

ели 1, = В„, то оллипеондъ инерция ость эллинеонжь вралще- 
зая вокругь оси С, п потому тогда направление злавнео момента 
холичестоь движеня будете заключаться вз одной плоскости 
с; направлещемь муновенной оси и сз осью Ё. 

Если игновеиная ось находится въ плоскости 7.10, то вь той 
26 плоскости будеть заключаться и направлене главнато момента 
количествь движешя. 


*) Эш = В». 
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Означишь черозь у уголь 2ТО@' (чер. 101, 102), составляо- 
уый направаенонь /О@ тлавиато момента количествь движеня съ 
осью 2; положительныя значешя этого угла будемь талако оточиты- 
вать оть оси /02. въ ту сторону, тд находител оь 07; изъ выше- 
сказаннато слВдуоть: 


4,608 у = ©, 626088, и„зту == 9, @ т В;, .. (909) 
& отсюда получимь, во первыхь, выражен!е для дн: 
и, = ОУ, 3018 + 62 6038, ........(940) 


во вторыхь, выражение длЯ уу: 
У 
ИТ 6,88 О 


и, въ третьихъ, выражено для проэвши главнаго момелта количеств» 
лвиженя на направлено мгновенной оси: 


008 (у— В) = ХТ, 1=9, 318 + 8,0050... .(949) 


Тавъ какь величипы угловой скорости © и угла 8 — постоянны, 
10 изъ выражешй (910) и (911) сабдуеть, что тлавный момоенть ко- 
дичествь двищеня долженъ имЪть постоянную величину (означимь 
ту лостолнпую черезъ С) и должень составлять постоянный уголь 
У 65 0650 2. 

Еромф того, изъ равенетва (911) видно, что: 

4 < В, вая ©, > ХТ, т. в. воли эллипеондь инорщи — сжатый 
по оси вращешя (мерт. 102); папротязвь: 

у > В, вл Ч, > ©, т. в. соли оллипеоидъ инорши растянуть 
по оси вращеншя (черт. ТОТ). 

Диффореншальныя уравненя вращешя тёла вокругь ясподвиж- 
ной точки: 


Яаьь ен) Я 
ей == (ЛЬ), Че (И,), 


выражають, что скорости точки, описывающей зодозрафа злавнало 
момента количеств» движения, равна ч параллельна, злавному 
момеиту силь, приложенные из пиьау (разн. 8 96 отр. 456). 


— 648 — 


Зъ разоматризаеныхь нами теперь случаяхь тодографъ глазнаго 
момопта, количоствъ движений ость кругь радтуса: 


@зт(ф— у) мя @т (1—9), 


смотря потому, который изъ угловь больше: $ или ‘у; центрь этого 
круга находится на оби 2”? в5 разстоянш @ 608 (ф — \) оть точки 
Ю, п нлоскость его перпендикулярна къ этой оси. 

Скорость точки, описывающей этоть годографь, параллельна ли- 
вт ЮМ (вм. чертежь на стр. 55-й кинематической части) и равиа: 


же зщ (ф — 4%); 


эта скорость паправлепа параллельно положительному направлешю 
ТОМ, овля жи эп (ф—) яыЪють одинаковые знаки, и параллельно 
отрицательному паправлепио этой лини, звли знаки величинь ж’ и 
11 ($ — \) противоположны. 

Слфдовательно, главный моменть Л, силь долженъ быть направ- 
лонь вдоль по длит /ОМ, & величина ого должна быть раниа: 


Л, — жи (0 У).......-.... (943) 


Л, иыавлень вдоль по положительному паправленю /ОМ, евли 
жи зт ({ — 1) имФють одинаковые знаки, и вдоль по противопо- 
ложному направлению, если 2%’ и т (ф — у) имвють противополож- 
ные знакл, 

Равенство (913) можеть быть преобразовано па основали соот- 
пошенй: 

6081 = 6, с03 8 = 6, 


@зш у = 51, © эт 8 = Уре зшф 
ВБ слВдуюний ВИДЪ: 
А, = бое т — ЗЕ (ов) т 0 608 ф....... (944) 


И тавъ, для 71010, чтобы пльло врашалось сё постояиною у 
ловою скоростью 9’ вокруе оси Г. и чтобы прилпоме 0вь Г 60- 
ставдяла постоянный уюле ф се осью #“”, а омъепиь с том 
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плоскость РОЙ вращалась бы вокруз оси 2“ сз постоянною 
зрловою скоростью ое’, необходимо, чтобы: 

злавный моменте Л, вилз, приложенныхе из ть), быле на- 
праваень по пиши ЮМ параалельно скорости, точки, описыевло- 
щей зодорафе количестве движения, 

% чтобы злавный моменте Л„ этите сила имоле величину 
постолиную и равную (914) или: 


Ч, = быв зы д -н (6, — 9%) (жж) т 00, . (944, 53) 


$ 135, Усище, потребиое для измбнешя нанравлешя 
от симметрии твла, врашающагоея по инерщи вокругь 
этой оси, 

Предетавимь 080$ твердое тфло, имбющее пеподвижную точку 
70 и имфющее овь вимиетри ГО, проходящую черезъ ту же точку, 
тавъ что моменты инерщи этого тВла вокругь вевхь экваторальныхь 
овей, проходящихь черезъ точку /0, равшя между 6060. 

Пусть оо гВло вращается по иперщи вокругь ови 20 въ уг- 
ловою скоростью ®; вели къ ту не приложено ликакихь виль, 10 
направлен!е оси 2 остается поизивнныегь въ пространств». 

Требуется опредфлить, какую силу надо приложить къ точкВ К, 
находящейся на оси С, въ разстояши 2 отъ точки А), для того, чтобы 
сообщить этой ови данвую угловую скорость въ дашной плоскоети. 

Примемь за сс /0Я какое либо паправлеше въ этой плоскоети, 
а эту самую плоскость возьмемь за, илоекость //ОХ; сяфдовательно, 
2 будеть равно нулю, а тавъ какъ ось 107. должкна оставаться въ пло- 
кости ХЮХ, 10 96 иою’ тоже должны быть раввы нулю. Силу, 
приложениую къ точь» К, разложимь на три составляющия: на в0- 
ставляющую 72 по направленно ОК, на составляющую Ф по направ- 
лено, проведенному изь точки А въ плоскоети 2/0Х перпендику- 
лярпо къ 10 (въ еторону возрастающаго (0), и на составляющую У 
параллельно оби У®", 

Возьмемь Лаграшибвы уравиеця (769) стр. 548 и примбнимь 
ихъ къ настоящему случаю, похоживь; ®, равнымть 9%{,, 26, 26’ и 2ю” 
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равными пулю, 7, — равцыхь 2Ф, Л, разлымь У/зш и Л— 
равиьмгь (— У70з ф); нолучимь: 


9, ф'=1Ф; — 6 иф’зш 9 = РУз; г —0, 


Отеюда слбдуетъ, что » остается повтоянною, что Ф пропарво- 
нальна угловому ускорению 0” и что: 


Е убовансосво нон ДВ] 


слвловалельно, дл 1030, чтобы врать ось 10Р. 5 какой либо 
ллоскосниь в постояниою узловою скоростило, необлодимо прило- 
эеилнь из точкь К силу, перпендикулярную кз этой плоскости; 
величина, этой силы пропорипональна, величинам оловыто споро- 
стей фиг —= ==, а направлене ея противоположно натрав- 
лено ул0в0й скорости ф’. 

Положимь, наприыбрь, что вращающееся зло (черт. 108) со- 
стоить изъ стальнаго стержил, латунпаго кольца еъ круговымь еЪче- 
Шемь и латупной пластишеи, соедиляющей кольцо въ осью; разиёры 
этихЪ частей слВлующе: 

Стальной стержень ость круговой цилипдръ б-ти салтиметровь 
длины и 4-хъ миллиметровъь въ маметрь; моридональное сЪчене 
кольца ость круг, радусь которато == | сантиметру, а центръ от- 
стоитф от оби вращения на 2 сантиметра; плаетинка, соедипяюлтая 
вольто СЪ ОбьЮ, веть цилипдръ съ цилиндричеекою высмкою, которою 
опъ наважонь па 0вь; высота цилиндра 2 миллиметра, паружиный ра- 
длуеъ — 1 саменметрь, впутредий — 2 миллимотра. 

Удьльный вВеъ стали — 7,82, латуни — 8,39. 


То этимь данцымь вычиелимь величилы мабоъ частей "бла, и мо- 
ментовъ инерши вокругъ оси 10. 
Маова стержня —=7,82.п.6 (0,2)? грами. — 05,59 грамм, 
Масса кольца  —=8,89.2.2. п. 12 грами. — 331,11 грами. 
Масса пластилки == 8,39.0,2.м(1°— (0,27) гр. = 5,06 грамм. 
Масса всего тЪза = 342,06 грамм. 


— 651 — 


Момолть инерщи сторжия == 5,59.1.(0,2)° грамм. (вацт,} = 
— 0,118 грам. (башт.)?; 
кольшА  —=331,11 (21. 1гр. (саит. У ==1572,19 3 тр. (авт. 
пластинки ==  5,06.1 + (0,2) тр. (сант.}= 9,681 гр. (ант. 
Моменгь инерции всего тВла (©,) = 1575,528 гр. (вавт.)*. 


Пусть это тВяо вращаетея вокругь вси ЮЙ, дёлая 100 оборо- 
товъ въ секуиду, тажь что: 
о = 2. 100 ср = 628 318 тах кунд, 
Спрашивается, Какую силу пало приложить къ точи А (точка 
Ю неподвижна) для того, чтобы ось 10 совершала по 20 пояныхъ 


оборотовъ въ минуту; но предыдущей формулВ (915) величина силы 
равна 


а 028,318 4п гу. саит. _ 
ВЯ = 1576,522 т = 


— 8454.86 динамь. 


Полагая = 98 ее зайдемь, чмо вЪ\еъ тЪла равопъ 


385560 динамь; В сила У болбе вЪеа тВла. 

оли точка К будетз удерэюиваема плоскостью АЮХ, 10, 
при возростани дла ф, эта точка будетз производить давле- 
ие на плоскость пе направлению положительной оси У“, а 
при уменошети ума ф, — давлеше по назравленю отрицатель- 
ной ось У“; величина давлешя выражается формулою (915). 

Вь существоваши такото давлемя можно уб®литься на опыт 
при помощи ежвлующаго прибора (черг. 104). 

Тверлое тЪло, изображенное па чертежб 108-м5, имфоть на кон- 
цахь оби ениметуи по одному коническому углублез!о; этими углуб- 
денями тфло вотавлено между остроконечями двухъ винтовъ Ан В 
(черт. 104), ввинченныхь въ кольцо В; въ тфло стержня аб ввин- 
чеиъ или вдфлаиъ небольшой итгифтикъ с. 

Тфло приводится въ быстрое вращательное лвижете помощю 
шпурка еъ петлею на концф. 
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Захватизь кольцо ВА одною рукою близь винта А, другою — 
близ випта В, и сообщив кольцу небольшое угловое движон1о въ его 
плоекоети, можно почуветвоваль вышесказанное боковое давлеше, сели 
зло ЛИ (порт. 104) приведено въ быстрое врашательное движене 
вокруг оси 43; чбуъ это вращене быстрое, тфуь давлене замвииве. 


$436. Приборы, служание для демонстрирования вралценшя 
тверлато тЪла вокругь неподвижной точки подъ влянемъ 
силы тяжести, 


Йля новзрии законовъ вращешя твердато тфла, раземотрьнныхь 
въ примёрь 1 11-мъ и въ $ 126, могугь служить сл%лующе приборы: 
тироскопическе взеы Фесселя и Плюкера, приборь Фуко и золчокъ 
особато устройства. 

Зъ гироскоп$ Фессоля и Плюкера вращающееся ло 24 (черт. 
105) вогавлено между остиями винтовь 4 и 8, ввипченныхь въ 
кольцо ВД, придфланное къ цилинлрическому стержию 65. Остроко- 
нетия вииуговъ 4 и В лаходится па продолжеши обм стержня 99, такъ 
что 06 вращеша тфла и ось етержия 55 находятся на одной пря- 
мой, СОтержепь 55 пролить черезъ отверет!е муфты №, изющей шины 
[п Г, которые входягъ въ гяфзда визки Й; эта вилка прид»лана, 
въ верхней части стержня РР, который ветавленъ въ особую под 
ставку съ сяжельтиь основашемь 12 (эть подетавка озлачена, пунк- 
тиромр на чертеж). Стержень РР можеть свободно вращаться въ 
грубкв Т.Р подетавки, опираясь остень 7) въ дно этой трубки; въ 
друтой етороны муфть М можеть свободно вращаться зокругь общей 
вл миповъ 72 и Тл, тавь 910 овь сгоржня 95 можеть получить про- 
извольное направление. Стержень 58 можеть скользить въ муфт №, 
до онъ закрфиляется въ ней нажимныхь виптомъ 2, круг @, падф- 
тый на етержень и закрфпляемый на немъ нажныньюь винтомъ 4, влу- 
жить казъ для уравповтеня вёса тфда ЛГ и кольца ВД, так и 
для того, чтобы, перембщешемь этого груза вдоль по втержию, пере- 
нести обпый центр тжести гла Л, кольца ВА, стержня 59 и груза 
@' по ту или по другую сторону оси 7.4, т.в. въ сторону кольца ВА 
пли въ противоположную. 
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Этоть приборъ служить тлавнымхь образомъ для показашя пуе- 
Цосбональной части движениях быетро врашалнналгося тЪла, Даа этосо 
поетупають такъ: уравновЪынивають претивовёеъ С’ съ кольцом 
ВВ; затЪиь, помощью шнурка, сообщають т6лу 2 быстрое враща- 
тельное движен!е вокругь ого оси сихиетр т; если теперь передвинуть 
противоввеъ С’ ближе къ муфт М и, закрьпивъ ого винтомь 0 въ 
новомь положении, предоставить спарядь самому себЪ, то замфчается 
слвдующее: поелз ифоколькихь порывнстыхь колебашй, стержень 58 
приметь иЪкоторое паклонлое положеше въ горизонту и вм№етф сь 
виякою И и етержномь РР получить вращательное движеце вокруг 
вертикальной оси этого посявдняее; ото прецесеональноев движеше 
тфиъ медленнъе, чЬиь быстро вращение тфла 1 вокругь ето оеи 
симиетри и чуь меньше передвинуть протввовфеъ С; еввли проти- 
вовфеъ С передвинуть въ противоположную сторопу, далфе оть муф- 
ты, то получитоя прецессзональное движен!е противоположнаго знака. 

Приборь Фуко ость ии что нное, какъ снарядъ, описанный въ 
предылущемь параграф» и изобрыжеппый на чертеж 104-мъ; на, 
кольщв, над одлимъ изъ винтов 4 или 2, сдфлаио коническое уг- 
лублеше, изображениое точкою у на чертеж 104-мь; этимъ угяуб- 
денехь кольцо пакладывается на осгрие какого либо засотренпаго 
вертикальнаго втержил, прюкобиленнаго къ тлжелой нодотавкв. 

Если т$ло ДД не вращается, тв, при паложени кольца ВА уг- 
лублешемъ у на острие стержня, придется поддерживать кольцо ру- 
кою, чтобы оно не упало; евли же тВлу 07 предварительно сообщено 
быстрое вращене вокруг» его оби симметри, то можно отиять руку 
и кольцо не упадеть, а будегь вращаться ла острев, вовераял пре- 
цоссональное лвижеше т$мъ мохление, чёиъ быстрёе врашщаотся 
ло 14. 

ели тьло М вращаетея вокругь ови 48 (черт. 106) въ сго- 
рону, означенную онеренною егрфякою, то прецевйя ови В будеть 
соввршазьсл эЪъ оторопу, означвняую неоперенною отрулаою ВМ. Въ 
самомъ дЪлЪ, сила тяжести сообщаеть точкЪ В движеше по направ- 
лошю ВС, а, слдовательно, тфлу. М и кольцу В угловую скорость 
вокругь ови АУ; какь только это движене пачнеть зарождатьсл 


ось АВ получить стремлене вращатьел въ сторопу, озпаченную пе- 
онеренною етрзакою *); это стремлене, по ветрёчая никакото пре- 
пятетвя, произведеть вышесказанное прецевональное лвиженте. 

Кольцо не падаеть потому, что прецесоональное движение въ 03- 
паченную а чертеж 106-мъ сторону служить причиною образовавя 
давленя, направленнаго параллельно оси 47**); это давлеше, про- 
тиволйствующее силб тажести, тЪмъ болве, чфыъ боле угловая ско- 
роеть прецессональнаго движешя; когла ирецесея доетиглетть падле- 
жащей величины, оказаниое давлеше уразнов?еитея съ лЪйствемь 
вилы тяжости. 

Эти два прибора служать только для показатя сиецальныхь 
случасвъ вразцательнаго движеня тфла при большихь угловыхъ сло- 
роетяхъ; приборь же слфдующаго устройства молееть служить для по- 
казашя по крайней урВ пяти категорай случаевъ вращеня ла во- 
кругъ пеподвижной точки. : 

Приборь состоит изъ волчка (черт. 107), опирающатоея ниж- 
нихЬ остиемь А въ малое колическое или сферическое углублешо, 
влфлациое въ верхней части столбика 5, укрёиленнаго па ноподвиж- 
ной подетавиф. Волчонъ представлень па чертежф въ разрёзВ; опъ 
бостоигь изъ кольца 22 съ конубомь КА, сидящимь плотно на 
стальной ови АБ. Центрь тяжести волчка находится внф оси (5, 
примЪрно въ точкё ДЛ, тавъ что положен!е, изображенное на чертезьб, 
воть положеше устойчивое. 

Этотъ волчокъ миветь то преимуноство поредь предыдущими 
приборами, что онъ пе обуеменень лругими тфлами, неучаствуюнцихи 
во вращеши вокругь ови вимиетри, но участвующими во вращеит 
вокруг неподвижной точки. Кром того, ошъ предетавляеть еде одно 
удобегво: можно устроить так, чо осте В будогь вычерчивать 
кривую лин ю на закопченной бумагВ; на чертежахь 108, 109, 110, 
111, 112, 113, 114 приведены точныя коши нфкоторыхь кривыхъ, 
палерченныхь подобнымъ волчкомъ. 


*) На основами правная, приведеннаго и отпечатаннаго курсивомъ въ 
конд, нредыдущаго параграфа. 
\*) Па основашми того же правила, 
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Эти кризыя отличаются от теоретическихь кривых, изображен - 
ныхъ на чертожахь 984, 949, 9Ба, 92а, 964 ть, что каждая 
изъ поелёднихь заключается чежду двумя концеитрическими кругами, 
тогда какъ первыя имфотъ видъ спиралей волфдетве уменьшения раз-‘ 
маховъ волчка отъ сопротивлешя воздуха. 

Цривыя оти получены при вяфдующихь условяхф: 

Котла воячокъ пе вращается и стоить неподвижно, то, откло- 
НивЬ его изъ положешя равповфыя толчкомъ, даннымь въ верхиюю 
часть стержпя АВ, призедемь волчокъ въ качалельноо лвижеще, 
тождествопное съ качанемь простаго математическаго маятника въ 
вертикальной плоскости; при этомъ острие 3 будоть чертить на за- 
волченной бумаг прлмую лишо, & размахи будуть уменьшаться 
велёдогые сопротивленя воздуха и трея оетрая о бумагу; евли же, 
передь сообщенемъ толчка, волчку было сообщено слабое вращеше 
вокруг оси АВ, то оструе будеть чертить кривую линию, язображен- 
пуо на чертежь 108; соотв тетвующая ей теоретическая кривая 
изображена на чертеж 98а. 

ели 0ви АВ вращающегося золчка будет сообщена угловая 
екорость вохруть вертикальной оси въ сторону возрастающихь 2%, 10 
получатея кривыя вида, изображеннаго ла черт, 109 (сравцить. черт. 
94, а), или вила, изображеннаго на чертелз 1 11-мъ (сравнить черт. 
92, а); вели же ови (В сообщена угловая скороеть въ сторону про- 
тивоположную, то ост]е чертить кривыя тавля, кажв на чертежахь 
112 п 113 (разлить черт. 96, 0). Если вращающеесл тВло будеть 
отклонено за оструе 73 и затВиъ пущепо безъ веякаго толчка, то по- 
лучител одпа изъ кривыхь вида, изображенияго па чертежё 110 
(сравнить чертежь 95, а). 

Вели волчку сообщена зиачительная скорость вращения вокругъ 
оси симметрии и ось его АВ отклонена отъ вертикальной ови, то 
острйе вычерчиваеть спираль съ зазубринами, изображенную на чер- 
теж? 114-мъ; подобныя же спирали вычерчиваеть свободный конець 
ой и въ приборахь Фесееля и Фуко. 
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$ 137. Твердое тбло, ибощее неподвижную точку опо- 
вы, опирается Кром того своею поверхностью на поверх- 
ноеть дуугаго неподвижиаго тБла. Периметрическое вра- 
шение, 

ели твердое т%ло, имфющее неподвижную точку опоры, должно 
опираться своею поверхноетью на позерхноеть другаго неподвияенато 
чвердаго +Ъла, то оно имфеть двф степени свободы, если прикасаю- 
лшяел поверхности могуть скользить одна по другой; если же оо мо- 
жеть только катиться по неподвижной поверхиоети, ме скользя по 
пей, то тогда иметь только одпу степень евободы. 

Ирин рьшеви какого либо подобнаге вопрова олрдуеть прежде 
вето составить аналитическое выражеше условя, что движущееся 
тВло опирается на поверхность неподвижнаго тВла; какъ составить 
такое виражен!е — показано въ $ 130. 

Затуъ нало соетавиуь дифферениальныя уразневя зрашатель- 
пато движешя т%ла, причежъ выражешя проэктий момента реа 
срязи на оси коорлниать должлы быть составяелы по формуламь 
(864) и (869) нараграфа 129-го. Если соприкаваюцияел поверхиости 
предполагаются шерохеватьгии, то пужио вт» дифференцальный урав- 
ноня. ввести проэкщи па оси координать момента силы трышя. Въ 
тфхь случалхь, вогта движено сопровождается скольженемь тру- 
щихся повер’ ‘остей, сила тремя, п иложенная хъ каждой окользя- 
щей точкВ движущагося тбла, протввоположна скорости этой точви 
и равпа дазленио въ этой точ, ухножениому па Коэфидуенть треня 
можду поверхностями. Въ тВхЪ же случаяхъ, когда движущессл твер- 
д00 тбло ватвлея по неподвижной поверхивети безъ скольжешя, ва- 
празлеше и величину гроша въ точкб прикоснововя должно считать 
пеизввотными; изветпо только, что сила тревя направлена въ об- 
щей васательной плоскости къ двумъ соприкасаощимел поворхноетямь; 
кромб того, тотда надо присоединить еще услове, выражающее, что 
игновеннал 065 проходить черезъ точку прикосиовеная; это условле 
выразител так: 


‚ 9 — т =0, реа =®, 108 — 69 =0, 


НИ 


гл &, То, $, суть отпосительлыя координаты точки прикосновеня 
движущегося тва. 

Для примфра, раземотримь вопросф 0 такъ называемомъ периметри- 
ческомъ вращеши. 


Прамфръ 112. Твердое одпородное ло, ограпичениое поверхно- 
стью вращения, ныфеть неподвниную точку на осп снмметр1и; центрь 
ниерцйн его не совиалаеть съ неподвижною точкою. Неподвшеная но- 
верхность, па которую опирается паружная поверхность хвижущахося 
гфла, такова, что точка ззаимпаго ирпкосповешя поверхпостей пахо- 
дитея въ ностояниомь разстолии В оть неподвижной точки 40. Пред- 
похагаотся, что движущееся тфло подвержено дфйетью сплы тлажести. 
Обралить винимШе по тЪ случал, в» которыхь движеше можеть быть 
опредвлево вполн$. 

При заданномь услоти, и\который опредфленпый кругъ поверхности 
вращаюжагося тфла прикасается къ перииетру пзкоторой сферической 
неподвижной фигуры, образуемой перес$чешемъ неподвижной поверх- 
ноети со сферою ражуса Д; пусть о есть радусъ вышосказалиато рута, 
а („— разетоян!е ого илоекости оть точки 70; (0? -=- (С, == А”); озна 
чимъ через» В зеличииу угла, подъ которымь радтусъ о видень изу, точки 
10(©= В зтВ, (== 036). Условимея обозначать этоть круть бук- 
вою ©, а сферическую кривую — буквою 5. 

Прежде всего выразимь услове взаимиаго ирикосповеши еказан- 
пыхь кривихь. Проведемь сферу ралуса равнато единиц, имощую 
центромъ точку Ю; озпачимъ черезь Я Ди К (черт, 115) — точки 
пересфчеши этой сферы осями ЮЯ (направлена снизу вверх), ЮЁ и 
радтусомъ, проведеннымь изъ 10 кь точкЪ ирикосновеня вышесказан- 
пихь привыхъ; пусть ф и \ суть сферичесыя координаты точки А, & 


—уравиеше конической поверхноехи, лерииною которой служить точка, 
10, а направляющею — неримотръ неподвижной кривой 5. 
Тань какъ луга К. постоянно равна [, то (ем. черт. 115): 


6058 = 08 <603 0 = зшфяш 4608 (Ф — %); ... (947) 


кромЪ тото, дуга СК должна быть ортогональна къ сферической кри- 
вой Ис (черт. 115), образуемой пересзчещемъ конической поверхности 
(916) со сферою; это выразится такъ: 
4 
Эдеа == 6 ее еене ини . (918, а) 
42 
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тдЪ = воть уголь, соетазляомый продолжешемъ дуги А.К съ дугою 8 
выразнеь #4е по формуламь сферической тригонометрии въ углахь ф, { 
и (и — 26), можемъ представить предыдужее равенство подъ слфдую- 
ШИМ вндомъ: 


#Ф) (пФ в03ф — 91$ 08 Ф 608 (ф — ж%)) - 
-- Япозт фм (ф — ж)=0..........(948) 


Аналигическое выражение связи иолучител ио исключен угловъ 
фи зв разонствь (916), (917), (918). 

Кром того, равенство (917) можеть быть представлено еле и поль 
етрлующимь видомъ: 


ФУ, 5 ИМ, ЗН 209, тень, . (947 5) 


(25; 9, о суть абсолютныя координаты точки прикосиовешя крута @ 
къ сфернчоской крилой 5, а &,, о, < — координаты этой точкя отно- 
сительно осей м, У, Д, пеизмфнно связанныхь съ движущимся твер- 
дымъ тломь: 


2 = Вт Ф (03 ф = 5%, -- тор, = 6, 


= Аято == &, Нур, = # зи 


2, = 8 808Ф — &%, ++ ор, + &,). 


Равонетво (918) можно также представить иначе, Вообразимъ себЪ 
точку и, движущуюся но периметру сферической кривой 5 тавимъ об- 
разомт, чтобы она веегда совпадала съ точкою прикоесновеня круга © 
въ этой кривой; очевидно, что &,, Уз, 2, будуть абсолютными, а &,, 
70, »— отпосительными координатами точки д; производныя 2’, 
Ус, 2, будуть выражать ирозкщи на оси Х, У, Й абеолютной скорости 
9 этой точки, & ироизводния &%,, о, Со (но времони) будуть выра- 
жать проэкды па оеи #, 1, 2 относительной скорости #, этой точки по 
отномен!ю къ движущемуся твердому тЪлу, Выразимь тенерь, что ско- 
рость ®, цериендикулярна къ оси С. (она периендикулярна къ илосхо- 
сти, заключающей эту 06); получииъ: 


40 4/0 
а” ар 


;...:... (948,58) 


ие трудио убЪдиться, что это есть пн что нное, какь другая форма 
равепотва (918); стоить только выразить 5, Уз, 2% вЪ углахь фи $, 
& КОСИусы У», уу, у, — въ углахь фи 0ю. 


— 659 — 


Взявь производную отв (917,615) по # и ирипявь во внимание ра- 
вепство (918, 8), будемъ имфть: 


Ц ? + . 
Ув -Н У, , = 0; 


замфпивь производных отъ коснпусовь ихь выражеюшями по формуламъ 
(120) стр. 105 кинематической части, получим: 


Ч(®р., = ид, += 20, — ра, = Уць, 5 аи) ЕО, (949) 


наи: 


И =, ооъоъс-ева В) 
ни ненннь (9495) 


о 


Эго равенство, полученное такимь образомъ чрез одногралиое диф- 
ференцировае уравнешя связи (917, 515) по $, можно получить гораздо 
проще нри номощи слфлующаго соображенйя: 

Танъ какь кругь @ долженъ всегда васалтьел въ неподвижной сфе- 
рической кривой ©, то скорость той точки движущатося твердато т ла, 
которою оно прикасается къ кривой ©, должна быть хибо пернепдику- 
лярна кт, тому радусу круга О, который панравхнется къ точхф прикос- 
повешя, либо равна пулю; поэтому, во воякомь случа, проэвщаял на ось 
7 скорости этой точки должпа брегь пуль, т. е,: 


10р — 69 =0. 


Кром этой формулы (919), которою намъ придется воспользоваться 
прин изслЗхованш вопроса, мы выведемъ тенерь-же еще п друмл фор- 
мулы п выражешя, пеобходамыя памь для той же дли. 

@) Изь разоиетва (919, @) можемь прямо заключить, что: 


50, — 19: = 0, .нлннн а. (990) 


а отсюда видно, что проэкщи на осн #, У, С момента реакщи вокругь 
точки 4 равны: 


(АЕ = М» (А) =» (А, =0.....(994) 
$) Лля онредфлешя множителя ^Х намь послужить равенство: 
1. а а 
В . р —4,......... (999) 


получаомое изъ разелотва (919 а) урезь дифференцироваще по #, 
42* 
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6) Производныя оть Мои & по { суть проэкщи на оси У и & ско- 
рости относлтельпато двяжешя точки [№ но отпошеню въ движуще- 
згусл твердому тфлу; по из, кинематики относцтельнаго движешя ел$- 
дуеть: 

603 (Шо) == 0008 (6,8) — (54 — 0"), 


чо 608 (4%, У) = 9,603 (2, У) — (и — 6); 


подетавимь этп выражевщя во вторую часть равенства (922). Означимь 
чер)езь г величийу п направлеще проэкшии угловой скорости движуща- 
тося тфла па идоскость 2, тажъ что: 


= $, 5603 (в, =) =, 9603 (5,У) = 4, 
тотиа вторая часть равенства (992) получить едфдуюлай видь: 


о 603 (0, ) 03 (#, У) — с0з (®, воз (во, Я) | = 
[№ з 
= 60° — #0 603 (5, 0%). 


Изъ разенслва (919,6) слдуеть, что п паправлела либо вдохь по 
68 (ЕР, черт. 116), либо противоположно ©,; въ первомь случа№ 
608 (9,0%) разепь = 1, во втором (— 1). Далфе, скорость %, мерпен- 
днкулярна къ 6%, & слёховалельно и къ 6, а нотому первый члень ирс- 
дыдущаго выражешя равень =-%,0 (въ томъ случаЪ, который пред- 
ставяень на чертеж 116-мьъ, надо взать злакъ мннусъ). 

Вслфлетв!е всего выпгесказаннаго, равенетву (922) можно дать слф- 
дуюлий видь: 


‚ , 
В що — Фо 6.0 — 9005....... (993) 
для случая, изображениато на чертеж 116-мъ. 

@) По формуламь сферической тригопомегри, примфнивь ихъь къ 
сфорическому треугольнику ИСК (чорт. 115), и па осповалйщ равенства 
(918, а), цайдемь слфдуюлия выраженя: 

505 { — 6086005ф — зш 8 11 Ф60зе = 
= 38 пов зи 924 
== 6038 603ф — вт Ва зНРо,........ (924) 
о ь ине @® 9 
эвибзт(ф — ж) =зт8 „ГР Ф)........(925) 


81 0605 (ф — 2) = 03 Взпф-н 18 с 51 Ф605,.. (996) 
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тлф: 


че = Учи + (74). 


в) Дуга 2 (черт. 115) сохрапяеть постоянную длину и веегда орз 
тотональна къ кривой Кс, а поэтому она ортогональна также н къ той 
кривой линш, воторую описывает точка 2., поэтому: 


Ср ВИ 159 оонао ар (927) 


эт й 96 — езшй зшф 


но тахь какъ: 


(Р-н (6), 


то изв равенства (927), при помощи формуль сферической тригономотраи, 
иолучимь; 


фота ово, ,.,,,., (928) 


зт В 


ет == 0008 = 5, о В (0351 — 91060500 603 (ф—00)). .(999) 
Л) Изь равенежвь (928) п (925) слбдуеть: 
асов 
= 5 Во содобо зо (#1) 
равенство же (929) можно представить еще такт: 
АС г Е 4: 
2’ ШВ == 0 (09 фз В = 0088-51? Ф)... (999, а) 


9) Возьмемь производную по # 015 ©03 0, выраженнаго формулою 
(324); по еравнеми найлениало такимь образомь выраженя съ выраже- 


а йв 
пом (930), получимь слфдующую зависимость между т о; 


Н% = 5 Ф,. аа 03 
гд%: 


45 
эт Взтф 95 9 (92 Ф а). 
Л 4 4с. 


Н== $003 (ф — ж)-- 


#) Слфдуеть замфтить, что 


= неЛе, 
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Перейдемь чтецерь къ составлению диффороищальныхь уравленй 
вращешя тла. 

Положимь, что центръ инеризи тфла находитен на отрицательной 
части оси 2, въ разетолши '/ оть точки Ю; потеналь сплы тяжести 
выразитея тавъ: Лау с08 0 (065 7,°ъЪ изиравлена противоноложно сил 
тяжести, т. ©, вверхь), а прозещи на осн №, У, 0 тлавнаго момента 
силь тяжести будуть: 


-— Нур, М», 0. 


Газематриваемал ръ настоящем вопрос связь — неудерживающахл, 
потому что кругь © можеть отдЪфлитьея оть кривой 6, так что дуга 
А.К, ортогопальная къ кривой о, можеть сдфлалтея болфе [3; слфдоволельно, 
выражеше связи слёлуегь писать такъ: 


6058 — 003 в08Ф — зи фз ф воз (ф —ж) > 0, 
а услове возможиихь варьшй положенй твердаго чфла, — так: 
9: — 5 0, 


поэтому ироэкиш на оси Я, У, 2 момента реакиш связи выразатся 
такъ: 


Ао Эл 


причемь падо имёть въ виду, что множитель Х яе должень быть отри- 
цательнымъ. 

Момоптгь ошлы реакайи рамень №0., точка ириложеля ея веть точка 
Р прикосповошя поверхностей; паправлоше ел — ость наюравлете об- 
щей пормали М (черт. 117), & величина ся равна: 


№ 
В о 
у — Язша’ 


тд а есть уголь, составляемый нормалую М съ продолжешемь длины 
ЮР (которая равна В). 

СаТдуеть еще припять въ разечеть силу трея въ точк# 2, Эта 
сила, приложенная къ точкв Р дзижутагоел тфла, лаправлена во вея- 
вом случав по общей касательной кь кривымь би 0. 
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Если вращающееся тФло скользить но периметру кривой 6, та на- 
правлене енлы трешя противоположро паправлел!ю скорости скользящей 


точен 1 Н величина енлы равна: о 


Р-р № 


Вт а? 


тд} # — коэфищенть трения, 
Озпалимь черезъ %, волнчину н направлен! скоростн точкн Р твер- 
даго тВла: какь извЪетно: 


= 
165 608 (#5, 8) =, — "Ч, 105608 (#2, У) = — 25, 
20,608 (#,, 2) = 27, — 9% 
Если 405 пе равна вухю, то проэкщт силы тревя па оси Я, Х, 2 


будуть: 
— Роз (м,, Я), — Роз (в, У), 0, 


& момелты ея вокругь этихъ осей выразлтел такъ: 
> = = 
воз (и, Х), — 5.0603 (№, 8), — 66080. , Х),--аов(в, Я). 


Еели же вразимощееся тЬло катнтея по иеиодвижному злу безь 
скольженя, то велитииа сплы @ заранфе не навфетна, но, во всякомъ 
случаЪ, оца не можеть быть болфе 195; пензьЪетно также, какъ направ- 
лепа сила трешя: вдоль ля пе скороези Ф, ли прохивонохожно ей; все 
это можеть быть опредфлено только посл® того, какъ закоиь движевя 
едфлоется извфствымь, 

Во пеякомь случаф, если ознахимь черсзь Рё и Ё, проэюши силы 
трея ца осп Я и У, то моменты ея вокругь овей $, У, Я вяразатся 
такъ: 


+: у о, [р 1). 
Дифференщольныя уравпешя вращения будузь нифть стфдующий вод: 
9 
== — 6 — Мур, 6). .(933, а) 


9 ыы — (6 — Юр Мур, — №48... (933, 1) 


б-ЕЕ и =... (085.6) 
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Спалала остаповимея па случаяхь каталйя безъ екольжешя; тогда, 
10, ==0, т. е. 


ба о о 


33) 


Помпоживъ первое изъ уравненй (932) на р, второе — па 9, третье 
— на 7, сложивъ вс% уравнешя, принявъ во виимаше равепотва (919, @), 
(933) п амфя въ виду, что: 


ИИ [2 
Ф,— р, = — бр 


ы 


получимь дифференциальное уралнеше: 


Го Ч „,@ 503 0 
Зо тр-= би = ар, 
воторое питегрируется; интеграль его: 
о? 67? — 9 (12491 608 ф--1)......... (984) 


выранаеть законь живой силы, 
Изь интеграла (984), на осмовалйн разенстиь (933), получимь ол$- 
дующее выражен е велцчнцы квадрата угловой скорости: 


__ 242991608 д--В) ‹ 
Е о зо боюов(8 8) 


Слдовательно, #0304 врацииощеевя ттьло катится по периметру 
5 безъ скольэженя, тозда умовая скорость ум шается при увеличе- 
ни ума ф и, обратно, увеличивается при уменьшен зо по иду- 
стому, сравнительно, закону, выражаемому формулот (985). 

Для того, чтобы тахое движене могло совершалься въ дёйствитель- 
посхн, необходимо, чтобы твердое тЪло це могло пигдз отдфлитьея от 
перимегра 6 и чтобы величипа еням треша нигдЪ пе превышала бы во- 
дичииы ироизведеная &)\; чтобы имфль возможиость судить объ этомъ, 
нахо получить выраженя хля № и А, 

Виражен!е для ^ нолучныь слблующимь образомь: номпожимь урав- 

1е (932, @) на по и иридадимь сюда уравнеше (932, 5), нпомноженное 
ва (— 2» принявъ вт, разочеть, что: 


Р-Н Фо бро» №, ЕЕ 20— 65608, 


0 — ва = Че — р = 0 


— 665 — 


и 910: 


ЫА:-- т, = 0, 
такъ какъ опа треня перпепдикулярна къ 0%, иолутимь: 
Зо = (© — 30 -н 297 (^— 639) =^7.... (936) 
Величипу и направлен!е силы трешя можно опред®лить изъ уравне- 


вм (932,6); вторая часть этого уравпешя выражаеть моменть силы тре- 
шя вокруг оеи 2., тавъ что: 


но 7: .=0: А, иоэтому на основани равенетвъ (935), (930) полу- 


ЧИМЪ: 


- ми < 4 
= — пои" (Фе. ие (030) 


Изь этого выраженя зидио, что сила трешя равпа пулю въ т$хь 
мфотахь кривой ©, гл} ($) =0. Вь тёхь мфетахь, гдВ Г () >> 0, ио- 
лучается отрицательное значеше для Е; это означаеть, что зъ этихь 
мфстахь сила треши имфеть отрицательный моменть вовруюь оен И. 
Напротнрь, въ т%хъ мЬетахь, тдё (р) 0, сила трензя нифетф про- 
тивоноложное направленте. 

Виражеше (936) послужить дая того, чтобы опредфлить, въ какихь 
мфетахь периметра © двыжущееся тфло отдлится огь сферической кря- 
вой; это будеть тамъ, гдё выражеще: 


сре зтф Зоо Муиь В) 
полуночи 


= №1 (&—6>).,....... (936, а) 


обращается въ нуль, переходя отъ положительныхь значенй кз отри- 
цательнымь, 

Съ другой стороны это же самое выражене и выражене (937) но- 
служать для того, чтобы опредфлить, въ каннхь мфетахь движущееся то. 
натнеть екользить но периметру 5; это будеть тамь, гдё абоолютная ве- 
личина Ё будезть болфе 19%. 


—188 — 
Положимъ, что кривая © есть круг: ф ==; въ этомъ случа: 
фа, ГОО, ж=ф, зао 1, Н= (а - 9, 
ф—а-нв, Р=0, 


Хр — (ха 2 + (6 — 30) р -= Мур и $; 
зерхн!с знаши относятен къ тфыъ случаям, въ которыхь кругъ © па- 
ходится па той сторон круга ©, гдё ф >“. 

Изъ тото оботолтельетна, то ири каташи но порпыетру круга ф==0, 
величииа сиды Г равна нулю, слВлусть, что катящееся ло пе пачнеть 
скользить по периметру. 

Изь выраженя же для \ слвдуетъ, что натящееся т$ло не покинеть 
периметра, если угловая скорость 6 будегь удовлетворять условю: 


2 ДР дуроз? ф 
= — ЭВ зт а -+ (6 — 91) в" "т ** . (938, а) 


при ф==и-нВ, пли условию: 


2 ом Муубо 81? 4 
ТЕ тЫ . (938,1) 


ирн ф=ия— В; стало быть, въ первомь случай котящесся тфло це 
сойдеть съ периметра ф == пи при какой угловой скорости 0; во вто- 
ромь же случа, т. е., если ф=я-—— р, тБло не сойдель съ периметра 
только при угловых екороетяхь о не меньшнхъ вория квахратнатго вто- 
рой частн неравенства (938,5). 

Возьмемь иной случай: ноложизь, что центуь круга © находится пе 
ва оси 07”, а имфеть еллуюция координаты: ^==0, ф==х; въ такомь 
случа координата ф точпи ирикоеновешья (черт. 118) выразится такъ: 


6030 = 0034605 — Заз и 605 и, 


гдф и есть сферичеекй утолъ, обозначенный на чертеж 118-мь; ме- 
жлу нямв и ллнвою дуги с существуеть завиенмость: 


иЗта =; 
величина с05; фр выразител такт; 


608 = 60$ % 003 ( == В) — зшиз (а В) в0зи, 


— 667 — 


ГВ ворхше зваки относятся кь елучаю калалйл круга © вы круга 6, 
ниж — къ случаю каташя внутренцяго, 

Изь соотпошешй между синусами угловь сферическихь треуголь- 
пиковь 2 и 2КО (сы, чертежь 118-й) получимь равенство: 


вт фт зщ (2 — $) = ча Взшхзт и, 
съ помощью котораго изь равенству (925) п (980) выведемъ олфдующее: 


4008$ _ 
& 


ЮЗ х $ 4, 


затфмъ, изь равепству, иримодопныхь во кониф иродьлущей страницы, 
получимь: 


45 Язва 
Ву — 1 (@-ЕВ 


Волёдотие этого величивы 20,’ к Ё (936, а) (937) выразятся олё- 
дующими формулами: 


да ты зщ а 2 ®— 30%, ВИ 


УВ эт (а =: В) 8) 


== Муурь (608 х эт (@ = В) = эшх 00$ (а == В) 003 %),... . (989) 


_ бу < : 
Риз Мпизти........ . (940) 


Газемотримь случай паружнато каташя. Озпачимь черезь ®,; то знал 
16110, которое имфегь о тогда, когда круть © прикасается къ самой 
верхней точк® круга 5, т. о., ирн ит, д ф=%-В-— и, Взявь 
вь формул (939) верхше зпажи, дадимь ой сл?дуюлий видь: 


Хе = Ве о + Ат, 
тд: 


А = До? -н Мур т (& -- В —х), 


рее (та -н (6 — 90) оз В в (@ -н В), 


Ш 3 в 


В= Ро? — К, К= М, (@втх -= @ 1 (а В), 


— 668 — 


= юз (а = — 0 @- 8), 


== а зшх — 008х, 4^7== 96 © 


со * 

Озевидно, 4 есть величния положительная. Мелии В тоже величина 
ноложительная, т, в. если Ро.” болфе К, то Х будеть положительнымь 
при веякяхь и; стало быть круг © тогда итд пе сойдеть еъ пери 
метра 0. 

ели же До,” ное К, 10 Х будоть имЪть положительныя значе- 
ВЯ только для оИхь и, которыя це мене в, п пе бое (2 — м}, д 
и, веть уголь, опредзляемый равепствомъ: 


воэтому въ такихь случаях окопечтость фла будеть двигаться отёдую- 
щимь образомь (ем, черт, 119-й); озь а черезь 6 до © кругь © калитея 
по периметру ©, ть тотк с ошь отдфляется 01% © и оконочтость, твла, 
двитансь на свободф, описываель дуту с/а ифкозорао круга, имющаго 
центрь на вертикальной лиши 02, цопа опять пе ириляжеть къ кори- 
метру въ точь @; залФмь катазе по периметру повхоряехся снова, 

Надо еще узнать, вездЪ ли круть © будеть катиться безъ сколь- 
женя по периметру круга ©. Чистое катаве возможно только талгь, гдз 
абеолютная величина силы В (940) мене 29. Соетавимь выражеме 
разноети (#9 — №) или разаости: 


# 


те п 2 : ВИ % 
Азт > -5 В „ — 2210, Ся хз о 0085 


6 0 4 


и нрехставиуь это выражен е подъ сяфдующиймь видом: 


А (55 — Мур, 9 5 603 $ = Се 7,.... (9441) 


ДВ 
М№М= АВ —(Мууе Озшх). 


— 669 — 


Дезяо убфдичься, 10 
91 (© =: 8 — и) = Язши — @ зщ (@ + В), 


а потому М выразитея тикь; 
М=(Ро’— Муо, @ зв (о-в) — (249, т х' (7-0). (942) 


Изъь вырмжей (941) и (942) оказываелел, что палалие булезу со- 
вершальея без» скольжешя по всему периметру, вели М болье вуля, 
т.с, До? ие только боле А, по още и боле слфдующей величины: 


Г. = Му [т ХУ Е?-н + @зм(&-н 8] 


Коли Ди“ бохфе К, по менфе Х, то каташе будеть совершаться 
безъ скольжешя только по той части периметра, ва которой % пе ме- 
бе и, и ие болфе (25 — ц,), тАЪ м, ость уголь, оиродфляемый рарон- 
ством: 


( М 
р — Мое, р х-н- и 


Еслн До.” менфе А, хо утоль и, оказываетея больше угла 41; 
слъдовалельно, оть 4, до 4) п оть (2п— и.) хо (2 —4,) вагаше 
круга © но периметру должло вопровождатьел вкольжешему. 

Обратпися телере к5 чВмь случаямт, въ которыхь движущееся ло 
скользлть но периметру ©, пе отдвляяев оть ого. 

Предварихельно нзмёиимь вид изкоторыхь предыдущих» формуль, 
а пмоппо тЁхь, которыя заклю‘имоть ов 0ебф выражено (рЁ’ = 99о) = 
— 06% 608 (1, ро} пли ©03 (в, ро); этоть коеннусь равилетен (4-1) въ 
жфхь елучалхь, когда валалйе ло сопровождаотся скольжотемт, такъ 
комъ тогда мгновевная 065 домжиа проходить черезь точну прикосно- 
зешя; въ т%хь ле случалхь, когда 1фло скользить по периметру 5, 
не отдфляясь оть него, угловая скорость о можеть быть паиравлена 
вдоль но ©у или нротивоноложно ©,, т, в, коеннусь 008 (0, ©) можеть 
быть разенв илюсъ одилни или мипуеъ сдиницф, 

Условимея обозпачать прожзведене: 0603 (6, ро) эпавомт, в, иримемь 
будемт имиёть вт, вилу, что 2, 


— 670 — 
При такомь услови: 
25 = 971, — 96, 


& потому формулу (928) влфкусхь ипвать такъ: 


$ ь — 9% 20,0 +70 — © (923, 15) 

Дажбе, формула (927) еправедлива во велиомь случа, ио формулы 
(928) и (929) иридетея и\еколько исправить, а именцо оп должны 
быть палииезий таль: 


ф—= озше, .. (928%), жзту == 0608 *).. . (92955) 


Поэтому зъ формулахь (930), (929, 0), (931) нехичила 6 должна быть 
замнела, величипою о, & нроизведене Хо, выразится так: 


До? — 16%, тор М (2— 6,6050) .(936,115) 


Въ случаяхь скольмошя диффорелщальное уравпено (982, 6) будоть 
избть слфлуюцай вид: 


а г . 
6 т —ь (5 —&0),......-. (939, в, 5) 


*} Величины ’н 2’ зш можно разсмажривать двояко: либо какть нроэк- 
щи линейной скорости точки Я (черт. 115 и 120; длина ЮЙ разна единиц), 
либо как ироэклам угловой скорости 0; въ первомъ смыси В ’ выражает про- 
экцНо скорости хочки { на координатную овь В полярныхь коордннатъ этой 
точки, в о’ зи у — проэкило этой скорости ма ось у (на чертеж 120-мь эти 
проэкиии изображены длинами. Яе и Ты ый. во втором смысл ’ предетав- 
зястол длиною ЮЛ, отложенною во направаешю ЮМ (когла у’ > 0) или по 
идиравленю противоположному (когда 9’ = 0), угловал же скорость в" вт # 
предетавляется длиною ЮВ, отложенною по иаправленно 100’ парал- 
лельному и противоположному В (когда 2! зи ф > 0) или по направленно 09; 
(когла 2’ т ф < 0), Отложимь отъ точки Й, длины 75 и Йе равныя и па- 
Валлельныя длинамь ЮВ и ЮВ; Магональ 7у прямоугольника, постровн- 
наго на эгихъ длинахъ, будоть разна и парахмельна © и выЪстВ съ тфмь бу- 
деть периендикулярия къ скороски И; точки И, такъ чзо схерическй уголь 
(72.5), т. с. в, равенть соерическому углу (у). 

На чертежу, 120-мт, изображено ложь случай, когда 608 (0, 05) =: 1; тогда 
' — Э5те, и 00’ 5 Д == 6 608 &1; ебан же 0$ (0, ро) == — 1, 10" будеть разна 
(-— О5ше) иж Ш 0 = — 9608 =. 


— 671 — 


г © есть абсолютная веаимипа разпости (7оо— С), тажь что: 


6" — — 0, вли (7—9) > 0 
т. Баросов (8) 
ба= о, ви 0—0) < 0 } 


Изь двухь другихь дифференщальныхь уравнешй (932,0) (932, 5) 
п изъ равенпетва: 


состашиыь олфлующее дифференщальное уравнепо: 
Зе оу Б-р . 944 
= ( о-в.) -- «боли о — (6),...., (944) 


тдф первый члену, второй части можеть быть преобразоваль слЗдую- 
цимъ образохь: 


ой’ зш ф 
® 


АМ 1.5 — с (^,4 и р)=— 


Изь лифферешиольныхь уравненй (944) п (932, с, №15) составымь 
слфлующее уравпене: 


Зоо -- 6 бу 1, .......,(045) 
Для рёюшя вопроса о скольжеши вла, ло дапному перимогру, надо 
иптсгрировать дифферепщажьныя уравпопм (943) и (945), 
Мы ныфемь возмозеноегь рить воирось дая того случая, котда по- 
риметрь 6 есть вругь ф ==; тогда ф == поетояпиому, а потому интег- 
раль уравнешя (945) будеть тахову: 


Зоо = би =0.. +... .:..:-. (946) 


Если кругь О вн% круга ©, то ф==(я-- 8), НЕ= (ав); иоклю- 
чивь изь выражеля (986 18) п интограла (946) величину х, получим 
слфдующее выражене для №05“: 


2 а о Оо -- Ло, (а В), 


81 С] 


== —= 


* 


Это выражеше показываеть, что » болфе пулл только при тавихь 
значешихь @, которил заключаются въ предфлахь: 


Сэ с ( 
О: бесов (17 у 1-29: са Чоозо,, 


Оз (а--8) 
@)= Сей и. 2 воза); 


при этихь значенйяхь величины ©, мпожитель ^ обращается въ пуль. 
Поли 0 >> 0, то в, есть величипа положительная, а о, — отрицательная; 
если же (<< О, то, обралио, в, @ ин ®, > 0. 

Изъ вирожешя (986 №15) легко вывести величины значешй разцости 
(9— ©) при ® =, по==о,; мы пайдемь: 


(ик) = г. [в пьян (6—9, з1 (а-н В) о? -= 


-- Мувози (о) |. 040 


и иодобпое же выражеще для (обо обв), закдючало мое о ВУВСТО ©, 
Если ©>> 3, то очевидио, что при С 0: 


(р) < 0, (0) > 0; 


при пепрерменомь нозросташи о 9 в, до в), разыость (7 — 95) 
пенрерывно убываету *), поэтому, прн нЪкоторомь ® — ©», она, будеть 
равна пулю; соотвфтетвениое знален!е величины 5 озцачимь черезъ 2. 


Со, — 0%. 
в = Я” 


= 


Тёлу, ирикасающемуея къ периметру овружвости @==@, МОгуть 
быть сообщены произвольвыя пачальныя угловыя скорости в; Н7з; роль 
дхвиженя, воснрциимаемаго злому, зависит» отъ величины юу и оть 
величилы разности (705 — ®оСо). 

ели (по, 900) =0, то козаше будеть совершаться безъ сколь- 
жены, каково бы ни было ®`. 

Если (7о— 060) не равио пулю, а о. е паходнтся внутри пре- 
ДВТОВЬ Ф, И Фе, то ТВло отдфлится оть периметра круга Ф==9. 


(Св ТА). 


*) (иро— «о -= 6, 


- гы 


Пели © менфс о:, по 00166 о» и иритомь (издо— 060) < 0, то 
тогла движене тфла должно удовлетворять второму изь дифференшаль- 
цихь уразпешй (948); исключив изъ пего г при номощи интеграла 
(946), получимь слфдующее лифферепцальное уравлеше: 


ао #603 
(9 — —® 
@ зтази(а-=8) (©, ®) (© з)› 
ИЛИ 
45 в 
-= 
5-0 и—®, 


== -— и, 


ЫЯ Е Нк. 
о а ЕЫ 4955, в 9 соз а. 


Интегрирул это уравпеше и введя пачальное ®, выфето новой по- 
столнной произвольной, получим слфдующее рёшен!е: 


Ом 


Углован скорость ® уменылается по этой формулй до тфхь пор, 
инока не схЪлается равною ©», поел чего днижеше обращается въ ка- 
талте безь скольженйя, 

Если оз менфо и», но бодфе в, и притом (^оор-— 6.0) > 0, то 
движет должно удовлетворять первому изъ дифференщальныхь урав- 
пен (943); рвение — слфдующее: 

(1—0) (0—6) (1-6) 


О 
о ово (,— 0) 


Угловая скорость увеличивается ио этой формул до чфхь пор, 
пока не достигнель величипы ®„, ноелВ чето хвижене обращается пь 
калашо безъ скольжешя. 

Подобиымъь же образомк можеть быть разсуотрфиь и случай 


ф=о— В. 
| $ 138. Вращене твердаго тбла вокругъ постоянной ие- 
подвиленой оси. Дифферениталтьтое уравнеше вращения и выт- 
раженл реакщы связей. 
Твердое твло, инвющее возможность свободно вращаться вокругъ 
данной постоянной неподвижной оси, но не могущее перемфтатьея 
вдоль етой оси, ныветт только одну степень споболы, а, слрдовательно, 


его движенте ограничено пятью удеуживающими связлуи. 
43 


а 


За эти связи можно припять: три связи, закрфиляюния одну изъ 
точек 10 твердато т ла, находящуюси на постоянной оби, и лв 
связи, лфлаюния напразлеле лостолнной оси (06и 7) неизивинымь 
въ пространегьв. 


Эти пять связей выразятся такъ: 
2„ == посчояп., у, = побтоян., &, == поетоян., 


У, = ПОбТОз., У, == ПОбТОЯН, 

Послдня два равенства мотутф быть зажбнены двумл другими, 
иуь эквизалоняными; напримфрь, эожено взять еще другую точку тёла, 
на оп 7 п выразить, ‘что дв абсолютных координаты этой точки 
остаются постоянными; нусть эта точка А находится въ разстолни 
? оть точки 10 (ея относительныя координалы суть: 6 =0, ч==0, 
С —1); вмразимь, что координаты 2, Ух постолнны: 


бе а,-н == постояв., Ук == У, №, = пов, 


Чтобы составить диффорениальное уравненю и выражения реак- 
ЩИ связей, представиыь себ, что твердое тВло разсматривается каф 
цоиззтВнаемая система точекъ и прныёиимь къ нему начало 
д’Аламбера. 

Возьшемь равенство (567) стр. 383, присоедивимь къ первой 
части его сумму: | 


ба,-н Ву „ба,-= дек + ХЗУк»ь 


выразимь варъящи коорлинать вовхъ точекъ по формуламь (750) 
втр. 539 и затфиь приравияемь пулю коэфищенты у варьящй 5%, 
Зи. ба„, 9, 9 „ 9.; получииь зробуемыя выражения и уравиен1е; 
но, для упрощеня твхЪъ равенотвт, котор  памъ пужлы, мы еще 
предположимь, что точка 70 паходится въ началф неподвижныхь 
координать и что ось 7. совнадаетъ съ 065ю &, т, в. ВЪ пОЛучелныхъ 


равенотвахь сдфлаежъ 2,» У»; 2» @к, Ук ПМавними нулю, 2» рав- 
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пПыЫМЬ {, а, иромв чого, примезъ во знимале, что в0% 2 остаются 1о- 
отояниыуи, чогда равенства будуть хакови: 


м == оао во ро еораюа (8) 


. (948,8) 
. (948,6) 


.. (948, 0) 


Послёднее фавелетво есть лифферентальное уравнеге вращеня 
сёла, а первыя пять служаль для опредвлешя величинъ резкшй 
связей. 

9 Первыя части равенствъ (948, @, е, Ё) суть нроизводныя но 
времени отъ проэвлйй на ови Х””, У” п =” главиато момента 
количествь движеня зокругь начала координатъ; можно выразить 
величины этихь проэкщй по формуламь (658, а, 6, с) стр. 471-И, 
причень слфлуеь ирииять въ разечеть, 10 въ пастоящемь случай 
У» 2,, Ри 9 равны нулю, такъ какь тфло можеть только 
вранаться вокругъ овен И, п ч10 2„, у», 2, равны нулю, такъ как 
точка /0 паходится въ начал абеолютныхь координать; поэтому; 


— № ФЕ НОЕ В, 
ТВ 


= 8—2 = 


кл р 2 
= Утка 2), В У т Э,.= =\ ры 
9—1 т ты 


43* 
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ЗВеличииы © можно выразить въ ироизведемяжь инерши Ш, и 
Е, и въ тригонометрическяхь функщяхь угла э, составляемаго плос- 
костью 2. въ плоскостью ИХ; такъ какъ: 


8—0, == 60089 — Т,8 9, У; Е, 9 +. 1,6039, 
то найдем, что: 


5. =,608 9 — О» ва, 5, 


уз 


—Й, та -н 0,0059. 


Что касается до Т,, то очевидио, что =, (ем. (662, с) вт}. 
474-п); крон тото В =. 

Поэтому три послёдея равенства (948, 4, е, Г) могугь быть 
предотавлены такъ: 


— (Е, 0э— Ра)" (Е,зтэ-+--0,с039) (2—1, —2,. (948, @) 
5102) (=, 2. (948, 6) 
С"... (948,1) 


— (,5тэ--0.603э)9"- (Е, 


Наконець можно еще преобразовать и первыя части двухЪ пер- 
выхъ равенствъ (948, @,6); для упрощетя предположизь, что плос- 
ость 25 проведена черезъ центрь инердиг ола, такъ что ,==0, & 
& ис, не равны пулю; тогда эти два равенства прямуть слфдующй 
ВИДЪ: 


МЕ ("зто (о %035) — —=В,-=^\--),,. .. (948, а) 
МЕ, р 9) = В,-- ^^... - (948, вм. 


$ 139. Лавлену вращатощатоея тфла на точки опоры 
его постоянной ое. Условя, при которых ось твердалго 
тёла можеть быть свободното постояниото осъю вращения. 
Изъ равенствъ (948, в— 6) ножемь опредфлить проэкщи на оси 
Хх”, У, 2°> роавй, оказываемыхь опорами точекь 10 и К 
или давленй, производимыхь этими точками тверлаго т8ла ца ихъ 
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опоры; третье изъ этихь равенетвъ дает величину проэкщи главнато 
вектора Ф этихь давлеши на ось 2”; 


Физ ($,2)=—^=В,,.........(949, а) 


& изъ равенетвъ (948 4, ) мы можень получить выраженя проэктйй 
этого главнато вектора $ на оси Хи У вл но и Ян\У, & 
имелно: 


Фе ($, =) = — ((0,--^,) воз э-ну-н,) 9 2) = 

= Ввоз (В, Н)--М5.0)............(949,5) 
Фо (®, №) = — (0,-+-^,) 085-05.) 9) = 

— Всоз(В, У— М". ООО 


Изъ этихь формуль видно, что главный векторъ давлешй вра- 
щающатося твла, на точки оноры постолнной оси веть геометрическая 
сумха трехъ силь: 

а) Силы равной и параллельной главному вектору В залавае- 
МЫХЪ Сл. 

Ъ) Силы 59’, равпой и параллельной нентробфжной сит, 
воторую вибла бы масса ЛИ, вели бы она была совредоточена, е 
центр рт ТЬла; эту часть давления илогда называють менииро- 
бюосною силото пала. 

6) (млы МЁ,э”, направленной параллельно отрицательной оси 
У, воли э”>0, и иивющей паправлеше параллельное положеетьной 
оси У, вели э”<< 0. ; 

Злфеь ушботно замфтить, что геометрическая сузпуа, двух сить 
6 и с противоположна, ускоренно центра ипорши тфла, а по величии 
равняется произведено нзъ величины этого ускорешя на маосу тфла. 

Оитдовалтельно ‚ лавный векпоро давленй, производимыхь 
вращающимся тлолома на точки опор езо постоянной оси, есть 
звометрическая сумма, составаенная из лавнало везтора, зада- 
ваемыхь сила и изз фиктидой силы инериии всей массы това, 
кана бы сосредоточенной вг ей центр инерйи. 


. 


у ж—— 
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Тлавный момениь (вокругь 10) давхеви тЪха на точки опоры 
заключается въ плоскости ЯУ; изъ равенесвь (948, @, е) мы най- 
Дель, что проэкщуи этого главпаго момента ® на он Ян У выра- 


Жаются так; 
$003 (9, =) = Л-= 1,9” 0,9, .....-...(949, 4) 


$03 (& У) = Ж-= рэ’ В',.....-... (949,6) 


тд5 Л п Л, суть прозьщи главнаго момента задававуыхь свлъ №& 
ови Ни У. 

Ольдовательно, злавный моменте (вокрузз точки 10) давле- 
зай, пронзоодилииив врелцаюиунмся этльломь на точки опоры 60 
постоянной оси, ость зеометрическая сумма, составленная из5 
зирехь линейных моментов: 

а) изъ проэкщи главнаго момента задаваемыхь силь на ило- 
вкость =Х, 

1) язъ линейнато момента, разнаго 


урн ; 
и налравленнаго въ илоскости У по линш, составляющей съ поло- 
эжительными осями Я п У углы, кослиусы которыхь равеы: 

—Фь Е 

УБьн’ УП, 
6) трет составляющий линейный моментъ равен 
Е т 

и направлень периеидикулярно ко второму; косицуеы узловъ, соота- 
вляемыхь его направлешемь съ положительными осями = и, равны; 


№ _ Бь 
УР-- Е? УР 


Изъ вышеизложеннаго видно, что если твердое пиъло вра- 
щается вокрузз постояиной оси подь вмящема зпакиаь сил, 
злавный оскторь которых равенз нулю, @ заавный моменть 
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(вокругь /0) направлен по этой осн, то оно не производить ни- 
коса давлений ца точки опоры этой оси только при собллоде- 
наи слдующихь условйй относительно положения, ся в5 плыть: 

1) & д0лаено быть равно нулю, т. с. центр» инерщи лльла 
доложена быть на оси вращения, ) 

2) П, и Г, домены быть равны нулмо, вп. е. объ вращеня 
долоюна быть однозо ‘из злавные» осей инерии пиьла. 

При этих усломяхь овь врмценя можеть быль свобохною, зак 
410 точен опоры нужны только на случай появлешя таких 106т0- 
фоннихь силь, которыя будуть стремиться вывеети о6ь зращоня изъ 
первопачальлаго положена, 

ели центрь инерци тфла не паходизся на оси вращеня, 10 
при зращеши является центробфжная сила, стремящаясл сорзать ось 
5 подшипников въ сторону положения центра инерци; кромв того, 
евли вращеше пе фавномёрно, то являотся еще давлене противоно- 
ложиоо врапательной части ускореня цезгра, инерции. 

ели только воблюдено норвое усломе (5, == 0), но несоблюдено 
второе (г, в. ДР, и Ё, не равны пулю), то вращающееся тВло стре- 
мится повернутьея вокругь ифкоторой ови, перпепликулярной къ по- 
етоянной оси, и давленя, производимыя на точки опоры тВиъ боле, 
чмь боле величины Р, и №. 


$ 140. Примёры опредленя закона вращешя твердаго 
твла вокругъ постоянной оси подъ виялщень данныхь скъ, 
Физический маятнист, 

ля опредфлешя закона вращешя падо интегрировать лире 
фенщаяьное уравиеше (948, #). 

Примфрь 113-й. Однородный круговой цилиндрь (радлуеъ оено- 
вания А, ма0ба ЛМ) можеть вращаться вокругь его оси симметраи, 
которая, посредетвомь двухь точекъ опоры, удерживается въ гори- 
зонтальномеь положенти; на боковую позерхность цилиндра намотана, 
{зесъма большое чнело разъ) безконечно-тошвал и вполиё гибкая не- 
раетяжимал нить, свободпая часть которой виситЪ вертикально внизЪ 
(черт. 121) и петь на Кони сВоонЪ тяжелую матерьяльную точку 
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массы 7%, Опредёлить закопь вращешя цилиндра, предполагал, что 
въ мачальный моменть онъ быль въ поко%. 

Въ этоиь случав дифференщальное уравнеше (948, [) будеть 
сдздующее: 


2? а 
М- в =т9В, 


а& потому законъ вращешя будеть такой: 


о #9 


о 
ив Но 


т, е. вращеше совершается равном рно-ускоренно. 

Лримбръ 114-й. Какое либо тяжелое твердое тВло зрашается 
вокругь горизонтальной ностояяной оси подъ вмяшемъ силы тяже- 
ти. Онредфлить законъ вращеня. 

Иредположимь, что за начало координать взята точка переевче- 
я горизонтальной оси 2“”” съ тою вертикальною плоскостью, в% 
которой остаетел, при вращент, цетгуъ инерщи тфла; 065 Х°” опу- 
етиуь вертикально знизъ, Моменгь силъ тяжести вобхь частей тбла 
вокруг 0ви 7“” выразитея въ такомь случа такъ: — 1499, = 
= — 405,312, а потому диффереищальное уравнеше зращеня 
будегь имфть елфлующай влдь; 


@? | 
С. ав==— Моё, тэ. 
Первый интеграль этого дифференшальнаго уравнешя, т, е.: 
1 
5 0.8 = МЕ 89-5 й.........,..(950) 


выражаеть закон живой силы, который въ настоящемь случа ин%- 
етЪ мфсто, таз кавъ сила тяжести иметь потенщаль, а въ уравие- 
Ня связей время не входить явныйъ образомъ, 

Введя вмфето  начальныя зпаченыя 9, нэ’, угла э и угловой 
скорости 5’, дадимь уравлению (950) слЪдующий злидхь: 


(= 97 (вовэ— 6082), . .... (950,53) 


тв : 


сравнив» ото съ уравненемъ: 
402 г 99 Е 
(е) — (Ф = В (с08ф — 608 фи) , 


выражающимь завонь живой силы въ движоши простаго круговаго 
малемалическаго уадтняка (примбръ 33-й, стр. 235—241), мы уви- 
димъ, 110 если въ перзомь (т, в, въ (950, №15) замвнить уголь 2 
угломъ Ф, & величину { длиною А, то получимь нослёдиее уравнение: 
при отомъ слфдуеть замфтить, что ф имфеть изубрешя дляны, такъ 
какъ это есть отношене момента инерщи къ произведению изъ масеы 
ив, длину, 

На этохь оснозани мы можемь составить св0% слфдующее поия- 
116 0 закопв вращешя твердаго тФла вокругь горизонтальной оси 
под ваяшемь силы тяжести: 

Пели отломнмз ота начала коордииите по оси в длину 1 
(951), пло точка Ц твердо ттола, находящаяся а вони этой 
длины, будет соверииить то же самое: движенае, какое совер- 
авасто таоюелая точка круювалю молпеманическаою малиника 
длины 1 эры начальном ть отклонемя Фи— 95 % при началь- 
ной скорости о, равной 45, 

Тверлое тВло, находящееся въ т5хъ усломяхь, при которыхь 
мы раземалриваемь ого движеше въ настоящемь прим, т. в. ижвю- 
щее возможность свободио зрашалься вокруть горизонтальной оси, пе 
проходящей черозъ цепирь инорщи, и подверженное дЯйетвио силы 
тяжести, называется физическим маятником. Плина { называотся 
приведенною длиною физимескио мазпника или длиною малт- 
ника матемитическаю, эвоивалентинеод данному физическому 
маятнику; точка Ц называется ценироме качений, соотафтетвую- 
щимъ данной оси лривфса, т, е. оси вращеня ‘тёла; лишя, проведен- 
пая черезь цеитрь качашя параллельно оси привЪеа, назызается 
осью камни, соотв тетвующею осн привеа, 
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Разстолше 2 осн качая отф оси привфеа выражается формулою 
(951), которую можно продезавить въ иномъ вид; выразимь момент 
инерции С, вокругь оен качатя по формулв (671) стр, 481-й, 
тогла получимь: 


НЕ. нии. - ФО) 


1 


В С, веть моментъ инерци физическаго малтинка зокругъ оси, на- 
раллельной оси качавй и проведенной черезъ центрь инерщи. Изъ 
этой формулы, во первыхь, видно, что плина # болфо 6, т. 0., что 
цешерь качанй отстоять отЪ ови привфеа далфе, чБиъ центръ инер- 
щи; во вторых, на осиоваи этой формулы можно залопочнть, что 
ось привфса и объ качание взолуны, таз что, соли маятниюъ будет» 
подвфшень за овь качай, то иовото осью качай еталеть прежняя 
0еь привфса; въ самомь дфлф, разетоянле новой оси качаю отъ но- 
вой оси прива будеть сл6дующее: 
= Е = (—8); 
10 Закъ какъ: 


= 


то окажется, что; 


Продолжительность одного качавя (одиого размаха) физическаго 
малтника выражается формулою: 


г у [1 = (зе (5 = Эш а ‚. (952) 


полученною наши на стр. 239 при раземотрёши захоновь движеня 
натематическаго круговаго малтпика; В ееть уголь наибольшаго от- 
влоненя (оси Я) отъ вертикальной лини. 

При ничтожно-малыхт углахь @ продолиичельноеть одного пол- 
паго размаха равна: 


ИУ: 01.(958) 
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Чу же самую продолжительцость будуть ИР размахи того 258 
твездаго тВла, подвЪщениаго за 06 качанй, | 

Осью привфеа даниаго твердаго тФла можогь быть произвольная 
нрамал зил, взятая въ х6л6 или нензубнцо-связацная съ низ; едой 
оси привфса, соотвЪтотвуеть опредфлелная ось качавя, которая парал- 
хольна ой привфеа м зохлючаютел въ одной плоскости съ нею я съ 
центромь пнерциь по находится по другую сторону этого центра. 0з- 
палимь черезь у разозояне осн привфеа огь цолтра япери, черезь 
п — разегояше оси качая отъ лего же, иерозъ Л, — момешть инерцит 
вокруг® центральной оси, нараалольной осм ириса, и черезт, и — наето 
ппорщиг тла вохругь той ве центральной оси (см. отр, 491-ю); но фор- 
мулв (951, 615) будемь нубть слфлующую зависимость между эвнми веля- 
чипами: 


Е Пение 


Сумма разегояий # и даоть приведонную длипу { физическаго 
маятиика для качалай вокругь выбрашиой оси привфеа, & эту данну 
зожно выразить но формул (958), такъ что будемь имть още другую 
зависимость: 

в. к 
ЯНУ и. ель, (955) 


между 2, у м иродолжительностью х малыхь размаховъ маятника 20- 
хруть выбраниой овен привфса, или вокругь осн качай, 

Тавенства (954) и (955) показывають, что ди у суть два корня 
уравнени второй степели: 


22 
о" Пе 
Х— =0Х-н"—0, 
такь что ослн дады: панравлошюо оси ирявфса пъ увордомь 142% и ве- 


литий продолжитольности малыхь калашй и требустся найжи положе- 
}, то слфдусть прежде всего онред®лить величиву 


ще оси ириввса, въ 1) 
плеча ппершиг ^ вокругь доитральной оси параллельной данному па- 
правлелно и затфм® опредфавть знакъ разности; 
(врат; 

еели окажется, что зналь этой разности отрицательный, го это букжегь 
значить, что корни продыдущаго уравцешя мпимые к что тло пе мо- 
жеть совермаль разыаховъ слоль краткой продолазительноети вогрутгь 
осей ладнато паиравлешя; есхи же 


2 2?» 
и р" 
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то мы найдемо хвз снетемы осей принфеа: одиф суть пронзводяник кру- 
говаго инлнира рамуса 2, лрумя — ироизводяийя цилиндра ралуеа 44; 
осью этихь инанидров служить нентральнол о6ь данпато паравлешя. 


$ 141, Дихоероиальных уравнентя дважешя твердаго 
тала, содержания проэкийт количеству движения п ихъ м0- 
ментевъ На полвижных осн, Не связаниыя съ твердымъ 
Трломъ, но имуюня начало въ целтрв инерщие его, 

Ло сихъ дорь мы относили твердое +фло либо въ поподвилиниь 
осям кооруицать, либо къ осямъ поизавнио съ низ евязаннимь; по 
въ кфкоторыхь зопросахв выгодиве бываеть относить "в ло кв осимь 
хотя и подвижныхь, ло ие свлзаннымь съ т№жъ жо тбломъ. 

Мы соотавимь теперь дифференщальныя уравпешя движеня 
твердато бла при осяхь коофдинаеъ, проходящихь черезъ центръ 
ипершн тфла, но измфняющнхь свои направлешя пезавиеимо отъ 
Бла, 

Пусть эти оси суть ОХ, СЗ), СЗ; ошф взаимио-ортогональны и 
какь бы неизифино связаны 5 нёкоторою воображаемот пеязжигяе- 
мою средою, имбюшею собетвениое вращеле, независниое отъ вра- 
шеныя тфла, 

Введем слёлующия обозначены: 

'Проэвлин угловой скорости этоН воображаемой неизывняоной 
ореды на оси О%, (09), ОЗ означииъ знаками: ©,, в,, ©;, & проэк- 
щи ма т\ же оси угловой скорости твердаго тбла — буквами нёмоц- 
каго алфавита №, 4, Е. 

Лроэдщи ва тв же оси скоростн 2, центра иперши +верлаго 
зла булемъ обозначазь, для кразкости, буквами ибмецкаго злфа- 


вита а, 6,6. 
#==2,608(2„Х), В-==0, 008(#,,9)), в==%, 603 (%,,3). 


Уровклуи на 06и &, 9), 3 номентовъ (вокругъ центра инерции) 
филь, реажщй н количеству движешя мы будемь обозначаль тали: 
А, 3, А, А, Аз, 1 №, > ТВЗЪАЧЕО: 


Л, = 4, 693(1,,%), Л,=4, 603,9), ит, д. 
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"Прозкщи па тв же оси тлазнато вокхорь силъ и главнато век- 
тора резиций обозначимь черезь 2, В., В, И,, Г., Г.. 

Припонииуь теперь значене шести дифферешшальныхь уравне- 
ий дрижен!я твердаго тВла, Гри уравиоя движеня центра инорзии 
выражаютъ, чго произведене изъ ускореная центра инерщи, умно- 
жениаго на массу тфла, равняется геометричестой суму изъ главнато 
вектора задаваемыхь силъ и главиаго воктора реакий. "Гри уравне- 
я моментовь зогуть быть разсматриваемы, кавъ аналитичесвя вы- 
ращешя того, что скорость точки, черлящей годоврафь главиато мо- 
мента (воируг» ценера имерди) воличеетуь движоня твердато та, 
равняется геометрической сумиВ изъ главнаго момента задаваемыхь 
иль и главнаго момента, реажщий. 

Новыя дифференщальныя уразнемя получим, выразивъ равен- 
ство прозец зышесказанныхь величинъ на 06и №, 5), 3; а такь 
КАХЪ ЭТИ Оби иЗМёНяЮ""Ь свои направлен, то проэвши на нихь ово- 
роити цедра иперши и главнаго момента, количествь лвиженя эва- 
зятел, на основани формулы (293) кинематической частл, тах: 

__ @(®608 (в, &)) 


6.608 (6, 2) =” — 632603 (©,5)) = 9,0603 (#2, 3); ... 


Поэтому новыя диффереюиальныя уравиешя будуть слълующия: 
м — ©; -- ах) = В+ 56 
м(% — окно) = Ву И... :.ч.. (956,1) 
м —ва-- об) = В, И ооарозаоь 0850 


и — 9. 9, = ДН Ал ль. (956.4) 
— — ом ой, = №-А,......... (956,6) 
а. з 5 

т — би-=04,*) == ДНА, ......., (956,1) 


*) Моменты количеств двнженя 4, 4», дз могуть быть выражены так® 
21= (46) 5605 (№, Х) ++ (асзу с03 (№, У) -н (26) 03 (, 2), 
или такъ: 
и = 3 — @4 — @т, 
тдВ входять моменты и произведещя инерши вокруг» новых осей. 
, 
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$ 142. Движене однороднаго шара по дантой новерх- 
ности, 

Вышеприведениою формою дпфференщалецыхь уравцешй мы вос- 
по зуемея для рёшевя ифоколькихь вопросовь о движении твердато 
одпороднало шара ио различиымь поворхностямь, предполагая, что 38- 
даваемыя силя, за исключенемь силы трешя, приводятся къ одной 
равиодёйствуютщей, прнложевной къ цоптру шара, такт что главный 
моменть ихъ вокругь этой точки равень пулю, 

Предиолагал, что шарю носчояино прикасается къ данной новерх- 
ности, предетавимь себф ту параллельную ей поверхиость, в которой 
остаезся ценирь С шара; пормаль къ послбашей возьмемъ за овь 03, а 
два кашя либо направлеши въ касолельной ихоскости за оси ОХ и 09). 

Реакщя новерхиости пзираваеца по оси 8, мы ее означимъ черезъ 
А; проэкийг силы грешя па осн & и 9} означимь черезъ Ё н И, а 
величину рал1уса шара — буквою 2. 

Моменть пперщи мара вокругъ какой либо центральной оси равен 
двуль лятымъ (7%, а потому проэющя на оси &, 9), 3 главнаго мо- 
мелта количеств движеншя вокругь дентра инерзйи суть: 


УМ, ц= 8 МЕ, в = 5 МЕ, 


Дифферешщцальныя ураввешя движеюы шара вида (956) будуть 
сафлуюнщил: 


Ми Моб В+ Е,........1..... (957,8) 
М Мол = ВНЕ, ..:. ль. (957,4) 


М (66 — ол) = 


т Же оо 


Е МЕ (нор ом) В,*)...... (957,4) 


2 МНО ол)= ВР,*...... (957, 6) 


2 


2 2/ @ < 
= МЕ (пноч—оз)=0... к: (957, Г) 

Если опредфлено, что скольжеше между шаром и поверхностью мо- 
жать согоршалься безь волкаго протизод®йслийя, то силы 2%, м 1, дол- 
жпы быть цоложены равиимн пулю, 


— 657 — 


Проди же существовмыие силы трешя донусизется, о нахо ить въ 
зиду, что халате пара можеть соировождаться скольжешемь или ©0- 
вершаться безъ скольженя. 

Котда шарь скользить но поверхности, направхев!е сплы трешя 
иротивоноловно скорости скользящей точь, а величила снлы равна, В, 
тдВ # — коэфищенть тренйя, 

Вогда же шаръ катится но поворхновти безь скольжешя, тогда, еко- 
рость точки прикоснонещя сего къ новерхновти равна нулю, т. е.: 


а-- 24=0, 6— Др=0, 


таь 110 вмфото илтн некомыхь зелиянат останезеля только три, для 
опредёлелтя которыхь будемъ имфть три диференщальныя уравнешя, 
а именно послфлнее (957, /) п два друшя: 


94 5В > Е 
ор = —иь--тош........ (958,2) 
@ 5 В, > ы 

т С о бЗолесосов (08 


Утловия спороети ;, в, оз выражаются фупюйямм линейтьхт, 
скоростой а, $, по выражаются различнымь образомъ, смотря по тому, 
иалйн паиравденя будуть взяты за оси Ж и 9). 

Если за эт оен возьмемь касательныя въ линямь кривизны той 
позерхиости, въ которой остается центръ шара, то ®:, ®, оз выра- 
зятся такъ: 


р 


© В, = — а, | 


05 
о, ай (о, 8) — Ав (о, 9), } 


ДВ Я, ееть кривизна того главнаго сфчети поворхцости, которое за- 
цлючасть въ себ оеь &, а ©, означаоть величину и лаиравлеие ра- 
дуса кривизны той линии кривизши, которой касательная есть ось &; 
&, **) есть кривизна другато главнато сфченя, а о, означаеть вели- 
чилу и каправчевне ролуса, кривизны другой лини кривизны, нмфющей 
касачельною 005 9), 


*) Предполагал, что ось 8 направлена къ точкф прикосновомя шара ст 
поперхностыо. 

**) Кривизна иметь положительное значеше, если центръ кривизны на- 
ходится на положительной сторозв оги $. 
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Для того, чтобы вывести этн выражения, вообразимь себЪ, кромз 
движущихся осей %, 9), 3, ещо друйя пеходвижныя оен коордипать 
Х, У, 2, сослалимь выражешя коспиусовь углов между тЪми и дру- 
тим ослин и зат®мь вычи пы выражегя для ©;, ор, ®; по форму- 
ламь (113) стр. 102-й винемалической части. 

Предположимь, что уразнеюе новерхлоети, по которой движется 
центръ ниердит рено отпоеительна #: 


„ 


Роу) —2=0; 


воспользуемея обозналетями, ирипятыми па стр. 187 и иризеденною 
таль формулою (295). 

Величины &, п @, означають восннусы угловь, составляемыхь 05 
осями Хи какимь либо излравлешомь, проведенными черозь риз- 
сматриваемую точку поверхноети въ касатольной къ ней плоскости, по- 
этому эти носипусы должны удовлетворять уразнешю: 


которое можио нредотавить еще и такт: 
8 Е 
(--)а’-- алан (1 --Фуа’=1..... (960) 
Папразлеше & и Я опредфлдегея мь, что для пихь тричяену, 
от Вы) 2 
та, = 984,@,- а, 


лолучасть мапбольшее или нмапменьтее вначезе. Поетупая по извфст- 
пимь иравнламъ, мм пайдемь, го значены косннусоть а, и ау, он- 
редфляющихь направлея осой &, 9), должны уховлотворять, кромф 
уравлешя (960), сте и слфлующему уравнешюо: 


таре 84 вар ео 
О-и-краа, ^ рдазна-са ау ^^^ 


....:. (98) 


Это уравпепле есть уравпеве второй степепи отпосительно част- 
наго х==(й,:а,), корни его обозначижь черозь и, и х., предполагая, 
что х: соотвтствуеть оси . & #5 — 061 Я; &роы\% того, означииъ че- 
2635 # п Йо слфлуюпия выражения: 


= У -нр и’--Враю-1 -@ 


И 
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тогда косипуеы угловь, составляемыхь осями $, 93), 3 съ осями Х, У, &, 
выразатея тако: 


= 1 ит | НИИ 
} 


2 в 2 Ч * 
2 __ 2%з-на 
По Пе АЕ, 
р 4 —1 
— и И. —... (969 
1 Ура?" 9 УГ’ 2 1-502-592 ( ) 


Для упрощешя дальшфйигихь выводовь мы можемь предположить, 
что пенодвижныя оси Х, У, Й евовпадмыють съ положешемъ, которое 
имфють подвижный осн. &, 9), В въ разоматриваемый момелть; для этого, 
похожешя нелзи?пяемой среды: : 


1, и, =1, и,=1, У1-ни-ьф== 1; 


проч1е шеоть косинусовъ равны пулю, даже: 
(=), ==, з==6а, 3 Иж, =. (0 
=. 


тотда изь формуль (113) и трехь схфдующихь за нныи ца страница 
102-й кияемахгической части получу: 


и. И о Г О 
®=—- ШУЙ „= Пу» = И =, | 


....... (964) 


' } / { 
Фа, = — Ш", == Г, м | 
Гав каж 86% девять косипусовь лредполагаются выраженными в 
фулкшяхь оть хи оть у, то производпыя от пихь но врешели вира- 
зятел тажь: 


‚ди бит о ди 
т И --Зу В, п,— ба -- ув, 
Й 3506 . (965) 
01 91 ди д | 
Е у й 2 ти. 
йа 6 = И и т, Б; 


а составляя выражошя частпихь производняхь ол коспиуеовь по фи 
. 44 
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но у и припиман то випмаше зпачетл (963) пеличиль р, 0,... 1, 
найдем, что 


р г — "+ — я Е, 
г УЕ Ир 


1 и  ( 
= ы 


0 мо 
У—— в; 
ду 0 


ду 


? 


поэтому: 
61= 56, о.= — Я. 


Мы найдемь сейчась, калдя зпачешя имвють остальтыя производния: 


1 бе у ОИ 
р” ди ’ ду ду 


По формуламъ (286) стр. 247-й кимемалтичеекой чаети, коспнуеъ 
угла, составляемаго главлою пормалью нервой лиши кривизиы оъ оеъю 
У®", выразится таль: 


к :5 а 
потому что для этой кривой 08, = ни ея косннуеь же угла, 
К 


составляемато главною нормалью второй ляи кривизны съ осью Х*, 
выразится тах: 


Эс 91. 
603 (р, Х) = у — бу? 


далфе, на основашиг извфетной зависимости между рамуеами кризизиы 
нормальнато и косаго сфчешя поверхности (ем, стр. 186): , 


60 (в, 2) = р, 608(0., 2) = Я», 


ноэтому: 


91 91 С у 
я —=9 8 (и, 7); т = — Я (,, 2); 


залфиь нетрудпо уже получить поелфдишюю изъ формуль (959). 
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Если ос и р) памравлены по касательнымт №5 литямь кривизим, 
танъ 410 9), ., ©; выражаются формулами (959), го тогла равенечва, 
(957, с) п (957,Г) получать сяфлующий влль: 


Х= —Вун Мея, ноЯ))........ (957,6) 


С о... 0570 


Жогда катане шара совершастея 003 скольженя, то посл®днее 
уравиеше приметь схфдующ вид: 


О... № 


Отсюда слбдуеть, 1) что еслн ларь катиися безъь окольжещя но но- 
верхности другато шара, то г равно послояпиому, 2) чго если арь калится 
безь скольжешя но какой либо другой поверхности, то + можеть быть 
постозинимь только тотда, когда постоянно либо а=0, либо Б==0, т,е., 
иогда цептрь шара остастея ноетолнно на одной п той мо хиши кри- 
визиы. 

Таземотримь теперь какой видъ получать дифферешиальный урав- 
нешя льижешя шара въ чомъ случаф, котда за ось & зозьмемь кава- 
тельпую къ трактор центра ипери шара. 

Въ этомь случай $ ==0, 

ы, г ? 1, Га Г гы 


а коспнусы и, И, и, выражаются, ино прежнему, формулами (962). 

Если предиоложить, что неполвижныя оси Х, У, @ совпадають съ 
положешемь, которое имфють подвижныя осн въ разсматриваемый мо- 
мень, то дхя этого положешя пензмфияемой среды косипусм (,,„, 1и,, п; 
равпы едипииф, а ироч!е косциусы равны пулю; ноэтому в, 9, ©; 
выражаются и зу, этомь случа? формулами (964). 

“Далфе, въ выражешяхь (965) надо положить № равнымъ пулю, 
поэтому: 
== А, а, о, 

Шри составлени выражетй этихь производныхь надо припать во 

знимат!е, что р—0 ин 4—0; получим: 


Она Он 
Рае } 9 


о, 


44* 
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Озналииь черозь о величилу п направлене ражусь кривизны тра- 
эвторщ; шо известной формул: 


2% Я 
0080, У) = ава»: 


По формутв (295) стр. 187 пайдемь, что х выражаеть кривизау ® 
пормальнаго сфченя, касательнаго къ траэктомн; дадёе изъ формулы, 
приведенной па 2-й и 3-й строкахь страницы 202-й, сдбхуеть, что 
{— 5) вырожаеть воличипу завиия теодезической кривой, касатель- 
ной къ осн Х (0==0), а, олфдовалельно, и къ эразкторли (означнаь ве- 
личилу этого завимя буквою о); паконешь, ио формухь (324) па, стра- 
инив 203-й и цо формул (368) на стр. 228-й: 


И 1 
{о ет ЯК (©, 3), 


тдф 4 есть радусь геодезической кривизны тразкториь 
На основав всего этого получимь сдфдующия выраженя: 


, 
©==-— 0%, 6, == — 9%, =. „зе ннь. (966) 


тдф © означаеть величину „скорости центра ниерши шара, чавь что 
@ = 8. 

Примфипмиь тагое расположене овей & п 9) къ случалмь калащя 
безъ скольженм; такъ какъ тогда 


мб 2 
Е НЫ А созово зо 8 


Ета ВЯ, 5... -. (958 


м. Я 


—= МуЯ = Воз(В,З)-=^......... (958,6) 
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Сравиивт, уравнешя (958, а.) и (958, 6,) съ уравпенями (957, а) 
и (957, 6), мы найдемь выраженя величинь проэкщй силы трешя на 
касатольную къ траэктори п па ось 5): 


Есоз (В, ®)=— ы (В в05(В,Х) — МВ), 
оз (,9))=—-7 (В‹03(В,9)) — МЕ®о), 


Положимь, чо В==0; спралниваетея, ме будетъ ли центрь шара 
описывать тогда гоодезическую линию? 

Изь уравиешя (958, 6,) видно, что теодезическал кривизна траэк- 
тои будеть только тогда рапна нулю, когда +=:0; по изъ уравиешя 
(958, },) видно, что $ можеть быть ностояниымь только тамъ, тдЪ ©—==0, 
т. е., тдВ геодезическая лишя пе имветъ завшия, 

Сзфдовалельно, евли шаръ калитея по какой либо поверхности 
безт скольжеши ни прихомь, если въ нему ие приложено никакихь 
другихь сплъ, за, псключещемь силы трезвая, то целтръь пнерди его 
можези, очкомваль теохозическую чиню золько при томъ условиь, чтобы 
она была илоскою, 

Обратимся къ раземотрЬшию частнихь случаевъ. 

Прлифрь 115-й, Данпая поверхлость есть шар ралуса (В, В) 
и подвняший марь нривасается къ нему спарулит. 

Зъ этомь елучав за лиши кривизны поверхлосты шара радуса В, 
можно принять систему мерищановъ п систему параллельныхь круговъ; 
положеше дептра пнерщи двнжужатося шара булемь выражать въ сфе- 
ричоскихь коордипатахь фи. 

Ось 3 паиравям» впутрь пеподвижной сфоерм, ось & по касательной 
вь меримаву, въ оторопу убывающихь ф, & ось 9) по касательной и 
нараллельному пругу, в® сторопу возрастаощихь {; тогда п == — В, 9, 
В ву т ф, дажфе: 


Я—=Я =, 8,8) —0, в, 3) =, 


елВловательно: 


. у 
= 90, ©=, 9,—=— 4003$. 


. 
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Рейздия неподвижной сферы выразител так; 
вы 
А —=— Вз(В,3) = Му”), 


тлф © означаетъ скорость центра инердии, 
Если движущийся шаръ скользить по пеподвижному, то проэкийи 
треля будуть: 


РЕ-УЮ А, р (ум) о 


и лифферепиальния уравнешя (957, а) и (957, В), выражающя лвиже- 
ше центра ниердш, будуть тождественны 5 дифферешиальцияи урэж- 
ненмми движешя матеральной точки массы № по иоверхности сферы 
радуса В, подь вмяшемь сплы 6 и треп. 

Если же скольжешя нфеь, то лифференщальныя ураввешя дьнже- 
вя центра инерщи будуть опВдующя: 


" 2 ИО 2 ПН 
МА, [+ — (фт фвзф | =— 7 В+ т Мф 5] т 
МВ а(}'зщ29} _ 5 ЕАО | 
т, 
:1$ 6 есть величина постоянная, такь какъ въ пастоячцемь случа вто- 
рая часть хиффоренщальнаго уравнешя (957, №) равпа нулю. Эти диф- 
ференальныя уравнешя пыражають, что центрь ннерщи движется 
так, кавь двигалась бы матерьяльная точка но гладкой поверхности 
сферы ралуса В,, если бы на нее д®йствовали: снла Л, уменьшенная 
въ отношении 5 къ 7 п сила: 


2и 
тв ММ, 


направлепная въ касательной илоокоети нерпепдикулярно къ траэкторие, 

Если сила В пмфеть поленшаль, то движеше шара, катащатося 
безъ скольжелия, удовлетворяегь закону живой силы, выражаемому ни- 
теграломь: 


МАТ 0-+21,............ (968) 


*) \ сть реакщия по направлено къ центру ‘неполлижной сферы; осли 
шаръ можез"ь сойти со сферы, то \ можеть нифть только отрицательныя зна- 
чеша до нуля включительно, 
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а сели проэющя силы В па ось 9) всегда равна нулю, зо будемъ ныть 
еще и другой ивтеграль, а имепло: 


МЕ, Фзшф=0-н 2 МАЕ. (969) 


Обралимь внихаше на тозь случай, когда сила В есть главный 
векторь силы тлжести, а шаръ однородень; предположимь, что полар- 
пал ось сферическихь коорлинатъ паправлена вертикально сверху влизъ, 
и служлть, вмфот$ съ «Ёмъ, пеподвижною осью У®т, ныфющей цачало 
въ дент; тогда: 


В: = Музшо, Б,=0, В, = — №963, 
0 — МЛ, взф = Му. 
Уравнене (968) можно представить подъ слВдующимь видомь: 


= 9—5). м (0552) 


тдЪ В имфеть слфдующее аначен!о: 


Давлеше шара на сферу (направленное къ цептру ея) выразиеся 
так: 


2=— Муз Му =—мМ т (о т 5). ... (970) 


Катящися шарб оставляеть поверхность сферы въ 1омь мфетф ея, 
д Ш) обрацаетея въ пуль, пероходя оть ноложительныхь зпачешй в 
отрицательнымь: изъ выражещя (970) зидто, что Д) болве пухя до тЁхь 
поръ, нока цептрь шара паходитея выше уровия Утв; да этомь 
урови шаръ отдФляетея отъ сферы и далфе надаеть свободно. 

Приифръ 116-й. Движене однороднаго шара радуса В по внутрен- 
цей сторон® неподвижной сферы радуса (В-нВ,)). 

Въ этихь слутаяхь центрь шара можеть находиться внутри или на 
поверхности сфоры ращуса В,. 

Ось 8 паправимь внаружу сфори, ось & — по касательной къ ко- 
ординалтной оси В (1. ©. въ сторопу возрастающихь ф) п 065 9) — но 


` 
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цасалельной въ координатной осн ‘у (т.е, въ сторону возрастающихь 4); 
тогда: 


я = А, 6 = Ау’зшф, = =—, 


© УЗО, ==’, 6, 008, 


Въ случа катая безь скольженя дифференлальныя уравиетя 
движена ценура инерии будуть отличаться отъ уравневй (957) только 
тВыт, что передь В, будеть илюсь, а не минует. 

сли шарь катится безъ скольщешл ири дфйстии силы тлмоети, то 
первые пилогралы будут: 


2 5 


тв й 


а} 


В 6030 =— 
МВ, узо ==0О-н Г Му созо*), 


они сходны съ питегралами (884, Л) м (832, 13) дифференшальнихь 
урапйетй задали, раземозтр®пиой пл, $ 1926-м; поэтому дпижешя центра 
шара будуть сходпы въ дВидонаи зочки ДЦ, разомотрфиными въ томъ 
параграф. 

Давлоше шара на наружную сферу выразится тако: 


=М (п 5); м та) 
отеюда п изъ инчеграла живой силы. видно, что если уровень у=б 
пиже центра вферы, то шаръ не сойдеть со сферы ии въ какой моменть 
движеня, сели же 6 < 0, то шарь сойдеть еъ новерхпоети оферм тотда, 
когда делтрь его будет на уровни у==1 $. 

Примфрь 117-й. Кало мара 0635 скольшешя мо какой пибудь 
пилинуриуевкой поверхности. ы ы 

Предетавиыь себф цилиллрическую поверхность параллельную даи- 
ной, ту, по которой движется центрь С щора; положеше ленкра С ва 
этой поверхности можно выразнть поередетвомь тавихъ велнчннь #ё и 
с, которыя обратятся въ лрямоутольлыя координаты, когда цилиндри- 
ческая поверхность будеть развернута на плоскость; ирл этомь ось 
#-0въ совиадасть съ одною изь прямолинейвыхь ироизводящихь ло- 


*) Полярлая ось лапразлена вниз. 
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верхпости, а ось координать в — 65 прамою лишею, вЬ которую 0б- 
ращаетея лериметрь одного из сфчетй, ортогональлато къ пронзво- 
хящимт. 

Лиши кривизны пилинхрической поверхности суть: прамолннейныя 
производятия с == постояни. н ортогональныя къ инмь сфчешя 84 — 
поетоянн.; коль извфетно, для цилнидрической поверхлости: 


=, 2 (21, =, (=) 8=0, 

к есть кривизна орхотопальнато сфчешя, взятая со знакомъ плюет, 
если |2 папразлецъ ио положительной оси 3, н взятая со зпакомт ми- 
нусь, осели 9% папразленъ по отрицательной оси 8 (положительная ось 
З паправлеца изъ точкн С чрезъ точку ирикоеновешя шара съ новерх- 
ностью, по которой онь катается); поэтому форшулы (959) для цилия- 
лрической поверхности будуть: 

ОИ, ба, 0), 


а диффереищальныя уразненя движоня будуть таковы: 


Ча 5 В 2 
яр т В 16 8., 


тд: 


‚} есть ифкоторая фунюшя, выражающая зависимость кривизны Я. от 
коорлинаты с. 

Если ДВ. зависпть только оть о, по не отъ 2, то второе изъ диффе- 
ренщальныхь уравпетй будеть луфть слфдуютий иптегралъ: 


о 


Въ томъ слузаф, когда В, равно нулю, мы получимъ слфдующее 


рфшене: 
2 2.2 2 2 
ЯВ (2 = 05, 


= сут (© 5 т), 
О. воз(0у-+- а ?), = [лв 


` 
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Такь, папримфрь, сели осповалйо цилниирической поверхности, по 
внутренней сторон# которой катается шар, сеть круть раддусь (8-5, } 
ц если катае совершается по цнерди, такь что сила В ракта нулю, 
т0 ПЛ, ==—6 ц воординахы центра шара выразятел слфдующими 
фунещами времени: 


© Тона. ЕН Я 
в=щ--@ В а=а— с, В у 5.3 [6— тя я} 


& потому уравнеше траэктори нентра ппезлйи будель сафдующее: 
ы 


С, ре с я 
8—8 — севу 5 (&— ут); 


велн поверхность цилиндра будеть разверпута па плоскость, то эта 
кривая лишн обралится вь еннусовилную лин!ю, имфющую прямую ли- 
вю 2==2, своею оеъю. Олфловалельно, * движев1е цептра шара, катя- 
чнатовя по инерци па боховой поверхности нотладкато лрямаго крутлаго 


цилиидра, весьма разнится отъ движен!я матерьяльной точки иа той же 
поверхности ио иперц, такъ кавъ такая точка онисываеть геодезиче- 
скую лишю (ем. примёрь 29-Й на втр. 228-й). 

Приуфрь 118-й. Ватазе без» скольветя змара мо хопичеекой цо- 
верхности. 

Поль разсматриваемою здесь копическою новерхностью будемъ опать 
нодразумёвать ту, по кочорой движетел цеятрь С шара; относительно 
вида этой конической поверхности ограначен сначала дфлать но 
булемь. 

Положеше центра С’ па этой иоверхлости выразимъ в тавихь ве- 
дичинахь ги 0, которыя обратятся въ нолярпыя координаты, когда ко- 
ннтоскоя новерхность будеть разверпута па плоскость, при чемь пред- 
полагаетел, что за полюсь взята зерлита иолерхности, за нолярвую 
ось — одна изъ примолинейныхь производящих. С. 

Лини кривизпь вонической воверхиости суть: прямолилейныя иро- 
изводяции 0 == поетояни. л ихь ортогональных траэктори и == постояии. 
составаяюнщия скорости цептра инерпш будуть: 


@т ао 
=, ВЕ 


, 

Тлавнал кривизна ®, равна пулю п (0,, 8} равень нухю; другая 
же глазная кривизна ®. обратно пропорщональна ” н есть иёкоторая 
функц оть 0, опа имфеть положительный илн отрядательлый знаку, 
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смотря но тому, намравяень ли ращустф этой главной кривизны ло коло- 
ительной или отрихазельной оси З. Въ формулы (959) входить теохо- 
знческал кривизпа криволинейпой лин кривизны: 


—т=9% 6», 3) 


оли развернуть копическую (или вообще линейчатую развертывае- 
мую на илоскость) поверхность па плосносчь, то илоская кривал, обра- 
зующаялся изъ какой либо памерченной на поверхности кривой лини, 
будеть пыфть кризизпу равиую геодезической кривизпв ел на неразвер- 
нутой поверхпости, таль что теодсзитеская кризизпа какого либо эле- 
лепта кривой ца перазверпутой новерхпости обратиуея В обыкновенную 
кравизпу того-же элемента, кривой на плоскости, Ортотопальная траэк- 
доля {= ностояни. ирямолинейныхь производящих копической новерх- 
ности обращается, нри развертывании поверхности на плоскость, эъ 
кругь радуса 7, поэтому: 


— 1.8 (6,3) — п 


Изь сказалиато слёдует», что для воннческой поверхности формулы 
(959) получать тажой вид: 


ре 
ше 


90 


«= 8,1 а 0.20, в. ==. 


Дифференщальныя уравневя движеша будуть таковы: 


а» 995 В, 
ч# — "(в) = а. сия, о 


1 4(1?0') в Л. И вр 
 # ФАР Вуд == "90. 


Вели сняла В ныфеть потошеалу, то имфеть мфето закоиь живой 
силы, выражаемый илтеграломе: 


м-в] =т0-+21..... (973) 


ели постоянно В, ==0, 10 будемь нмфть нитограль: 


И = ооосовов (973) 


Если иозерхлость есть прямой круговой конусъ н шаръ находитоя 
впутри того копуса, по которому опф катится, то: 7, = -- соо, гл 


` 
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9, есть ухолъ, сосхавляемый съ осью производящими того попуса, по ко- 
торому дрижется центръ Омара; если, кром того, В, ==0, то будемь 
нифть два иптеграла, иптеграть (973) п схфдуюлщий: 


Возьмемь слФдуюний частный, случай. Пусть сила В сель сила л- 
жести шара и иоложимт, что вершипа копуса обращена внизъ, & ось 
его вертикальна; въ этомь случа цептрь С шара лапжется томов, как 
двигалась бы по гладкому комусу матерьяльная точка, мавем Л, иритя- 
тилаемая иъ перлтиф копуса енлою, имлощею слфлуюнй потелщаль: 


= 21] 797008 ан т(о-— [2 ие] . 
$ 143, ДиФеврентальтыя уравнемя относительиато 
Движения твердаго тбла по отношенно къ данной пезий- 
пяемой вред, им лонтем собетвехагое движенте, 


Ипогда ветрЪчалотся тако вопросы, въ которыхт требуотея оп- 
редьлить отпосительноо лвилене дамиаго тверлато т} ла по отноше- 
Но къ ЕЪБоТОрой неизифиненой средф, низющей данное движене; 
поэтому надо соетавлть надлежалия дифференщальныя уравнения. 

Черезь какую либо точку © поизыфняемой среды провелезь оси 
координиь 0%, 53), ©З, неизивнно связанныя со срелою. Усло- 
Вимся обозначать; координаты какой либо точки отпоснтельно отихь 
066 — буквами х, 5, 5, прозкцих на эти оси угловой скороети « пе- 
изивияемой сроды знаками ©, ®., ©», проокщи па пихъ абболютной 
екорости точки > — зиаками а, $, с, угловое увкорете поизиияемой 
среды — зиакожь &. 

Лифференщальныя уравношя отпосительнаго движещя цептро 
знорщи твердаго тВла получатся олВдующимь образохь: выразимъ, 
что проэкции абеолютнаго ускорезя центра инерщи на оси Х, 9), 3, 
умноменныя па маесу тфла, равняются суумажь проэкщй возхь зала- 
заемыхь силь и реалий связей; въ полученинхъ равепетвахь выра- 
знмъ проокщи абеолютнаго ускорешя целтра ипорши твердато ‘фо, 
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въ проокщяхь ускорешй озносительнаго, переноснаго и поворотнаго; 
тогда получател тмия уравнешл: 

М"— Вооз(В, $) -н Уз (У, х) — Ми: (й,%)— 
— И. —ую:)— Мо, (оды оз оз) -- 
— Мо — Мо о.) ---.. (975, а) 
Му’= В‹03(В,3))-- У сюз(Т,3))— 10,605 (9) — 
, ‚ : 
— Мао, —30,) — №. (олу-е оуноз)-= 
= М — М5, —о9в,),...... . (975,1 
Му’ = Воз(В, З)-= Увоз(Т,3) — 0,008 (#,, 3) — 
! 
— М (у.о — %,05) — №, (вх, оу но) -= 
2 ? ‚ к 
-= Мо — ЗМ (6, — 6х, ),.......- (975, с) 
14% Ви /— главные вокторы задаваемыхь силь и реакщий, прило- 
женныхь къ твердому тфлу, #, — ускорене точки © нензифняеной 
ереды. 

Лифференщальныя уравненя моментовъ количествъ относитель- 
нато движевя могут быть представлены въ различиомь вал, суотря 
но выбору коордипатныхь 056й; мы составияь дифференщальныя 
уравнешя при овяхь Од, ДОУ, ОХ, ползивино связаниыхт съ твер- 
дымъ тЬломъ и совпадающихь съ тлазиыми осями иперщи ла, в 
точь ©. 

Проэкщи на эти оби тлазнаго момонта колнчеетвь движения во- 
кругь точки Ю выразятел так (ем. (661) стр. 473 п (757) стр. 
542): 

(т) р С, В), (4). = 3,9 -= М (95,-—6,), 


(„== бык = 06;— 99, 
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поэтому лифференщальных уравнены (758) стр. 548 или (861, @, 
в, /) ст}. 610 цу этихъ осяхъ получать такой видъ: 


ЭГ,’ (8,— в») аи- (4): (А); ь,...(976,а) 
о = — (6—5, )ур-н ( Л.) ег Бас (976, ь) 
6," == (1—3) р-н (2, ) = (С, = .. (976, ©) 
тд: 
Е=М [№ (7 —04-= в) —& ( = в"—1р) | = 
= М1, 6,605 (6,,2)— 6, 5.603 (0,,У) |, 
В, = М[%,5, 008 (6,, ®) — &, 5,608 (6, 2.) |, 
Е, =М [& $, 605 (6, Х) — бо 603 (9, я) | Е 


Чтобы перейти оть этихъь уравнешй абсолютнаго движешя къ 
уравиенямъ относительнаго движения твердаго тфла, по отношен о № 
неизмвияемой сред, надо воспользовалься правиломь параллелограмма: 
угловыхь скоростей, приведеннымь на стр. 185-й киненатической 
части. 

Означимь черезь с:, ®.‚ в, прозкщи угловой скорости « ие- 
измфняемой ереды на оси =, У, 2. п черезь р, 4, г — проэкщи на 
18 же ос угловой скорости отпоеительнаго движошя твердаго тЪла 
‚по отношению къ неизифияемой сред». 

Шо правилу параллелограмма угловыхъ екоростей: 


ИЕГ-НИ, ...... (977) 


= рок, 9=95,, 


Когда подетавимь этн сумуы вмвото р, д ит въ уравневя (976), 
то въ нихъ войдуть произволныя 


р м м 
& 4? @? 
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выражающя проэжхйн угловаго отпослтельнаго ускореня тверлаго 
зла на оси =, У, 2, и производных: 


которыя не равны проэющямь угловато ускореня в пеизмфияемой 
среды на тб же оси; въ самомъ дфлв, по общей формул (293) ки- 
нематической части (стр. 251), выражающей прозкцио скорости го- 
дографа па подвижное направлеме, мы найдемь, что проэклин угло- 
ваго ускорешя ® на обн Я, У, 7. выразятея таль: 


== = ®0$ (®, Я) = к 70, -= 90; == 

= Е — т, 06,.:,..--.. .... (978, а) 
6, = 0 608 (©, 1) = 6, — рен то; ..... зозонвае (#0) 
9, = 0 605 (6, 2) — ©,’ — Чон ро... 4... - (978, в) 


При помощи формулъ (977) и (978), лиффероннальныя уравно- 
ия (976) могугь быть преобразованы въ слдуюния дифферетиаль- 
ныя уравнея моментовъ количествь относительнато движешя во- 
вругь осей =, У, 2: 


1 5 Е 7 з 
УГ, Я = 3, —6.) (Че-но,о,) = Зо; (Ль)+--(А,).— Е, -ы 


+ (9(,-- 3,— 6,) 4%,— 1, — 3, 6,)10,...... (979, а) 


ВИ = (6,—91,) (р-н ой — 0, --(Я.),--(А,, Е, 


—= В, 6, — ть: — 68, — 6, ЗС) рю,...... (979,5) 


6, — (91; —.) (фа-ного,) — бу, = 


= (6,59, — З) рю, — (6—9, 4ь...... (919, 6) 
Наконоць, собтавимь еще дифферонщальных уравненя моментовъ 


количествъ отпосительнаго движеня при коордипатныхь осяхъ 3 


9, 3. 
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Ознамимь черезь ^,, №», А; ковинусы угловь, составляемыхь осью 
3 съ облии %, 9), 3, черезь ра, №, №› —— коеннуеы углов, соотав- 
пяомыхь осью У съ тфии же осями, и черезъь у, у, у, — носинуеы 
углов, составляоныхь съ тп же осями осыр 7; производныя отъ 
этихъ косинусовъ но времени могуть быть выражены формулаи, по- 
добными формуламь (104) стр. 98-Й иля (120) стр. 105-й кинема- 
зической части; тажь, папримв р: 

петь д, р, Е, р 

Ломпоживь уравиовя (979) на №, щь, м, сложивъ п принявъ 
во вниман!е посл я равенства, получимь сязлующее диффереи- 
щальное уразнел!о: 


964 — (Л. (АЕ. -Е ры Вл 
— шой, — Зоды — бью 
52 ль: = З‚оди’ = уху) 
—68,— бор, --(6,—Я один, —З,)ово, м .(989,а) 
тд т, 3,„', 6, суть квадратичные моменты относительно плоскостей 


УИ, ДН, ну; (Л,), веть проэкшя главнато момента силъ вокругь 
зочкн 70 на 06 %, & 


(1, == И, РА, -= 3, д = быти 


есть проэкщя на ту же ось главнаго момента количествъ относитель- 
цато двнжены увордаго Зла. 

Такияъь же образомь составиль п другя два диффоренщальныя 
уравношя. 


$ 144, Вопросы и задачи объ опредблеши относптель- 
наго движешя твердаго тфла по отношению къ данной не- 
измбияемой ередж, 

Примфрь 119-й, ПензиЪпяемая среда вращается равномврно съ уг- 
Яовою скоростью ‹ покругь вертикальной оси ОЙ (черт, 122-й). Таер- 
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дос ‘Рно соть дисвъ ЛМ, подобный "Бут, которые изображены на, чер- 
тежахь 104-мъ и 105-м5; оеь @0 эгого *Вла евободно вращается ъь под- 
шииникахь вилки ВР, прикрфиленной кл. копцу © стержня 9,5 малт- 
лига, могущато вращаться вокругь оси 9), неи фито связанной со 
средою. Вращаясв вокруг этой оеп, стержень остается въ плоскости 
20%. Пплка прикрёллена кф сторжню такъ, что ось аб (СЁ) ое- 
тается въ той же илоскости, 

Тфлу ЛЕМ сообщена угловая  орость С покругь ви ОЁ; онредв- 
лить, какое движет е будеть совершать маятиикъ подъ ваш омь силы 
тяжести (кфйстлующей израллеаюцо отрицательной оси 2") и нерепос- 
наго движешя яме съ пращающеюся средою. 

Положим», что пачало О неподвижаыхь осей коорднтать выбрано 
Тань, что точка ©) находится въ ихоскости ХУ); положительная ось ХХ 
мусть совпадаеть съ продолжешемь папразленя, проведеппаго изъ О 
через О, & 065 ОЗ нараллельна оси 2°%Ъ. Уголь ХОХ означимь че- 
резь 2, (9, == д) а угохь 903’ — черезъ Ф. 

Чтобы составить уравневя тВхь связей, которымь подчипено твер- 
дос 1Ъло, падо иривять во знимаце, что маятпикь амфоть ио отноше- 
цию къ понзуфвяомой срелф только одну етонепь слободы (имепно онъ 
можеть прмналься вохругь осн 5)), а творлое тЪло имфоть по отноше- 
шю кь маятнику тоже одпу стонель спободы; схбловательно, тверхое 
тфло имфеть вь сложиости ди степепи свободы, т. е, подчилепо четы- 
ремь связямь, Нетрудно составить уравпешя этихь связей; оп таковы: 


2, — (В -+- 16050) 605 ==0, у, — (В -- 1005) зто = 0, 


2, + 131ф=0, ж— в =0, 


илн 


х, — 10080 =0, у, =0, 1510 =0, ж, 


.... (984) 


тлф 1) означаеть воличииу разстояшя ОХ, { — разстояше денера инер- 
цог С’ диска оть точни ©; ф=ъ- есть уголь, составляемый оеБю 
7 сь осью 3, а 06; есть уголь, составялемый плоскостью, проведениою 
черезь ось 0 параллельно ови $ въ плоскостью ЗО (этотъ уголь 
равенъ мулю въ пастоящем» случа). 

По формуламь (47 —55) кипоматической части соетавтть выраже- 
ти для косипусовь ^,, р) +... У: ТАКЪ кажъь здфеь 20, ==0 я 
ф = 5 —ф, 10 оли будуть таковы: 


45 
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№ =00521Ф, №, =919, А, = — 6059003, 
44==— 5195 ф, == 0089, 4==5196039, 
У ==608%, =; <» 


Ускореве точки 5) и находящейся въ совмадени! съ нею точки 6, 
разно о*О в паправлено и% точь О, 

Проэвщи угловой скорости ® па оеп & п) равны пулю; проэкщш 
ея па оеи 5, У, 2 суть о’, ош, оу. Угловое усхороте полоуияе- 
мой среды равно пулю. 

Относительное хвижеше траа ЛОМ по отпошешю кь поизыфняомой 
сред сосгопть изъ пращешя этого тфла вокругь осн СЁ и изъ враще- 
эз1я его выфолВ ©ь маятпикомь вокругь оеи 9) (угловая скорость: 


4$). ноэтому: 
981? с 


р==— тэ, Ч =—-9 6039, 
6059 -—(5тэ==0, ряшо-н 46082 =-—9,, 


По формуламь 5 129-го составимь выражеши прозкци па сем $, 
3), 3 главваго вектора реак связей и вырожещи тлавныхь моментозь 
реакции вокругь оеи СХ и вокругь оеи, проведенной черезь цептрь 
пнерцш С параллельно оси 9); эти выражевя мотуть быть составлены 
тах 


о п 
с Те 


98 
КАИ... А рь 


г_ 98. 93. 1 963 981 и ве’ 
(А) = А Г 2 Ес 005 $) зд Ной 608 т, |=. повеса = 


081 985 983 934 
= 51 м Ар -— & 98 


ТД З15 8%, ва) за суть обозпачеши фупкщй отв {, Ус, в» 9, 26, , 
образующихь порвыл части уравцешй (991) виязей, а А,, Аз. А А: 
суть множители свойственине эепмъ связям; выражето дял (А,), уш- 
ростиловь волфдетие того, что ж, ==0. 


— 707 — 
По этимь формуламь пойдемь, что; 
703 (У, Х) =А&,, Гвз(Т, 3) =4., У5(Т, 3) = 4, 
(0, (А == А, 003 (А, 9) == &, 1409 < + &,1 919. 


Теперь, но формуламъ предыдущего параграфа, соетавихъ днфферен- 
1бальныя урапнешя отпосительнато движеншл центра ннерщн (первое и 
третье), лифферонщальное уравнене момелтопь вокругь оси 2. (979, с) 
и лууферещальное уралчоне моментом вокругь оси параллельной оси 
Я н проволелцой черезь хочку С; эти уралпешя въ ластоящелмь случа 
будуть тапови: 


А те М -- 15915) 0, 


42 с0зф @ 3 
— М» =-— ЛА, бу бою р =0, 


— 9% с == (А, 050 -+ 4, 31$) 1 — 2% то 0зФ — 
— (6, — 3) 0? 51 фс080*). 


Третье изъ этпхь уравнен!й интегрируется неносредствепно и даеть 
интеграл: 


т-ноиФ = б=т,, , 


гдь *. ееть угловая скорость вращеши вокругь оси симметрии при Ф 
равномь нулю. 

Исллючивь изъ трехь осзальныхь дифференщальныхь уравнеши 
множители А; и А, полумтуь дифферешиальное уразисве втораго 


порядка: 
(9 -= ЕР) т = (6, г, -- 24) о в0зФ —ЛПузшо-= 


== (МР — 9%)? 9106089,....... (983) 


*) Дзя тБла вращеня 


3’ = ©; (сы. слф. 495). и 
46% 


ЕК 


Вели юн, 6у1ь величины положительных, то вторая час» этого 
уравнеши имфеть положительную педичипу ири ф равпомь пулю п от- 
рицательлую величипу три ф равномь У а, слдовательно, опа равна 
пулю при н®которомь положительном» утлв ф,, мепьшемь 90°, 

Слвдовательно, если ту иль положительную величину, то, при 
вращени неизмоняемой среды с положительною узловою скоростью 
© вокруь положительной оси 72°", маятник будеть стремиться 
отклониться на узоль Ф, (внаружу); такь, что когда малтпикъ нахо- 
дизся въ вертихальцомь положеди и при этомъ угловая скорость ©’ 
равна пулю, тогда ф стремится увеличиеься (позому что ©”>>0), котда 
ще маятиниь паходитоя въ торизолтальломь положенит (вол 9=%) 
п при этомь ©’ тоже разпа мулю, тогда о отремитея уменьналься (по- 
тому что 9” < 0). 

сли же (прп положительной о) угловая скорость т, имФеть досха- 
точную отрицательную величину, такь что вумуга: 


бло -= МЫ 


ныфбзь отрицательное значеше, то вторая часть равенезва (982) иыЁ- 


т 
еть отрицательную везличнпу ири $=0 п лоложичельную ири Ф==— >, 
а, слЬдовательто, она равпа пулю при пфкозоромь угаЪ (— 0%), зажлю- 


я 
чающемея между нулем и| — =]. 
у 2 


Слфдовательно, ебли т, имъеть отричательную величину, удовле- 
творяющиую условтю: 


и, ..1...-...:... (989) 


210 при враацени неизлюняемой среди съ положительное уловов 
скорости о вокруль полоосительной оси Йо", мазтнико будеть стре- 
миться отклониться на узоль (— фо), 1, е. ко ое 0. 

Если бы ло ЛМ не вращалось вохругь оси 2 (1. в. ебли бы ту 
было равно лулю), то при вращеши ероды мзятниюь стремилея бы 
отклонитьея оть оси враащешя волёдетв!е дйетлвйя цептробфжлой еплы; 
между тфмъ при отрицательном г,, удовлетворяющемь неравенству (983), 
маятинкь отклоднезтся #5 оси вращешя, противоположно дфйетвию цен- 
тробфжной силы. Приборъ, служанИй для лемонетрировашя этого инте- 
респаго явлешя, извстонь подъ именемь маятниковато прибора Сира 
(Гаррахей рев] Шате 4е М. 81е). 
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Прежде чфыв перейдемь къ остальнымь двумъ примврамь, обра 
тим внимаше па слхующее оботоятельство, 

сли исизивняемал среда не имфеть угловато ускоремя, & точка, 
> иметь постоянное ускорене 4 по ови &, вели твердое тло 
подчинено такимь связямь, выражешя кочорыхъ заключають х,, У,» $, 
и косинуеы №, А, Ан, №... .. Уз, ПО не заключалогь времени 7; на- 
ковець, ели силы, приложенныя къ тфлу, имфоть потонщаломь 
фуницио оть тЪхь же перенвниыхь №, Уз, М) Аз» Аз Раз зн.» 
то дифференщальныя уравнешя относительнато движешя тфла имв- 
ть иптеграль, завяючающий живую силу отпосительнато движения. 

Въ саможь дя», помиожимь уравношя (975, 6,0) паз, 9, 
$, а уравнешя (979, 9,6, с) на р, 4, т, причемь за точку /О примем 
центрь инерщи ла; еложивъ, получимь : 


ат 


— ме _ Мань коль-к оное, 0 
& 


ЕЯ 
5% 25 4 а — М4 


== Зо: («ле — ©) Зо, (фр — о) -= бо; (©: — ©.}), 
ГД: 
ТЕ 6+, 6,7 | -- 5 @учывры-в),... (984) 
т аа ` 


На основанш формулъ (978, @,6, с) мы найлемъ, что послёлюй 
уиоточлень второй части иредыдущаго уравнения равенъ: 
, , ы , 
Эро: 5 Зоо, = бое, 
а потому это уравнеме питегрируетоя и дает слвлуюний илтеграль: 
и : . 
Т=- [вор — (щи, + о | —=0— МАН 
-= ыы (Яро -= Зо = бю/)-й...... ... (985) 
Примфрь 120-й. Неизм6нлемая среда пралидется равномёрио во- 


круг постояицой пенодвижной оси. Цептрь иперщи О тверлато тфла не- 
, 
пзифиио связать съ пфкоторою точкою © нензмфияемой среды. 0еь 2 
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ость ось симметрии массы тфла, тавъ что 3, ==,. Опреддлить очноси- 
зельпое пражее тфла, иредполагая, что въ пачальний моменть ему 
сообщено отпоентельное вращеше вокруть оеи С. 

Предположивь, что оси ОХ, 99), ОЗ расположевы тавъ, какь #ъ 
предыдущемь ирим$рф; за точку Ю возьмемь центръ инерши С, кото- 
раго координаты %,, №; 3 равны нулю. 

Составпиь диффоренщальныя уралнешя (979, 6), (980,6) момевтовъ 
вокруг осей 2 и 3; они булут® таковы: 


и а 
о. 


а (1, (р . бт Я р ' 
о с о. — 2% (Аз = увы ) +5 був) 


и дають слЗдуюние интегралы: 
т 0003 ф == 0, = -06080,*),......... (986) 
Уж’ ф-н 6, 16050 -=- 1 оз? = бои = 9, .(987) 


Еще одинь иптеграль получим по формул (985); онь будеть 
такой: 


УЕ, (бою зп) == — 6. Р-Н ЭГ зи - © 650930. (988) 


Исключивъ низь интеграловь (986) и (937} веллчнну г, получниыь 
слёдующее выражене для 96”: 


, @ — 6%. 01 с 9 
98 == — ® = ВИ Е (339) 


& целючньь изъ веЪхъ трехь итеграловь волнчины г п 2%’, получиыт 
слфлующее лифферетиальное уразнеп!е: 


1. (ФР = (28 — 6,02 -+ 2 о) — 


уитегрерован!е которато не представляеть затруднений, 


*) Буквы { и 2 означают: нервая—уголь межху осями И, и 3, вторая— 
уголъ, образуемый плоскостями ЗХ и.ЗД между собою, 
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Петрудно убфдитьея, что если въ начальльй моменть оеь Д совпа- 
дала сь осью В и еели пачальныя значешя произнодныхь {’и ж’ были 
разпы пулю, т0 06ь С будоть иослолишо совпадать съ осью 3. 

ПримЪрь 121-й. Нъ задалйю нредылущахо ирим®ра присоединяется 
условие, что овъ симмезрн (065 2) твердаго уфа домица оставаться 
зъ какой либо плоскости, пеизмфино свазавной съ движущеюся средою, 

Положимь, что нормаль Н этой плоскости составляеть уголь $ съ 
осью З и что плоскость, проведенная черозь В и Я составляет уголь 
5 съ плоскоетью 8%, такъ что косипусы узловъ, соетавляемыхь нор- 
мальтю съ осями Х, 9), 3, будуть: 


9166039, млезящо, с03е, 
а уУ620110, пло 0сь 2 нерпеидикулярла въ И, выразится чад: 
У.Е 4035 + у бшезт в -н %005==0,..... (991) 


ЛИ: 
Зе 819 608 (8 — 20) -+- 603=608{ =0.... (994,18) 


Такъ кахъ это уравнеше пе заключаеть зременн лвпымь образомъ, 
10 п въ пастоящемъ случаФ врацешо зла удовлетворяеть пнтеграху 
{988). 

КромВ того, диффореищальное уравпеше моментовь вохругь оси 2 
имжеть совершенно зотъ же самый влль, каюь и въ иредыдущемь при- 
мфрВ, поэтому теперь имфеть мото также и питеграль (986). 

По ноключеши величины г изъ этихь двухь интеграловъ, получив 
<сл%дующее уравнеше: 


УЕ, (ФУ -н ож зи? ф) = 2% — 6, С? -- 26 Сл оизф-= 
= О......... (992) 


Углы Фф но ж могут быть выражена фунюйями пфкоторало угла, 
опродвляющахо ноложене оси @ наданпой илоскоств. Озпачимь через 
(0 уголь между нлоскостью Н2 и плоскосяью МЗ; это есть выфетф съ 
тёмь уголь при вершии® Н сферическахо треугольника Н 2.38, протвву- 
зежащй сферической сторон® 82, разлой $: друйя дьф стороны этого 
треугольника суть ИЗ -=ен НА = ыы ; еферичеевй уголь нри 8, 
протлвуложащй сторо ИС, равепь (5 — 06); по извфетнымх форму- 
ламъ сферической тритонометри: 


603 —1=6030, зая (6 — 4) = 10. 


Я 


Дифферевдируя первую нзь этихь формузь и уравнеше (991, №13), 
получим: 


фт == О’звенай, жит (5 — 0) == -= г ф, 


отсюда и изъ приведелцыхъ формулъ найдемь: 
(Р-н ое = (9. 


Моззтому диффорыпиальное уравнеме (982) можель быль предотав- 
лено подъ сафлующимь видом: 


У ©} = 2, -- 2016, озте 030—916? 91° 2003? 0,.(993, 13) 


хдв й, есть постоянная, 

НПоложимь, что въ пачальный момешгь угловая скорость 0” была 
равна пулю, а уголь @ равенъ 9,, иричемь тфлу было сообщено отно- 
оительцое угловое вращете т, имфюзее весьма больтую величину 
сратилтельно съ ©; тогда постояплая 2й, окажется равною: 


21, = — 20, 6, 012603 0, = Я о’ 91" 0057 0,, 


причемь 
Е т а . 
О =, 9902605 0,; 


поэтому дифференшальное уразлеше (992, 115) приметь тотда сафдую- 
пай видъ: 

УЕ, (9? = 26, у овше (8050 — 0030) К,... (999,6) 
тд: 


КЕ 96 зб — 


ТО о т .;. 3018005 0. 


ели го пмфоть достаточно большую величнпу сравнительно с ®, 
то & не получить отрицательныхъ значешй н не образитея въ нузь ни 
ири какомь угл 09, а нотому вторая часть уравиешя (392, ©} ныбеть 
положительныя значеня для возхь 0, заключающихся въ предфлахь @ 
п (—0.) н обращаетея въ нуль на этихъ иредфлахь, 

Слфдовательно, 065 @ совершает» размажи амплитуды в, но объ 
стороны положения равновтея (0 — 0), находящелося на сресъьчен 
данной плоскости съ плоскоспимо, проведенною черезь нормаль Н и 


её 3. 
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Сравливъ уравиешо (992,6) оь уравнешемъ 
(07 =2# (6080 — 0030), 


воторому удовлетворяють качашя хруговато математическаго маятпика 
длины ИП, мы увидим, что’ колебая оси  совермаютея но закону 
болфе сложлому, чВыь колебалйя прос то маятника; но если ирелебречь 
дробью (о:го}, то можно сказать, что ириблизииельно продолаеитель- 
ность каждало весьма малало размаха оси 2. равна: 


Поэлому, если гироскомь, изображеипый на чертеж 104-мъ, будеть 
нодвЬшенъ такимь образомь, чтоби омъь моть свободно вразналься во- 


кругь оси ЕР, пеподвьжной по отпо ен 5 земл®, п вели тёлу М 
булеть сооблено быстрое вращеше г, вокругь оси АВ, то, вояфдотые 
вращен]я земли вокруть оси, ось А.В будегь созершаль качаши около 
и\фноторато положешя равпозетя, 

Жоли ось ЕЁ будеть вертикальпа, то еель поериендикулярпа къ ис- 
тинному горизоцту мета паблюдешй, то положеше равповфея будеть 
направлено ис меримональной лицие, а продолжиуельносгр малыхь ката 


у 
бетою с03 А ? - 


тдф А есть петинная широта иЪета наблюдений. 

ели же ось ЕЁ будеть нерпендикулярва къ плоскости мерндана 
того мета, гдф совершаются паблюдешя, го положеще равповвел со- 
ввадаеть съ паправлешемъ оси м1ра, & прохоляштельпость калий бу- 


ши будетъ рана: 


дегь равна 
р 


09 


Эти явлева показаяъ и объяспияъ Фуко, 
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ТЛАВА ХН. 


0 составлени дифференщальныхъ уравненй двименя гибкихъ 
и деформируемыхъ сплошныхъ тёлъ. Гибкая нить. 


Въ этой слав будуть изложены соображени, которыми руковод- 
итзуются при примфлеми механики слетомы магорьяльныхт точек в 
зеори равнозвея и длвижеши доформиууемыхь силомнихь малорьяль- 
ныхв рль разпаго рода; конець же тлавы будетъ. посвящоль сие- 
Щально составлено дифферениальныхь уравнешй движетя весьма 
зонкихь тибкихъ нитей, 


$ 145. Иродположеня, двлаемыя отпосительно сил 
взанмподвиетя между атомами. 


По аломистической тоорзи, велкое маторьяльное “Ъло, пе смотря 
па свою кажулуюся сплошиость, состоять изъ атомозъ. 

Кажлый атомь есть пеллимое абсолютно-твердое 1фло, разивры 
которато въ такой степени зичтожиы, въ какой, приз брио, тромадны 
разотояяйя отъ земли до неподвижныхь звёзд. 

Между атомами дайствують силы взаимнодфИствля, которыя, мо- 
жетъ быть, не только отрематся изифнить разстояня между ними, ко 
могуть еще нобуждать ихъ приялть вращательный движенуя отноен- 
зельцо другь друга. 

Тахимь образомь теоря лвижешя и равновфелл малерьяльнаго 
петвердаго тфла нризодителя иъ зоироеу механики системы твердых 
чбль, между которыми дЗИетвують нфиоторыя силы, взаимнох Йетвяу 
для того, чтобы поставить разсуждетя на опредфленную почву, мо- 
обходимо слфлать предположевя относительно вида оломовъ и отно- 
сительно закона взаиинолфйосвй между ними. 

Во многихь вопровахь математической физики нЪть падобноеги 
прявямаль зь разечеть вралцеш!е азтомовъ; тогда можно каждый атом 
замфиить матерьяльною точкою, не дёлал иикавихь предположешй 
относительно вида атомовъ. 
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Относительно силъ взаимнодйстыя, дйствующихь между ма» 
чоръяльными точками, замфилющими атомы, дфлаютея обывновенко 
влвлующя предположеня. 


Предположение ПрьдполлтАются, ч1т0 силы эти слЪдУють 
ОТНОСЯТВЛЬНО ВЗАИМ- НАЧАЛУ РАВЕНОТВА Н ПРОТИВОПОЛОЖНОСТК, т. #,, 
Нодайстий  МЕЖДР 40 бнлы, дъйствуюпия между дтомами А и В, 
АОИ, —®= = МВ В ПРЯМОЛРОИВОПОЛОЖНЫ. 

Цром6 ТОГО ПРЕДНОЛАТАЮРСЯ, 410 ЭР СПЛЫ 
ПАПРАВЛЕНЫ 10 ЛИШИ, СОВДИНЯЮЩЕЙ точви, РО 
Усть атомы Ди ВБ, и ч10 ВЕЛИЧИНА КАЖДОЙ ИЗ 
ЭТИХЪ СИЛЬ РАВНЯЕТСЯ ПРОИЗВЕДЕНИЮ 


тать Гл), 


ГД Ж; Н Жр СУТЬ МАО АТОМОВЪ, Ан 
РАЗОТОЯНТЕ МЕЖДУ НИМИ, 


ром этихъ силф, ил атомы могуть дёйствовать ещо и другя 
силы, исходяния изь центровъ, ложанихь выв разематризаемато "ла, 
Пра чажихь предиоложешяхь, теорля лвижешя и равновЪемг ма- 
торвяльнаго незвердаго тФла приводите кь вопросу мехапики си- 
стемы матерряльныхь точевъ, къ которым» призожены лажныя силы 


$ 146. Шесть такихъ диоосренщальныхь ураввени для 
каждой части тбла, изъ которыхь пеключены величины 
вебхъ внутренлаху сплъ этой части, 


Предотавимь св6% вою систему матерьяльтихь точежь, замфнию- 
щихь атомы данцато матеръяльнаго ла. 

Выдфлимъ мысленно какую либо часть ла, какую угодно им ко- 
торую угодно. 

Зою совокунпоеть атомовъ, заключающихея внутри выдфленной 
части, будемъ обозначать знакомь -%, а вею совокупнееть атомозь 
остальной части ла, — знакомъ А. 

Атомъ части «Ля будемь обозначаль буквою 2% съ иадлежащихь 
зпачкомь влнзу и ебову вя, а атомь части 0 — буквою |, тоже съ 
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наллежедимь значкомь (напримврь, 2%; , 2%, %.,.... „т; суть раз- 
Личные атомы части У, а, №... , .. №, — различные атомы. 
части И); впрочемь эти знаки долины обозначаль преимущественно 
величины мабеь ®Вхъ же атомовъ. 

Предетявихь се0%, что мы составили дифферентальныя уравие- 
Ш движевя для каждаго изь атомовъ части У; для того, чтобы 
условиться относительно обозначетя нзкоторыхь величинь, входя- 
михъ рт оти уравцешя, мы выпитвемъ злбеь одно изъ нихь, а лено 
первое зифферентальное уразнеше для алюма и, : 


Е У р, Ги, 8) 
1,9; =; > зи; ру (ти) ие 
Ув 


%) я (и — ть 
тх т; У к (и) < = 
Ех 


5 


Вторая часть отого уравнешя нродетавлона въ ви трехъ чле- 
новъ; нервый члеть выражать сумму прозвшй силь, дВйствующихь 
па атомь 2, со сторошя вебхь остальтыяхь атомовъ чаети «7, таль 
что суумировае, озпачениое въ отомь членЪ, должло быть равиро- 
странено на всф аломы этой чисти; второй члень выражаеть сумму 
проэкций силъ, дЬйствующихь па атомъь #%, со стороны вебхъ ато- 
мовъ части #0; навонель, гремй члень (Х,) выражаеть сумму про- 
ЭЕЩИ вофхь сить, дЪЙствующихь на атомь 2, извиф разематривае- 
маго тфла. 

Продетавнаь 008 далфе, что съ дифференцтальными уразнешями 
движешя атомовъ чаети «в мы поступижь таль, какъ показано в 
85 85-5 и 98-мъ; тогда получимь шесть дифферешиальныхь урав- 
нений для части «и, три дифференальныя уравиеня движения ентра 
инерции ея и три дифференщальныя уравценен моментовъ количеств 
движеня веей этой части. Въ первыхъ трехъ уравнешяхь взаимио 
сокралячея проэжмши каждой пары раввыхь и противоположныхь 
взаимнолйств!й между атомами части /%, & въ остальных трехт — 
равные и противополозигяе моменты каждой такой пары, тавъ что 
60 ось шести уравиеняте ие будете заклочатося пипаките 
внутреннияе сил чабти „Ли, малорьяльпато тла. 
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Эли шесть дифферелщальныхь уравиеий будуть таловы: 


№», #" = У», У Уни, @ ГАН 5 ... (894, а) 


т и Ее Ей 

х р (и — и у. : 
Уни = Ум У б ИИ + ХУ, .. (9945) 
«т а Ея Уи 


У», 2” = оля вай (в) я Е и 2... (994,6) 


«т У Ро: 


о (арк — уе) 
= Ут У т» р зи Ра (из р НЫЕ 
т Ед 


- У: 2—4... ....... (994,0) 


Ра 


ал,” ие се 
= У», ‚они о - 


= 
7% 

а: _ М [РЕ ве Вы 

= Ум, У ии) РУ 


1 Л, @, п д, СУТЬ моменты количествъ двыженгя части «а во- 
Бругъ осей Х.”", У и 2. 

Таия шесть лифференщальныхь уразнонёй должиы изть мото, 
кавь для всего молерьильнато тВла, тажъ и для веякой части ого, 
большой или малой, 


$ 147. Радуеъ сферы дЪйствл частичных сплъ, 

Произведено зи; м/и (г), закточающееся въ предыдущихь 
формулахь, выражають положительно-взятую величину отталкиваю- 
щей СИЛЫ ИЛИ отрицательно-взятую величину притягательной силы, 
ЛЬбетвующей между атомами т; И | - 
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Зидь фунющи К, (”„) вЪ точности пеизвфетень, ко для объяе- 
иеня большей чаети извфетпыхь рамь явлешй физическаго мера, а 
въ особениоети тфхъ, которыя раземолриваются эъ физик, часенчныхь 
иль, намь приходител едфлать слРлующее предположеле отиоси- 
тельно характера, этой функции. 


Предположение А ПредполагАЕтТСя, что Функция (7) состолть 
ОТНОСИТЕЛЬНО РАЛТУСА  ИЗЪ СУММЫ ДВУХЪ ЧАСТЕЙ, 
СФЕРЫ ДЪЙСТВАЯ ЧАС- Плрвая чаеть воть НЧьютопова илл зяго- 
тичных силъ. ТВШЯ, ОБРАТНО-ПРОЛОРШЮПАЛЬНАЯ ЕВАДРАЛУ РАЗ- 
и: бтолия, 


ВторлЯ ЧАСТЬ ЕСТЬ ТАКАЯ ФУПКЦЯ, КОТОРАЯ 
НИВУТЪ ЗАМФТНУЮ ВАЛИЧИНУ ТОЛЬБО ПРИ ПИ- 
ЧТОЖНО-МАЛЫХЬ РАЗСТОЯНЯХЪ МЕЖДУ АТОМАМН, 
ПРИ РАЗОТОЯЩЯХЬ ЖЕ РАВНЫХЪ ИЛИ ВОЛЬШИХЪ 
НББОТОРОЙ ВЕСЬМА МАЛОЙ ВЕЛИЧИНЫ 2, ФУНКТЯ 
ОТА РАВМА ПУЛЮ. 


Означивь эту вторую функцию черезъ Ф(”), можемь выразить 
приведенное лредположен!е въ видф елзлующей формулы: 


ты) = —е инт Ф(*). 


Сила р ф(г) извЪетна поль именемъь часииичной силы, & раз- 
тояш6 о навываетея радёусоме сферы дйстввя частичныхе сил. 

При такомъ предположеши первые члепы вторыхт чаотей урав- 
нешй (994) разиблятея па двЗ части каждый; одна часть будоть 
относиться въ частичнымь силамь, другая — къ силажь тясотВя, 
ДВйствующимъ 60 сторопы атомовъ |. па атомы и. 

Обратимь внимаве на члены, завнеяцие отъ частичных силь, 

На обноваши вышепривелоннаго предиоложешя, эти члены бу- 
дуть заключать взаимнодйствтя только между тажими парами ало- 
мозъ р. ит, разотояня между которыми но боле © (раллуса сферы 
дфйетвя); ве такте атоны м части гфла Вх находлтея въ сло тол- 
щины о, приложищемь къ поверхноети ©, отдляюнией эту часть т 
части «7; веЪ же таже атомы 9 части трла «/® находятся въ дру- 
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томь слов такой же толщипы, ирилежащемь къ той же поверхности 
5 со стороны «7%; па чертежь 1883-м изображены оба эти слол, иер- 
вый обозначень буквою В, второй —— буквою &. 

Тажныь образомъ оказывается, что частичныя силы, дйетвующя 
со стороны чавти тфла 725 ма часть Ли, приложены къ атомамь слоя 
0, И СХОДЯТ ИЗЪ томов слоя 6. 


$ 148. Папряжеше (51688). 


Выл/лимъ мыслепно изъ поверхпости 9 кахой либо элемент Аб 
весьуа малыхь разу ровъ. 

Прелегавимь себЪ всю совокупноеть т6хЪ частичныхь сллъ, нри- 
ложениыхь къ аломажь части влоя о, прилежалщей къ элементу Аб, 
направленя которыхъ первевкаютъ поверхность этого элемента. 

Въ англехоуь научпоиъ язык существуеть особый термнаъ для 
наименовашя этой совокуилюости силь, а пмеино терминъ „54те55“, ко- 
торый мы перевелемь на русейй языюъ словомь „наюрясене“, но 
наль необходимо условиться относительно нразильнаго употреблешя 
этого термина, 

Вышесказаниую совокупность силъ мы будемь называть наяря- 
эсешемь, дъаствующимь сквозь площадку №9 на часть тъла 
п со стороны части Ех; велблотве равенства и противополож- 
ности взаимнодЪйствьй между атомами, напряжение, дуйствующее 
сквозь ту же площадку на часть тьла Рж со стороны части 
зла т, будеть совокупностью силъ, равныхъ и противоположных 
силамъ прелмдущей совокуппоети, 

Пусть А ость какал либо чочка позерхиости 9, паходяжалел 
внутри площадки А9 или на ея меримотрь. Возстановимь нормаль ® 
изъ точки А къ поверхности 5 внаружу чает «Ли. 

Составихь сумму проэкций па ось Х”? вовхъ силь первой вово- 
вупноети и раздлимь эту сумму на величину площади элемениа 45; 
точно тазже поступимь и еъ суммами проэкши этихь виль на дв 
друйя ови; получижь ри отноменя; 


Зе м эй 
и 995 
о .. 95) 
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Зеличиим втихь отномаий могуть измвияиься оъ иряфиеемь 
ета элемента на возерхностя и съ измфиетемь разифровь его; при 
ипенрерывноль умольтонйи разяфровъ элемента, отпошентя эти будуть 
приближаться къ нфноторюуь предльнымь зпачещямь, величины ко- 
торыхь могугь завневть оть того, жъ какой точк® поверхности при- 
ближается постепенно оъуживающаяся периферия элемента, 

Предиоложимь, что, при умоньщеши размёровъ элемента А9, мы 
еруживаемь ого иерифорро тахимь образом, чтобы точка А веогда 
находилась внутри или па периферии; пусть Х,, Ули, вуть пре- 
ифльныя значешя, къ которымь отпоменя (995) приближаются при 
такомь уменьшени разуфровъ элемента 49, т. в.: 


УХ 
предвлъ [ 55 | : =Х,, 
ю 90 
предфль [53| == № бе ов обе (996) 
490 
предвль [5 не Е 


Величину: 

И. ........ 0) 
ин булемь называль оеличиною напряженя, дъйствуюшияо на 
часть «Та вз точкь А поверхности 9, а направлен, провеленнов 
изъ точки 4 и составляющее съ оелми координат» таке углы, ко- 
синусх которыхь равны отношешямь: 

о Ч, А 


7’ 1’ Г’ 
назовемь направленеме 97010 напряжвеная. 

Направленте нанряженя мы будеиь обозначать тФзиь же знаком 
Р,, какимь обозначаемъ полипину его; поэтому можемъ нанисать 
сафлующя разенетва: 

и м 
Е, 5(Ё,, Х)=Х,, | 
Е мь о 4 
У А о... 


В, 608 (Ё,, 9) =, } 


В _ 
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выражающих, 410 Х,, У,, 2, суть проэкши напражешя 1”, ка оси 
коорднна”ь, или составляющия вго по эзимь осяхъ. 


$ 149. Выважешя проэкщй на вси коврдицать главнаго 
вектора п главнаго момента напряжеши, дбйствующихь 
на часть тбла, 


Если точка приложены какой либо силы будеть перенесена на 
какую либо длину вдоль ио ея напразлонио, то черезъ это не измВ- 
пится пи моменмь вя вокруг какой нибуль оси, ни моменть ея во- 
кругъ какого либо цензура. 

Поэтому, при’ соетавлеши уравлешй (994) ны виравз предиоло- 
Жить, 110 точка приложешя каждой частичной силы, дЪйствующей 
изъ атома и. части Е на атомь и части «Ли, перенесена нзъ 2, 
вдоль по папразленно и», въ зочку пересфчетя длины и» съ по- 
верхностью ©; черезъь это величины проэжшй тлавпаго вектора и 
главнаго момента частичныхь спль не язнфиятся, по лзжёнихея зидъ 
выражотй этихъ величинъ, таюь какъ мфетожь приложешя частич- 
ныхт, сить будет теперь очиталься не слой о, а поверхность ©. 

ля того, чтобы составить новыя выражошя вост тетвенныхь 
членовъ уравненй (994), надо прежде всего представить себЪ, что 
вел поверхность 9 раздроблена на безчиеленное множество олементовь 
безконечно-малыхь разыёровъ, затЪиъ падо составить выраженя 
проэкнЙ на оси воорлниать воктора и момента напряженй, прило- 
женныхь къ каждому элементу; эти выражения будуть заключать ве- 
личины Х,, У,, ,. Соетавивь надлежащия выражен, останется 
тольБо взать интегралы по всей поверхпости, 

Величины Х,„, У,, 2, т. в. проэмии па оси коорлипать на- 
праженая, дзйетвующато въ точк% поверхности ©, суть фупкщи ко- 
ординать точекь поверхноеги, но фунвши ие сплошныя; он могли 
бы быть сплошными, если бы вещество было силошиьюь въ дфйетви- 
тельности, а не состояло бы изъ атомов, рази®ленныхь проивяицт- 
ками, и вели бы частичный силы дфйствовали между вофаи точками 
слоя В и вевни точками слоя о, а ие между изолированными точками- 


адомами этихъ елоезвъ. 
46 
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Однако по вобхь разочетахь математической физики эти фушедщуи 
иредполалалютел сплошиыми; на это предиоложете ечитаемь пужньоииь 
обратить внимаше. 


"Предположенте а Пртоэкци Х,, У,, 2, ПАПРЯЖЕНЫ, ДоЙ- 
ОТНОСИТЕЛЬНО СПЛОЛ-  СТВУЮЩИХЬ ВЪ ТОЧЕАХЬ ПОВЕРХНОСТИ 9, ПРБ- 
иОСтИ ФУВКЛИ, ВЫ- ПОЛАГАЮТСЯ СПЛОШНЫМИ ФУНКЩЯМИ КООРЛИНАТЬ, 
РАЖАЮЩИХЪ ПРОЗЕЦИ 
КоОРлУПАИ О. 


При такомъ предположени, наиряженя 2”, въ двухь бозконечно- 
близкихь точкахь новерхности разнлтел безконечно-мало, вать по 
величниф, такъ и по направленно; если бы они были вполн® одина- 
ЖовЫ во веБхЬ точкахь элемента 49, то проэвци на оси поорлинать 
вектора вебхь частичныхь онль, приложенныхь къ этому элементу, 
были бы равны: 


Х„95, У,95, 2,45, 
а проэкщи момента вебхь эзихь силь были бы разны: 
(55, —2У,) 95, (%Х„ — 2й,)а8, (У, — %Х,)а5, 


тдВ 2, у, 2 суть координаты центра инерщи площади эле- 
мента 45. 

Вообще же, на основаниг иредыдущаго предположеня @, про- 
экцш на оси координать глазпато вектора папряжеши, приложен- 
ныхЪ къ точкамь всей поверхности ©, выразятся слфдующими иите- 
пралами, взятыми по воей поверхноетие 


№ 2.95% №} У, 45, [[2.ав.. ....... (99) 


& Прюэкщи гдавнаго момента тфхъ же папряжонй выразятел ишие- 
рраламн: 


— 128 — 


[Де 7—8; Уз) 45, [© Хи — 1171) 95, | 
|. У», — уз о) 45, | 


т4Ъ 4%, 5, а Суть координаты какой либо точки элемента, а Х,, 
У., 2, — проэвщи напраженя, дЪйетвующаго эъ этой точиф на 


часть тЬла У, 


.. (1000) 


$ 150. Измёрешя напряжешя, леНствующаго въ точке 
данной поверхности. Лаваещя, налюжеця и тангемиааьныя 
напряженша, 


Веякля силы, нриложенныя сплошнымь образом къ какой либо 
поверхноети, разочитываютсл тажь евазать на единицу позерхности, 
а именно, лля каждой точки поверхности вычисляется пе величина, 
силы, по величниа ифкотораго отпоменя силы кь площади. 

Равечеть производител такниь же образом, как показано въ 
8 148 относительно опредфяетя величины п направлейя наиря- 
жешя №, дВйствующаго въ какой либо точВ поверхности еъ той 
стороны, куда возстаповлена положительное напраилеше нормали %, 
на часть тВта «7. 

Изь формуль (996), (997) п (998) видно, что величина, напря- 
жешя Л, имбеть изубрийя отномешя силы въ площади, тажь 970: 


ее ‚ __ Фанни сизы , 
ОДВИИЦА ПАПА ТИ = тли, дзные ^^ . (1001) 


Чтобы составить сев понязуе о значоши этой единицы, иред- 
ставиуь себ% такой случай, что часть поверхности 5 нифеть вилъ 
плоскости, что напряженя, лйетвующя во вефхь точкахь этой ча- 
оли поверхиости, равны и параллельны между собою и что главный 
вокторь напряженй, приложенныхь къ каждой единиц площади 
этой части поверхноети, равенъ едпнии® силы; тогда величина па- 
пряжешя, дфИствующахго въ каждой точк» этой части поверхности, 
булетъ равла одипицв папряжоний. 
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сли же главный веклоръ папряжешй, приложенныхь къ каж- 
дой единиц вышесказантой части поверхности, разень № одиницамь 
сиды, а вс прочя обстоятельства будуть тв же, то величина на- 
пряженуя, даиствующего зъ каждой точь этой поверхности, будетъ 
равна © едипицамь напряжений. 

Въ тьхь случалхь, когда поверхноеть 5 не плоекал и напряжо- 
ВЯ въ точкахь ея хотя и неодинаковы, но слёлують условно силош- 
ости, зналие зеличины и паяравлошя напряжения 2, Айствукуияго 
вЪ каКОЙ либо гочкв 24 отой поверхности, даеть памь возможность 
утверждать, что гхазный вехторъ цапражешй, ирипожентьсоь къ без 
конечно-малому элемелту #9, завлючающему въ еб зочну 4, лузетЪ 
величину, отличающуюся оть Ё’, 5 безкопечно-малыми величинами 
выещихь порядковъ. 

Всякое напряжение, лйосвующее въ точк поверхности, можеть 
быть разложено на двф составляющия: одну по направлению нормали 
®, хрутую — въ касательной илоскоети жъ поверхности; первая во- 
втавляющая называезся нажяосенаеме, оли опа маправлена мо ио- 
ложительной чаети нормали, и давленаема въ протнвоположномь слу 
цаЪ; составляющая напряженя въ касательной плоскости называется 
пиилонилальныме напрлокенемо, 


Когла извфетны Х., У. 


2 п? 


нормали и выразится табъ: 


Ё,, 10 составляющая напряженя по 


Е. 03 (Е, ,п)=Х, 603 (и, Х-Н У, 003 (и, /)-н 2,605, 2);. (1002) 


это веть цатяжен1е, оли направлеше 1" состазляеть острый уголь 
въ положительнымь напразлентемь пормали ю; соли же уголь (1, п) 
зупой, то формула (1002) выражаеть отрицатольно-взятую величину 
давления. 

Надо имфзь въ виду, что въ наружной поверхности тфла могуть 
быть приложены оншииея лавлешя, натяженя п тантенщальныя на 
праженя. 
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$ 151. Смаы, приложещыя къ Элементамь объема 
сплошиаго тбла, 

Силы, приложениыя ко вовуь атомамь тВла и дВИствуюлия из- 
внф ого, & также силы тятотёнля, дзйствуюция между атомаши его, 
МЫ будемь называть силами, приложенными #5 элементаме 0б5- 
ема тпла или проще обземными силами. 

Эти силы, приложенныя къ атомамъ сплошнаго тВла, вводятся 
в5 разочеть олВлующимь образомъ. 

Возьмень вакую либо точку .4 тЪла и инелонно вытфиниъ за 
лый объоть АО ето, заключаюний точку 4 виузри себя или па своей 
поверхности, Составимъ величины проэкщй на осн координат глав- 
наго вектора силь, приложенныхь #о вевыь атомамъ этого объема и 
раздёлимь эти величины на массу Ал объема АО; получазся отно- 
шеюя: 


3 Ми № 
Ат’ Ат? Ат’ 


величнны которых могугь завновть от величины и вилл выдвлен- 
наго объема АО тфла. Предетавимь себф, что мы выдфляемь все 
меныие п меньлые объемы АО, заключеюние въ 060% точку 4; Но 
у рЬ приближеня величины объема къ нулю, величины вышесказан- 
ных отноменй приближаются иъ иъноторымь предЪламь, которые 
мы означимь тавь; ®,, 9), 3 1; савловательно: 


хх 
$ == предвлу | 
з ГЕ И =® 


......, (1003) 


| 
) 


ву 
3) „ = иредлу В т 


За == прежвлу = 0—0 


Ведичину: 


= В ........ (4004) 
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МЫ будемъ называть осличиною объемной силы в5 точиь ДА. На- 
правлеше би опредфляемое косинусами: 


605 (би, Х) == =, в05(8/, У)= =. 603 (5,,7) ‚. (1005) 


ны условимея называть найравлемемь этой силы; тогда предфлы 
(1008) получать зналешя прозвищ этой силы на оси координат, 
ИЛИ м вя по отимь оелмъ. 

Эа, За @ть фунющи коордишать точки 4 и пруитомъ 
фунющи не сплошных, такъ вакь въ промежузкамь можду атомами 
вилъ не приложено; но мы булемь предполагать, что эти функши 
перазрывны внутри всего объема занимаемаго тломъ, которое мы бу- 
демъ при этомъ считать сплошнымь; такое прелположенте аналогично 
предположенто С, елфланному относительно силь поверхностных. 


Предположнюе Ы Проэкци %, 9), 3 овъямной силы, дэй- 
относитильно сплош-  @ТВУЮЩЕЙ ВЪ ТОЧЕАХЪ СПЛОЩНАРО ТЬЛА, ИРУД- 
ности ОВБЕВИЫХЬ ПОЛАТАЮТСЯ СПЛОНЫМИ ФУНКЦТЯМИ КООРЛИНАТЪ 
Зиль. _ о Бь ющь. 


При такомь предположени объенныя силы 5 въ безкопечно- 
близкихь точвахь тфла разнятся между вобою безконечно-мало, какъ 
но величин», тазь и по направлено, 

Величина 5 имфеть изнфрещя ускоревя, такъ вакъ она рав- 
няотся отношению вилы къ ма0сЪ. 


единиц, сиды 


ЕДИНИЦА ВОЛНЫ +... (1906) 


единиц. массы 


Сльховательно, ножно сказать, что величины и направленя & 
представляют собою величины и НЫ тфхь ускорешй, кото- 
рыя приняли бы точки свободнаго тфла при дЬйетни объемныхь 
силъ, воли бы не сущесхвовало ни частичныхь силь, ин виъииихь 
наиряжонй. 

ели бы величины и напраалемя % были олипавовы во везхъ 
точкахь тфла, то объемныя вилы была бы приложены къ нему одно- 
родно п тотда велдчины проэкщй силы, приложенной ко веему тлу, 


равиялись бы произведешяиь #17, )М, ЗМ, ть М воть масса 
ла. 

Такте случаи одиороднако распредфлешя объеиныхь силъ встрЁ- 
чаютоя осравнительто рздко, большею частью величины и направле- 
зыл & неодинаковы лаже въ малыхьъ чаетяхь тфла. 

Однако, по предполагаемой наши силощноети объонныхь силъ, 
вь безконечно-близкихь точкахь тфла величины и паправлешя 
разнятся можду с0б0ю безконечно-мало; слЬдовательно, чВуъ менфе 
разубры какого либо воевма малаго оломента ‘ела, ть мене раз- 
изуся между собою ускорешя © различиыхь точек его и тВиъ раб- 
предЪдене приложенной къ нему объенпой силы однороднфе, 

По этимъ причинамь нроокщи на оси координать объемной силы, 
приложенной зъ безконочно-уалому объемному элементу 90, выра- 
зятся таз: 


$е40 = в,, Эей0 -- о, Зе@ О -н в, 
а проэкщи на оси коорлинал"ь момента этой силы-—такъ: 
(93 — 22) 40 -н а, (#Х —13) 40 -на., 
(23) — ух) саб, т 


тдВ д, у, 2 еуть координаты какой либо точки внутри или на по- 
верхности элемента О, о — плотность матери в» той же точк%, ©, 
8), 3 — проэкции иа оси координалеь объемной силы въ той же точкз, 
а о о, — безконечно-налыя величины четвертаго или выс- 
маго порядка малости, 


$ 153. Новый видъ уравнешй (994). 


На осповани веего того, что сказало въ 88 147 — 151, урав- 
ненямъ (994) можно дать слдуюнщий видъ: 


ИЕ Я га = | |. .. (994, 2,55) 


р. = |< (/3 — 29)) ‹40 = [| Уз» — 23») 49,. (994, 4, 013) 
д „= у — 2) са0; 


интегуироватя фаспространеин по объему и по поверхности ча- 
ети и, 

ЗдЪоь выписаны только лва уравнешя, первое и четвертое, легко 
по пизь паписать и четыре остальтыя, 

Таля уравнешя должиы имфть фото, какь для поето тула, 
таль и пли каждой частн его, большой иди малой. 


$ 153. Примбиеще предыдущих уравневи къ элемен- 
тарному параллелонииелу сплопитаго твла. 


Поль элементарпымь параллелопипеломь подразумбвается эле- 
ментъ объема, отраничелиый безконечио-близкими плоскостями пря- 
моугольлыхь прямолниейныхь координат. 

Возьмемь какой либо элемещеь объема тла, ограмиченный тремя 
парами плоскоетей, перпепликулярныхь къ осямъ координать: нло- 
скости первой пары ИН къ оси Хи пересфкають ев 

г 


; Аз 
ВЪ разетоящякь (. —ы г) И (2 к) отъ начала координатъ, 


плоскости второй пары перпеидикуляриы къ оеи У” и цересвкатоть 


. А А 
в въ разетояныхь (у — =) и ( у-= Я оть начала, накопещь, 
плоскости третьей нары перпепликуляриы и оси ^“" и пероебкаюхь 
1 А А 
ее въ разетоящихь (3 —ъ ) и (г == ы) оть пачала. На чертолев 


124-мъ пзображель параллелопипедъ, отрапичелный этими нлоекостями; 
Аз 
о 


У А А 
у, 2), 4 (#— 5%, %,2), В(ь у, 3), Ву, 


А 

>), [в (=, а — ) суть центры ого граней, 
Сначала допустимо, что длины Ах, Ду, Аг весьма малы, Ооста- 

звимь уравнешя (994, \15) для этого параллелопипеда и раздёлимь 


06 части кажлаго уравиеня на воличину объема параллелоляпеда, 


точка Л/(2, 9, 2) воть центръ паралхелопипела, точки 4 [1% -н- 


1, 0. па Ау Аа; затбиъ предположим, что Ая, Ду, Аз прибляжаттся 
КЪ нулю и поемотряжь, во что обратятся составленных нами уравие- 
ия въ предфль, т, в. при обращеши 42, Ау, Аг въ нуль. 

При составлеши уравнеши мы уже будемь имёть въ виду, что 
потомь едфлаемъ переходь въ предёлу; поэтому, составляя первое 
изъ уравнении (994, 115), поетупииъ одфдующимь образомь, 

Первую часть уравпоня (994, а, 13), пряжфиеннаго ко взлтому 
объему, мы панищемь тавуъ > 


Я 


` (а — ®о-еаалум, 


ТЛВ 2 веть координата точки ДГ, © — плотность матеми тт вт 
этой точкё, & — проэкщя на овь Х* объеиной силы въ этой точку, 
& &— малая величина, которая, при приближени къ предлу, обура- 
шаетел въ безконочно-малую величилу. 

Виорая часть уравиешя поляне быть суммою проовщй па ось 
Х”" папряженй, приложениыхь къ поверхноети параллелопииеда и 
лЬйотвующихь съ вызшией стороны этой поверхности. 

Поверхноеть параллелопипеда состоить: 1) изъ гранн ав 48, 
(вм. черт. 124-й), наружная норизяь которой направлена параллельно 
положительной оси Х“”", 9) изъ грани а с@В, наружная пормаль 
которой направлена параллельно отрицательной оси Х“”, 3) изъ 
транн Ва, 4, с, (наружлая пормаль имфегь напразлев!е положительной 
оеи У”"), 4) изъ трапи ЯВ, а (наружная пормаль ныВегь направ- 
лете отрицательной оси У””), 5) изъ гранн с6, 4, в, (паружная нор- 
маль инфеть направлеше положитольной оси °") и 6) изъ грани 
дас,В (наружная нормаль нифетъ паправлеше отрицательной оси 
И. 

Проведемь черезъ точку 1 три плоекоетн, пермендигулярныя 
кЪ осяжь координаль; означимь черезь Х,, У„, 9, проэвщи на оси 
координать напряжешя, дойствующаео въ точкз 2 в0 стороны той 
части тфла, которая находится по правую сторону плоскости ВОВ, С, 
(черт. 124), на часть тёла, паходятуюся по лВвую сторопу ея; оз- 


пачинь отце чорозь Х., У,, 2, проэкцие папряженя, двйствующаго 
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ъь точ» МГ па часть +Ъла, находящуюся сзади плоскости ОАО, Л, 
(черу. 124); наконень, означимь через Х,, У,, 2, проэкщи на- 
пряжеши, дфйетвующаго въ той же точк® ЛИ на чаеть трла, нахо- 
дящуюся ниже плоскости АВ.А,В,. я 

Возьмемъ другую точку 2, туза, инзфющую координаты %,, 9, 
2,, проведоиь черезь нее плосвоеть, параллельную плоскоеги ВОВ.С”, 
я собтавимь выражене величялы проэкщи на 065 Х°”” напряжешя, 
дйствующахо въ точвВ 2, на ту часть тЪла, которая находитея по 
лЪвую сторону проводенной илоекости; тавь какъ, по предположению 
С, проэкющи напражещя сузь сплошныя функди коорланаль, то ис- 
цомую величину можно выразить въ вихВ ряда: 


(Хр = [Х,-+ 52 (и ф—д-- ба, фу 


ьа ща... ...... (1997) 


раслоложепнато по возростающимь сленепямь уазноетей (2, — 2), 
(, — У, (, — 2 инь произведений. 
Примфниьь это выражеше къ какой либо точк® граяи 20: 9,6; 


4 
здЪвь (д) — 2) == 5 й наружная нормаль % тоже параллельна по- 


ложительной оси №“, Составауь интеграль оть (Х.,), у, а, во 


всей площади этой грани, т. в. въ пред®лахъ: 
А м 
к 


Аз 
зн 


а 
а 


И ОТЪ &, = 2 — 0 & =е2е-н 


тогла мы получиаеь слфдующее выражение суммы прозкщй на он Х®" 
папряжени, дзйетвующихь на 1% части параллелопипела, которыя 
нрилегаюуъ въ грани @с, 4,6): 
9Х, Ах 
(х, м =) Ау Дё, 
ГДЪ в, заключаеть вторыя и выспия степени я произведошя величинъ 
Ах, Ау, да, такъ что, при приближения этихъ величинь въ пулю, =, 


Л = 


стаповител безконечно-малою величиною отиорайю порядка, 0 9т- 
зиодь не первало. 

ели въ выражеши (1007) сдЪлаомь (2, — 2) разнымь минуеъ 
половин» Ах и произведемь интегрироване въ тзхь же предълахь, 
10 получимь п оэкцио на’ ось Х”” напражев , приложениыхь къ 
траня @.с@6 п дВЯетвующихь со стороны "8х чаетей тла, кото- 
рыя прилежаь къ грани еъ правой стороны ея, иа части тбла на- 
ходятияея по лёвую вл сторону; намъ же нужно имъть выраженте 
сумы прозкпИ на ось Х“” прозивонохоянщихь налряженй, дйствую- 
ЩихЬ ца т части иараллелопинола, который прилегоють въ грани 
@с46 п, втало быть, находятся по правую второму ея; это сумма 
проэклий выразится тавь: 


2х. Ах 
== (х.— = === =.) у 43, 
тдЪ в, воть величина 1010 же порядка малости, вадъ И е,. 

Слдовалельно, сумма проэкщй на 05 Х“”” напряжеши, прило- 
женнихь въ гранямь (06,00) и (@, с45) нараллелонипеда, выразатея 
такъ: 


Хх ы 
ых ме 


=“) Аз Ау Аа. ` 

Подобный же образомь соетавимь сумны проэкщй на ось Х.“" 
напряже, нриложениыхь въ обтальнымь четырежь гранямь парал- 
лелопяпела. 

Составивъ уравноме, раздфливъ 00% часок осо на АфАудл, пе- 
реходя къ предфламь (т, ев, полатая 110 Аз, Ау, Де приближаются 
въ нулю) н имя въ виду, че тогда в н проше лобавочиые член 
обращаются въ безконечно-малыя величины первазо порядка, мы по- 
лучимь слздующее диффоренщальное уразиеые дхя точки ДИ: 


а 5 
Е == 40 == 5 Е оооСоь (1008, а) 


Я 


Подобнымь же образомъ, изъ уравшешй (994, , 118) и (994, 
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в, М8), прамвненныхь въ элементарному параллелопянелу, виведемь 
два друмя лифференщальныя уравненя дхя той же точки: 


у 9» 07, 0%, 

щв=е-= ое ЧР Е уч: ‹ + , (1008,1) 
да 9) 08, 0%. 

даа Зоне НЕ и о... (0050 


Подъ точкою М злЪеь подразумВваетея зелкал такая точка 
еплошнаго тВла, которая можеть буль ценромь безкопечио-малато 
элемептарнаго параллелонипела, впохи® заполнемнаго малортею твлау 
слбдовалельно, для всякой точки тла, хотя бы даже находя- 
чцейся безконечно близко кз ео наружной повероности, должны 
быть удовлетворены уравнения вида (1008, а, 5, 6), заключаюнщия: 

проэкии на оси координата ускорения этой точии, 
прозкийи на тнъ же оси обземныхе силз в этой точить 

и производныя (по координатамз) отз проэкийй напряке- 
ни, Оттотвуюнихь вз этой точить на площадки, порпон- 
дннуаярныя кз ослма кординоть. 

Примфнямь телерь остаяьныя тря уравненя (994, 4, е, ЕЁ) къ 
тому же элементарному параллелопипеду. 

Первую часть уравненя 994, 4) напашемь завъ: ы 


(и (= —=3] —(и— 9) сх | еду, 


тб х отв малая величина, которал, при приближен въ предфлу, 
обрашается въ безконочно-малую величину. 

При вычисленти моментовь напряжевнй мы прилемь во внималге, 
что, иапримвръ: 


9, (7, — а (Ул == (и — 9) (2, — (&— 2) (У, -= 
у (7„» = У ль 


Нодотавивъ вивего (2), (У.),.... выражетя вила (1007), 
ивтегрирул по пломадямь траней и состанявъ сумму подобпыхь мо- 
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менуовь для вофхъ тесля граней параллелопииеда, получимь влорую 
часть уравиеши (994, @) подъ слдующихю видом: 


= У. и) и. 


я ‚ ы 
—& ен) 5 | деду д, 
ТВ х; ть воличина, которая, пря пряближеши къ предфлу, етано- 
витея бозконечно-малою. Е 
Раздфливъ 00$ части состазлелнаго равопетва на Ад Ау Да, при- 
навф во впимыше полученный уже прежде равенетва (1008, 6), 
(1008, с) к перейдя къ предфламъ, найдешь, что равенство (994, @) 
получить сяфлуюнщий вил: 


А. ....... (1908,0) 


Подобнымь же образомъ получим: 
И т... 01005.60) 
УХ)... -..:... (1008,1) 


изъ равонетвь (994, в, Г). 

Надо принять во внимане, что направленя осей Х””, Уи 
2“ мотутъ быть нзыфнены относлтельно тЬла, тавъ что за эти ов 
можно принять три кая либо взаимно ортогональных направлешя; 
имфи въ виду ото замвчине, мы можомъ изъ предыдущнхь уравненей 
(1008, а, в, [) вывести схёлующее заключен. 

Напряжения Г, и у, дъйствуюиия во точь Л сплошноло 
эьла, на, деть озаилино-ортоональныя площадки, находятся между 
собою в5 такой зависимости, что: 

Е, 3(Е, В) = ЕР. (Ё, п)... . (1009) 


в? 


тд юля № означають взанмно-ортотональныя наиравленя нормалей 
обфихъ илошадоЕь. 
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$ 154, Примбиеше уравиешй (994) кт, элементарному 
тетраэдру. | 

Элементарный четраэдуь есть олементь объема, ограниченный 
четырьмя граняни; три грани параллельны плоскостянь координат, 
четвертая наклонена къ нимъ. 

Пусть Ах, Ау, Аг суть длины взаихно-пеупенинкулярныхь ре- 
беръ одного изъ подобныхь тетраэдровъ, 2, у, г — координаты точки 
М персевчетя этихъ реберъ, ^, в, у— косилусы угловъ, составляе- 
мыхь вибшнею лормалью ® осповашя 4ВО (черт. 125) тограодра 
еъ ослий координаяз. 

Путь К озпачаегь оеноване перпендикуляра, онущеннато изъ 
М на грань АВО; длину МК можно выразить трояклиъ образомъ: 


й = МА = Ал = „Ау == Аз; 


точно также тролкимьъ образомь хожно выразить каждую изъ коордя- 
ноль точки А и величилу о илощали АБО, а именно: 


#к = МАд = ЖЮДу — Аа, 
Ук =Е ВАА Ау == руАя, 
2к == УХА == УрАу == \ Аа, 


дуА2 _ АзАе _ Аз Ау 
о и “о 


Величина объема хотраэдра можеть быть выражена одною 1кео- 
тю частью произведеня Ах Ауда. 

Озпачнхь черезъ Л, напряжеше, дйствующее аъ точкф ДИ на 
площадку, параллельную плоскости АБО и ямотую внзшнею нор- 
малью направлено и; Х,, У, 7, будуть означать прозкцёя этого 
напряжения на осн координат. 

У. 2. а. пусть будуть проэкди папряжений, 
дЬИотВующихь въ точек 1 ва площадки параллельныя плоскоетлиь 
воорлинать. 


— 785 — 


Первал чаеть уравиешя (994, <, №15), примфненнаго въ этому 
тетраздру, можеть быть написана такъ: 


5 Ал Ау Аа 
[(=— == а А 


тд & воть величина, длающанся безконечло-уалою при приближе- 
ии длишъ Ад, Ау, Аа къ нулю. 

Составляя вторую часть этого уравнения полобпыхь же образом, 
вакъ показано въ предыдущем нарахрафЪ, получихь схдующий ре- 
Зультать; 


Ау 4% А2 4: 
(уно — (Ха) - == (Х, 5х а) ыы 


—(Х.-на 


тд 0, ба, , 6, Суть ВеЛИЧИНЫ ТОТО же рода, какъ а, 

Налисазъ равенство, раздливь 008 части ого на © и предиоло- 
ЖиВЪ, 110 Ах, Ду, Аг приближаются къ пулю, получимь слдующее 
равенство: ; 


Х,=ХА-- Хур--Х......... (1010,2) 

Прнмвнизь въ теграздру подобнымь же образомь равенства 
(994, 6, 13) и (994, с, №18), получижь еше два равенства: 

У, = У,^ Ув-= У,......... (4040,5) 

ЕЕ АИ ДН (1019, с) 


ПрямвнийЪ къ теграэлру равенетва (994, 4, е,{Р), получимь та- 
вм равенбтва, воторыл обрашаются въ тождества, на осповаши урав- 
нений (1010). 

Изъ предыдущаго стрлуетъ, что если будема знать значеня 
внести величины: 


Х», У, 2, , У. , 2, Ж®, 


для какой либо злючкы сплоиноло змьяа, то, яри помошь фор- 
Муль (1010), будемь импить возможюность омредльлиить величину 
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и направлено нипряжвеная Ё,, дуяствующийо в5 той ис товть 
(и отнесениоло ко сдиниць площади) на площадку, произвольно 
ортениированную, т. в. имьющую нормалию произвольное на- 
правлене. 

Зром того, мы ныбомъ теперь возможноеть обобщить теорему, 
приведенную въ конц предыдущаго параграфа. 

Прюведемь черезъ ту же точку тЪла другую площадку и озна- 
ить черезь №, уз, >, Косннуеы угловъ, составляемыхь съ осями ко- 
орлинать паправлентемо & ея вишней пормаля; при помощи формуль 
(1008) и 1010) мы найдемь, что: 


Ввоз, © = ХЛ -- У мы = бум -- У, (ру ну) = 
-- 2.6. №) = Х, ба че) В,в (В, 9), 


т. е,, что равенство (1009) справедливо для всякихо духе пло- 
щадока, проведениыхь через одну и пи} оке точну сплошнало 
тизъла, хотя бы онь и ие были взаимно-ортоюнальны. 

Циогла мы раздфлиемь сплошное чфло на безкопечно-малые эле- 
мени объома илоскоетями нараллельными координатиымь плослостязь 
прамоугольныхь нрямолнисйныхь коорлиналь и осли притомь наруж- 
ная поверхность тБла пе иметь остроконеши, чо мы можемь веегла 
провести дфляция илоекоети такимь образомъ, что весь объемь гла 
будеть раздвлень на элементарпые параллехопинель н на безконечно- 
малые оэлемонтарные техраэдры; поелфдье будуть находиться у по- 
верхности тёла, такъ ито осповашя ихъ будуть эломешгами его ло- 
верхиоети. Цъ каждому чакому элементарному теграэлру мы можем 
примфнять предылутия фазсужлешя, а, слЬдовательно, н формулы 
(1010), полразужвая поль % нанравлеюе наружной нормали возета- 
новленной изъ точки новерхноеги ла. | 

Сл ловательно, формулы (1010) мозут быти, примнены тож- 
266 и кз точкама наружной поверхности ттла, причема тодь (в) 
должно подразумевать направлене наруэюной нормали, возста- 
новаенной во наружной поверхности изз разсматриваемой точ 
ии, а 1005 Х,, У„, #, — проэкщи на оси координать анпяиняло 


2? 
напрлоюенал, дъпотвующело въ оной точиь на повсраности тльяа. 
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$ 155, билолиое тфло, имфющее видъ весьма тонкой 
нити или проволоки, Лилениая плотность. Разечеть силь па 
единицу длины осн нити. 

Подь лмономь тонкой нити или проволови подразумевается га- 
кое сплошное тфло, наро жная поверхность котораго можеть быть 
предетавлена олдующимъ образом. 

Вообразимь 690% отр8зокъ крявой лиши какого бы то ни было 
вида; пумь Аи В еуть копцы этого отгрузка. Положеше точм 14, 
находящейся па этой кривой, булом» выражать разотоявемь 5, вчи- 
тавмыхь отф точки „4 вдоль по кривой лиши до точки ЛИ; разетоя- 
шя, оточитываеныя въ иаправлети ог .4 къ В, будехъ выражать 
положительными величивами. 

Зозьменъ казую либо плоскую площади яеизифияемаго вида 
ий ноложиит, 910 эта плошадка движется такъ, что нзкозорая точка 
3) ел веегда остаетел на выншосказанной кривой, нфкоторая лиш 9) 
ея совпадаоть съ главпою нормалью кривой, а пхоскоеть илощальи 
вовпадаеть въ пормальною плоскостью кривой. Моворхноеть, образу- 
емая слвдом» нериметра этой илодадин при движеши точки 9 вдоль 
веой кривой, предоазхяеть боховую поверхность правиляюй ини 
или проволоки, поперечное спменае которой одинаково по ввей 
длить; ма концахъ нить илн проволока ограпичена, илоекостями нор- 
мальными въ вривой. 

Мы веегла будемь предполагать, что жючиою 9 служение 
цен» инорийи плоиадки, вычерчивающей боковую повезеносаль 
проволокь или ниапи; иаправляющую крявую, образусмую цитерами 
иперщн вобхъ ебчеши пити или проволоки, мы будемъ называть 
оси этой нити или проволоки. 

При томъ же вид ой проволоки и при томъ же вид образующей 
нлощадки, ны можемь получить безчислелное множееиво другяхь 
формь боковыхт поверхностей; стон только перемилать образую- 
ую площадку тавимь образом, чтобы лишя 99: не совпадала съ 
тлавными нормалями кривой, & составляла бы съ ними уголь, измв- 
пяИЙся по тому иди другому закону. Тавыя проволоки или пити му 


условямея называть неправильными проволоками сз поперечными 
47 
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стиенаема одинаковало вида и размтра по весё дань про- 
волки. 

Наконец, вели вядъ м разибры образующей илошалюя измфнлютея 
по какому либо закону сплошнымь образомь, 10 образуется боковая 
поверхность проволки или нити св поперечным спчевемь неоди- 
наковбяа вида по длин проволии. 

Мы имбемъ въ виду составить дифферонщальныя уравнены дви- 
жаця какой либо нити, предполагал, что вов ноперечный сбченя ея 
мифов пимгожио-малые разибры. 

При ничтожной малости поперечныхь в чешй пити молито едёлаль 
чаюь, Что уравненая движешя или равиовфом нии не будуть захлю- 
чать явнымъ образомь величины илощади ноперечнаго обчешя нити; 
ДлЯ этОтО нало ввести два новыя поняття: поняме о линейной плот- 
_ноти въ разныхь точкахь оси нити и поняз!е о разочеть сить на 
единилу длилы этой оси. 

Черезъ какую либо точку М оси пяти провележь поперечное ©%- 
чеше сл; озпачимр черезъ 2% массу той чаеьи ол, которая прости- 
раетсл отъ копца 4 до провеленпаго поперечлато сБчешя. 

Очевидно, #2 будеть сплониою функшею оть длины 3, выразва- 
ющей положение точки 2. Линейною плотностью нити въ точкь 
М называется величина производной: 

ре ие ИИ 

Поцязио, чо х есть фупкя отъ 3, нибющая положительных 
значешы во вобхь точкахъ оеи низ. р 

ели знасмь функцию, выракаощую х, возьмемь значене ол въ 
вакой либо точь ДА оби нити и помножимь это значене на 4$, то 
получимь безконечно-малую величину хз, выражающую величину 
массы безконечно-малато элемента низи, заключающатося между е5- 
чешемъ, проведеннымь черезъ точку Л и другимь безконечно-близ- 
вижь обчошемь, ототоящимь оть „4 на длину з-= 48 но 06 нити. 

Примпмание. Коли равпредфлене вощества нити измняетсл 
съ течешемт, времени, то х будежь не только фупецаею оть $, но и 
еще фунешею от $, 
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Составим» хлазлый вектору вевхь облемпихь силе, прихожен- 
ныХЬ №6 Чабти пити, проотирающейся охь коила .4 до поперечиахо 
оЪчетя въ точкв 2И, и вевхь внфшнихь напряжений, приложенных 
въ боковой поверхности этой части нити; означимь черезь И, 3, 38 
проэкщи этого главнато вектора ма оси координат. 

1, 3, 98 стть функщшы оть длины $, выражающей положене 
точит ЛИ ра оси нити; кром того, оп же суть функщи параметров 
зой кривой лини, которую образуеть ось нити. 

Производный оть этих фунитяй це 3: 


1, Вр, вв...) 


мы будомь мазывать яроэнайями на оси координать силы, двйет- 
бующей её точкь М оси нитив, величина этой силы выражается по- 
ложительно-взятымь корнемь: 


+ ИЯ, ........ (4043) 


& направлене ея опредфляется отпошентями: 


и = 008%, Х), = 8, У, 9 — 038%, 2),... (1044) 


выражающики зеличилы косинусовъ утгловъ, составляемыхь этимь 
паправленемь еъ ослии координат. 

%,, 9), 3; вуль фушийи отъ $ и отЪ нараметровь ое низя; 
величины ихъ имбють измвреня силы, дфлениой па, длину. 

Взлвъ зпачешя %., )., 3; для какой либо точки М оби иити 
и помножизъ ихъ на 45, получинт проэкци на оси кооржинать глаз- 
нато вектора объемныхь сить, приложенныхь къ элеиелгу нити, за- 
ключалттемуся между поперечными обченяни $ и $-+- 45, и внзи- 
нихь напряжетий, прихоженныхь къ боковой поверхноети этого оле- 
мента, 

Тажой ©1060бъ фразочета сидь можеть буть мазмить разечогомь 
ца единицу длины оси пити. 

47* 
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Что кавастся до знугренлихь напряженай, приложениях №ъ ио- 
перечнымь сфчетямь, то мы условимея обозначать злаками Х,, У, 
2 суммы проэкшй на оси коердинать налряжелй, приложелныхь ко 
веему полеречиому офченио, проведенному въ разетоящи $ отт конца 
„А нити; здесь подразунфваютея напряженыя, дЪйствуюлия черезь 
это сбчен1е со стороны той части нити, которая дальше оть А, чфиь 
разематриваемое ебчене, на ту часть нити, которая ближе къ А. 

Х,, У., 2, суть сплошшия фупющи оть $ и оть лараметровь 
оси пит. 


$ 156, Примбиеше уравнений (994, а, 5, е) къ элементу 
НИХИ, 


Возьмемь элементь нити, заключаонийся между двумя полереч- 
ными сЪчешями, весьма близкими одно къ другому; олно изъ них» 
оъетоить отЪ тоица 4 нити на длину $ по оси ся, другое -—— на длипу 
{<-= 4$). Черезь 2, у, 2 означимъ коордииаты той точки ДМ оби, 
черезъ которую провелело перзое поперечное счел1е; величины %,, 
9),, 3», Х», У», И», х озносятея къ той же очкВ М и къ этому же 
понеречиому оф ченио. 

Призфнимь къ этому элементу уравнеше (994, а, 51). 

Первая часть этого уравие’ ‘я заключает: массу элеменуиа, ло- 
миоженную па ускореше по оси Х“”” центра инерщи его О, и отри- 
цательно взятую сумму проэктий на ось Х®” верхъ объемныхь силъ, 
приложенных къ элемепту; въ эту ме часть мы лоренесемь изь вто- 
рой части сумму ироэвий папряжен, приложелнияхь кб Фоковой по- 
верхности элемента; тогда первую часть уравнешя можно будет» 
предотавить так: 

( Ч &; =) Аз, 
тдЪ = есть нЪкоторая величина, дхающалел безконечно-малою при 
приближеши Аз къ нулю. 

Во второй части уравкеши останутся: 1) сумма проэкдй на 0ев 
Х”" павряжошй, дАйотуующихь окрозь нервов попероттое ефчоше 


. 
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со стороны тёхь частой пити, воторыл ближе къ А, чфуь ото ебче- 
ше и 2) сумма проэющй нанряжешй, дйотвующихь сквозь второе 
поперечное обчеше со стороны ‘'Хь чаехей пити, которыя дальше 
оть А, чВуь это сфчен1е; первая суниа равна (— Х$), во ая же, 
зелфдетвае сплошности фунвщи Х,, можеть быть выражена, такъ: 


ОХ» (83 
о. 


. 9х, 
(0), = Хе Аз-- 


Соетавизь уразшоге, раздфливь 00% части равенетва па А8 и 
продположивъ, что Аз умелыиается ло пули, иричежь, конечно, точка 
С приближается къ точюз ДИ до совладешя съ нею, получииь слф- 
дующее уравнен1е для точки Л оси пити: 


м ИБ 


Подобным» же образомь изъ уравлев (994,0, с) получимь 
два друга уразненя: 


о .. (4045,5) 
о Ио 


Точка Л воть которая либо изъ точекъ оси нити; слфдовательно, 
для всякой точки оси нити долоены быть удовлетворены урав- 
нешя вида (1015), заключающия: 

проэкии ускорена этой точки ма, оси координат, 
ироэкии па тль ое оси силы $; для этой точки 

и производиыя 10 $ проэкийй напряжений, прилоэвенныяа 
кб поперечному спченио, проведениому через пу се точку. 


$ 157, Примбнен уравнеши (994, 0, е, Г) къ элементу 
вполи* гибкой нити, 

Составимь уравнение (944, 4) для элемента длины Дз, но будемъ 
брать моменты ле вокругь начала координат, по вокругь точки ЛХ, 
коордилаты хоторой означимь черезъ 27, 9), 2. 
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Озпачииь черезь 2, е,› ©, ТЛАВИЫО МОМОЛум количеств дашио- 
1я пеего эдемонта вохругь осей, проведенныхь через зочку ЛИ пач 
ралленьшо осяиъ координать, через» 9, 5, 5, тлавные моменты 
(вокруг "Ъхь же осей) объемлыхь силъ, приложенныхь къ точкаль 
воего элемента и напряженй, приложенныхь къ точкаль его боковой 
поверхности. 

Возьмемь кахое либо поперечное сБчене нити и составить тлав- 
ый моменть налулжеши, приложенныхь въ этому свменио, вокруг 
той точки оБчетя, в> которой оно переефкаетел овью лити; вели- 
чины проэкщй этото момелта ма оси коорлиналь означимиь через» №», 
Му, №; значокъ $ служить для обознамешя разеголня офчения по 
ови нити отъ хонца, А. 

Т., М,, № должны быть, подобно Х,, У,, 2, сплошными 
функциями разстоявя 5, такъ что проэкции главлато монента напря- 
жений, приложенныхь къ сечению (з-+- Аз), вокруг той точки ЛИ, 
этого сЪчещя, въ которой оно перосЪкается осью низи, мотул"ь быту, 
выражены въ зндв слфлующихь рядовь, расположенияхь ле возос- 
тающинъ степеняжь Аз, напримвръ: 


ат, (45 
рее Е" 9оте 


97. 
Пана == Е ты Аз-- 


Однако, въ томь уравнени, которое мы воставляемь, должна 
войти проэвщя главнаго момешуа напряжевй, приложенвихь къ 
этому ебчентю, по вокругь точки ЛМ, но вокругъ чбчки №; озна- 
чивЪ черезь а, 9, 2, Координаты точки ЛА, мы можежь предетавнть 
проэкдию этого момента вокругь точки Л въ зидь сл\лующато 
выражетя: 


Тан в — (1—9) (а -— ЗУ, 
Разность (у, — 9) ножно выразить теж: 


р 


— 
Я. -— У вА8 бе та. . > * 


и подобнымь же образомь дв» друмя разловли. 
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Такимь образомь окажетеял, что уравиетио (944, 4) будеть им ть 
слриуощий вид: 


ео = (ди, а) Ави, (1016, 8) 
7дф ©, воть величина, заключающая вхорыя и высиил етешенн Аз. 

Теперь мы ограпичимь общность нашихь выводов» и ограничимся 
иризизневень составленлыхь нами уравнений къ впохнв гибкиуь ни- 
тлыь съ ефчешями безкопочно-малыхь разировь, 

1) Мы предиоложима, что размпры поперенныхе спин 
налим столь ничтожны, ‘ийо можно принать ихз безконечно- 
малыми, и то обзелииия силы и онъииия, дюйствуюция на б0- 
ковую поверхность, напряосеная приложены столь сплошное 
НОТ, о ИЕ величина 9 5%, 9.2 Ву Е, № 10И3600- 
Ыб 6,8 р в, суть безконечно- ды оны отораю чли 
выисио НА малости, 

2) Мы предположиме нить вполнть ибкою, так что ни в5 
каком из своиие съченйй она не представляет» никаголо сопро- 
зпивленл самому крутому иззибу или даже сзибу оси ся 109% 
каким дибо узломз; дая этою необходимо, чтобы моменте на- 
пряокенй, приложенные кз каждому поперечному спменю, во- 
круз осевой точки этоло спченя было равенз нулио, т. е., чтобы 
ТГ, М, №; были равны пулю для ость тточекь оси. нити. 

Примънивъ предыдущее уравнеше (1016, @) къ элементу такой 
виолнф гибкой пити, раздфливъ 00% части уравиешя ла Аз и иред- 
положив, что длина элемента приближасяея №ь мулю, получим, въ 
предьтв, уравнение: 

а по В) 


8 
р 


98 


Составивь и принфнивь подобнымь же образозь два остальныя 
уравнешя, получикь: 


и... (1047,6, 6) 
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О/иъдовательно, для всякой точки безконеино-тонкой, ополнь 
Зибкой ити, кз которой онтииия силы приложены сплошным 
образом, долины изуть место слидуюиия равенства: 


ви Е). 


выраоюеющия, что злавный вектор» 5; напряжений, дуйствую- 
зиить сквозь поперечное спиеше во этой точь (съ той стороны, 
тд $ больше, на ту сторону, тд 5 меньше), ибиравлень по каса- 
энельной ко оси ити в этой точит. 


(1047, 5) 


$ 158. Уравнешя (1015), въ примбнеши къ гибкой без- 
конечио-тонкой нити, къ которой вибииня силы приложены 
онлошнымь образену. 


На оспованш того, что сказано въ кони прелыдущато нараг- 
рафа, уравиешя (1015) для хочекъ гибкой безконечно-голкой нити, 
къ которой вилия силы приложены спхошиюмь образомь, получать 
слфдуюлий видь: 


91 (3.9 
я, + те 
ай’ 9 (% =) 


БЕ 
9.25... 4018) 


ОЕ 
р 


1%, у, 2 суть ирозкщи на оси координать скорости гой толки 
од нити, къ которой отпосятея эти уравнения, 
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ТЛАВА ХИ 


0 положеняхъь равновёся системы матерьяльныхь точенъ, 
твердыхъ тБлъ и гибкихъ нитей, 


$159. Замбчания отиосительно чиеда уравнешй равно- 
вфея и числа связей, 

Вь $ 79-мь па страшицй 398-й объясиено было значение тер- 
УИНО»Ь: „положено фравиовзая систоны мазорьяльныхь зочень“, 
„уравлешя равловфя силь и роакщй связей“, „условия разовая 
залаваемыхь виль“. 

Число уравнешй равновфея данной снетемы матерьяльныхь 10- 
чекь, связанныхь удерживаюдщими связями, равняется чиелу коорли- 
Наль вефхь точекь (я именно 37, овли ® есть число точекь системы). 

Чиело связей (2), связывающих хочки ланлой системы, можеть 
бызь монфе, равио или боле числа Зи. 

.А) Кода (р) мото (8%), то можно получить н (в == Зи — 1) 
условй равновьея залвваемыхь силъ, приложенлыхь къ данной си- 
стез$. 

Пели залолаемыя силы не удовлетворяют хотя одному изъ этихъ 
условй равновбая, то лапная система не можеть имфть положешй 
равловфеля при заданныхь силахъ. 

ели проэкити задаваемых силъ на ови коорлипать вуть фупк- 
щи координать точек» системы, го слетема можеть ить одио или 
пфоколько положешй разиовфейя; координаты вех точен при важдониь 
изъ этнхь положешй системы должны быть пайлешы чрезь рено 
Зв уравненй (а пиенио, х усломй равнов\я и р уравнешй связей); 
сколько эта совокупноеть уравиешй имфеть рёлиенай, егольво данная 
система матерьяльныхь точекъ имфоть положений равнов ея. 

Если подожешя вистемы будуть зыражены не въ Декартовыхь коор- 
динатаху, но помол какихь либо друтихъ коормиатныхь параметровъ, 
то чнело уравнешй равнов\ея, выражешияхь въ этнхр иараметрахь, 
будеть равно числу параметров; а если число лосуВдиихь будеть равно 


— 746 — 


и, такъ что веф опи будуть пезависным одииь оть другако, то уравие- 
ши развиовзая будуть вмфохв съ тФлиь и усломами разовой. 

Поли въ числв свлзой ость связи исудерживаюния, то могут быть 
п тащя положешя равиоввея снетомы, ири которых которыя либо из 
неудерживалощихь связей нахолятся въ состоянш ослаблеця; ири как- 
домъ изъ такихь положен, множители ) соотвфтетвениыхь ненапря- 
женныхь связей равны пулю, а потому тогда число усповпыхь уравие- 
шй будетгь разно чполу декартовыхь коордипать (8 9) безь числа связ 
зой лапряженпихъ. 

Для каждато найдепиахо положены равноля сметеми мы пай- 
демь соотвфиственпую совокуиноеть значешй мложителей Х; для 
этого надо выбрать изъ числа уравноюмй раввовзыя, р наиболто 
проетыхь или подходящихь, и подетавивъ въ нихъ найленныя зла- 
четя коорлинать, рить отноентельно множителей ^. 

В) Еоюа (р) равно (3"), зо условй равновфея ни, оели 
только вов связи удерживаюния. Въ этихъ случаяхь положение си- 
стемы опредфляегся изъ уравнешй связей, а значешя множичелей № 
влоллв опредфлятея изь уравпеши разиов?ея для каждато положо- 
я систожы, 

0) Коюа (р) боле (3%), тотла похожеше системы внолн\ онре- 
дфлится изъ Зи урзвнеши связей и слбдуеть убфдиться вр том, 110 
остальныя (р — 37) уравнений связей не противорбчагь первыхъ 3% 
уравнемяиь. Число множителей ^ въ этихъь случаяхь боле числа, 
уравнеши равновзыл, & потому множителя эти будуть имфть пеон- 
релфженныя значешя; для выхода изъ такой исопредлелноети надо 
приилть въ разечеть упругость мохализмовь, образующихь связи, 
какъ булоть показано ла примёрахъ. 

Приведемь нфоколько ирихфровь для пояспешя ехазанкаго. 

Принбрь 122-й. Три матерьяльныя точви %, 7%, %, нахо- 
Дяпояся въ плоскоети ХУ, подчинены слЪдующимь связяиъ: 


(и — 2) (, —9) —%—и) @—1) —а=0 
т, + т, +=, =0, 


Ч, Ув ть = У ==0, у. =0 
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и между кажлыми двумя изо отихъ точекъ лЪйствують взаиииня ири= 
тажетя, пропортиональный произведопио изъ массь ихь и изъ раз- 
стояшя между ними. Опредлить положеше фавповфия виствмы и 
реации связей. 
Означимь черезь №, Л,, Х., ^, воличины множителей, соотвфт- 

ствующихь евязямь; составимь уравненая равиовфеля: 

М, 4/5. + ^ (у — 5 =0, 

р Му, — (оф) мт -м =0, 

И и 


— им, М. — М (@— м-н мт, = 0, 


вт. Ма, — (фу) № т, =0, 
— ит, Мун (0 — в) и, ==0; И==и-нть-ьт,; 


5 этихъ уравнешяхь должно подставить у, =0; кромб гого, три 
изв поорлинать #,, #., У, 2» у, мотуть быть выражены фушицями 
лвухь остальныхь, па оспозати имющихея уразленй связей. 

Усломй разновЪя должно быгь два (6 —4—2); одпо изъ 
нихь получим, помноживь трехье изъ уравнений равновЗея на 27., 
пятое -—— на 2%, вычтя одно изъ другаго и принязъ во внимане урав- 
мене хрозьей связи; получител: 2%, = #2. 

Теперь можемъ уже выразить четыре координаты функиуею пя- 
той, а именпо; 


т „о, 


У п о 


= а тт. 
2; М (т, т) 

Прежде, чВиъ оставить послёднее услове равновфозя, еложимъ 
4-0 и 6-е уравнения фавновфея; получимь ^; (и, -+- 2.) =0, от- 
куда слВдуеть, что ^, ==0. 

Позлому 6-е уразнеме равноввия можно предетавиитр чалеь: 


Ао = РАЗЫ. 
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Шомиожимь теперь 1-е уравнеше равпов\ля на 2, трозье — 
Па 2, 1100 — па 2, м сложить веф три; получим: 


ВА? (т = т) = — Е л, а; 


исхлючивь ^, изъ двухь послдняхь равенотвь и выразив у; функ- 
1160 отБ 0%, получимь уравиегие, изъ котораго найдемъ: 


Такимь обравомь опредфлится положено равновъейи сисжемы; за- 
уфлеь мы найдем: 


№ == Убить, ^, =0, №, = 0. 


Пряхфрь 123-й. ЛвЪ тяжелыхя точки, массы которых олина- 
овы, взалмло-отталкиваются силами, обратно-пропорщопальными 
разетояю между пнми, и находятся па одлой и той же параболв: 
я — — 2ру, 0вь которой направлена свиву вверхь, иротивололояена, 
лафавленио дЪфйствя силы тяжести. Опредёлить лоложешя равно- 
вЪя этихъ точешъ. 


Пубть 2, у, — координаты одиой, х„, у, — коордиваты другой 
точки; уравлешя связей: , 


= Зри, =0, жен ру, ==0. 


Уравнешя равиовзоя: 


9-9 =0, р 2), =0, 


1 29%) тр 90, 


— а. 1 ту = р == 0, а 
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Исключиль изф пих ^, и ^, и выразив у, въ, из, ва, 
получимъ условя равноз%ел: 


З-на, (#1 +5.) 
и — 29 (®; — =) (р Е, — 2.) о, 


20? в о (вр = <) а 
1 — 25) (р-н (а +=) . 


этдеь = рой Е 


изъ которыхъ можло вывести еллующия два уравленя: 


Ре Ре 
(и -н 2) (ту С а. =0, 
ыы 
29 НЕНЫ Зы: др? (в кт В. 


Изъ этих уразнеюй получимь два рёшеня: 


р Е 
1) д-+-%—0, в=—в=вУт., 9—9», 


Тримврь 124-й. Три тяжелыя матерьяльных тотки #72,, 7%», и» 
паход ся въ плоскости ХУ на одной прямой ллюйи въ неизмфитыхь 
разетоящяхь одпа оть другой: 


(1% м 1) (и. ==) — (=. = %.) (.— 4) — 0, 


ин - и) — в =0, 
(фи = 0; 
кромв тото, точка и. (паходящеяея между т и #7 ,, ем. черт. 127), 


связана съ тачаломь коордипать О гибкою перастяжимою нитью 


длины Г: 
И — 920, 


— 750 — 


& точка 9, Долина опираться па ое _Х“”” и точка, и, — ма 0вь У“, 
ТакЪ что: 


Опредёлить реалии этихь шести связей при положени разно»- 
@я снетемы. 


Означимь множителей, соотвтетвующихь этимь овязямь, зпа- 
КАМИ: №, Ла» Аз» Ар Ав» №» 


Изь уравношй ввязой найдемъ, что координаты 2, у5, Из, 9 
должиы имть слдующая зпаченя: 


== ((,-=- 4») И сы, № == (и, -н&,) И = 


ей 


72 
"13 


153 1 
З Г па} Уз К аа? 


это суть виолкз опредфлонныя И нозможимя велячины, ееля Т за- 


ключается между 2) ий, И вели послвдши двЪ длипы не равны 
между 06010. 


Реалии связой опредзлягон изъ уравневй равновЪел: 


—^№ (9: — 93) — 2^.— в) =0, 
— №2 — ЗА =), —т9==0, 
— 48 — ЗАж%-н № =0, 
№ (в — 2) + 2%, (у: — 9) — ту =0, 


№ -= 2^, (3-м) -н 2:43 — 2,4. =0, 


5 2,93 — 2А; (у. — 9) — 29—70 =0. 


Сложив уравнейя 1-е и 3-е еъ патымъ, а 2-е м 4-е съ тое- 
тым, получимъ: 


№— 2,2, =0, №, — 2, у: == (Ин-т, т,) д. 
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Исплючивь изь 1-го и 2-го величину ^., & изъ 3-го и 4-го ве- 
личилу ^,, при помощи уравиеня первой связи, получим: 


—№ И 555. = 7502, М 1 — №: = тд (&,— 2). 


Изъ этихь четырехь равенотвь получимь оллующия выраженя 
Для А, иль: 


Же. 1.3 
№—9 (^, = ПЕ 


га а (и (Из) йа) 
и а из ИИ, Из 28. 313) 
е 9 Уз а — 12 } 
а затор можежь вывести елблующее выражение для Х, : 


Е то (3 2 63) = зйз а 
2 У? Ш— 1:2) 2 — 12) 


Для того, чтобы система могла быть въ иокоф, необходимо, 
чтобы эти три множителя пе былы мене нуля, а ото требуетъ, чтобы 
1, было боле (; м боле 1. 

Приифры снотомь оъ изхищнимь чисхомь евазей будуть приве- 
дены постВ. 


$ 160. Условя равновфея силъ, прихоженныхь къ 
твердому тблу, 


Раземотримь условя равновфеля свободнаго твердаго тёла. 

Въ пачалв влавы ХТ (стр. 536 — 537) было показано, 920 
для такого еЪла # == 6, т. е., чо число стененей свободы его разно 
мести; отеюда елблуегь, что тажово же число условай ето равновфая. 

Эти условя можно получить изъ шести уравнойи (616, 4) п 
(641) (стр. 537) движеныя свободнаго твердаго тфла, если принять 
во вниман!е, что у’ орышя вобхъ зочехь ела должны быть равны 
нулю, когда оно находитея в5 похожеюи равновзя; тогда полу- 


чател равенства: \ 
1—8 


хех... 5х, = 6 ми УХ, (1019) 


...... И, 6) 


ПЕ 


О, 149 


оо а О 


выражаютия тв уелов]я, при которыхь задаваемыя силы, приложен- 
ЖыЫл въ свободной пеизифняемой онотемь, взаимно уравиовтивазотсл 
чрезъ посредетво реажщий связей системы. 

Этл равелетва могуть бить получены еще слфлующимь прямыхеь 
нутемъ. Положимъ, что лапное туерлов тВло можеть быть раз- 
ематриваемо какь имеизыбияемал система, состоящая изь и ма- 
терьяльныхь точежь; эхи точки евязаны между в0бою (3% — 6)-ю 
преальпыми неизивняемыми евязлия (ем. стр. 537). Нуелетавниь 
себЪ, что составлены уравноня равнозфоя вофхь точек и что мы 
сложимь веб уравиешя, заклочалиая проэкдти силь и реицй езтзей 
на 06ь Х”"; тогда проэкщи обфихь реакщй каждой неизмбпяемой 
евязи ззаимио сохратятся, зелбдетвте равенотва и иротивололожноети 
этихь реакщий, а потому въ первой части получениато уравнения ое- 
занотся только сумма ироэктий везхъ задаваемыхь сить, приложен- 
иыхь кр тфлу; это и будеть равенетво (1019, а). Подобныхь же 
образомь получимь и два равецетва (1019,1), (1019, ©). 

Затбиъ предетавимь 060%, что изъ уравнений равновфая соетав- 
лены три уравненя моментов, пля чего надо ноотупать такъ, как 
показано въ началв $ 98-10; в5 полученныхь рапонетвахь взаимно 
сократятся проэкщи моментовъ обзихь резкий казкдой изъ неизмВ- 
нлемых» связей, такъ хаъ эти реакции пе только равиы и прямо- 
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противоположны, по и вмфегф съ тбыф направлены по линии, воеди- 
ия10щой точки ихъ приложеноя; волфлетзе этого въ первыхь частях 
получепныхь равенетвъ останутся только сумиы проэклай момелтовь 
задаваемыхь виль, приложениихь къ тфлу, елловательно, равенства, 
эти будуть ни что иное, какъ: (1019, @,в,#). 

Наконець, увломя равновфя (1019) могут быть получены 
еще изъ равенетва (567,1) (стр. 399), выражалощато тажуь называе- 
у0е начало возможныхь перемвщеюй; для этого падо въ равенетв® 
(567, 1) замфнить варьядии д, у, 82, выражешями, приведенными 
въ формулахь (750) на стр. (539), а загфиь приравиять пулю ко- 
эфидтенты, незавленмыхь варьяций; получимь равенства (101 9, а, 1,6) 
и три равенства тахого вида, какъ: 


$=я 


У‘, — 4) 2; — (@; — 2) У} =0, 
ЕЙ 


или, иначе: 
1, —9»В,--2,В,=0, 


изъ которыхь, па овпованш равенетвъ (1019, а, 5,6), елдують ра- 
венотва (1019,4, е, [). 
ЭЗначене условй (1019) можно выразить сдующино словами: 
Дая тою, чтобы силы, приложенныя кз свободному твер- 
д0м) пылу озачмно урасновпяивалиее чрезб е0 посредство, не- 
обходимо, зипобы ихз плавный векторз и ‘лавный моменте (во- 
круть какой угодию точки) были равны ую. 


$ 161. Услове, при котором совокунпость силъ, прило- 
женпыхь къ свободному твердому тёлу, можеть быть урав- 
повфшена, одною снлото. 

Положим, что силы, приложенныя къ точкамъ свободнаго твер- 
дато тВла, пе уравноввшиваютсл между собою, т, е., что во пли 
яВкоторыя ЯЗЪ шести величянъ ; 


В, В,, В,, 4,, 4, 4 


#2’ “у “а 
48 
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не Азни пупю, спрашивается, пельзя Ли уравновесить эту совокуп- 
ноеть силь одною силою, приложонною къ иЪкоторой очк тото же 
ла 

Означииь черезь Х, У, 2 проэвщи искомой силы на ови коор- 
динаеЬ и черезъ 5, 9, 2 координаты точки вя приложен. 

Чтобы данная совокупноеть силъ уравновфенлаев этою силою, не- 
обходимо, чтобы были удовлетворены равенства: 


Х-+ В, =0, У+В, =0, 2+8, =0, роз 
М,-нуй—гУ==0, ЛунаХ—20=0, Л-ь&У-—уХэ=0 
Изъ нихъ можно составить слфдующее равелство: ‘у 


В,Л,-ы В, 1, + В, Д, = Х(8У— 2) -- 
= У — Хх -- 7оХ— У), 


вторал часть котораго, очевидпо, равна нулю; поэтому и первая часть 
его лолжна быть равна пулю, если даниую совокуппость вил можно 
уравновесить олною силою. 

СлВдовательно, дал 71010, ‘итобы данную совокупность силз, 
прилоэюениыяе кз свободному твердом ттльлу, моэюно было урав- 
овтьсиить одною силою, необходимо, чтобы было удовлетворено 
услове: 

В.Л, ВЛ, -В,Л,=0,......... . (637) 


28. ©., чтобы злавный момента ц плавный векторз данной сово- 
вупности сил5 были взаимно перпендикулярны % чтобы ири- 
эома лааный бенторо не была фавенз нулю. я 

кли условю это удовлетворено данною совозупностью иль, 0 
Бавь найти величину, навравлен]е и точку приложения уравнозфлли- 
зающей силы? 

Величина и направлене этой вилы опрелёляютея первыми тремя 
равенствами (1020); изъ нихъ елфдусеть, что искомал сила равна, и 
прамопротивоположиа главному везлору данной совохупности силт. 


Чтобы опредфхить ифелго приложен уравнозщивающей силы, 
приномнимь копець параграфа 94-го (отр. 454), гл сказано, что 
евли главный вектор и главцый момент данной совокунноети силь 
взаимно перпендикулярны, то главный моменть этой совокупности 
вокругь центра, находящатоел на ценральной оси, равень нулю; 
припоунихь, кромв того, формулы (688) па вгр. 451-й. 

Пусть 2.) У», 2, буть коорлипаты какой либо точки центральной 
оси; тажь ках главный моментъ совокупности силъ вокругь этой точ 
равенъ нулю, то, примвнизь формулы (633) къ этой точк%, получим: 


0—=Л,-2,В, —9,8,; О=Д--&5,— 2, В,; 


0—1. 9,8, — 2, В, 


Изь этихь равенствъ и изъ равенствъ (1020) получим елёлу - 
зил уравнения, служация дян опредёленя величин» коорлинать точки 
приложешя уравиовшивалоней вилы: 


ПО Е, 


) мо 


В 


так какъ это суть уравиешя центральной оби, то мы можемь ока - 
зать слрдующее: 

Арли данная совокупноеть сназ, приложенныхе кз с60б0д- 
ному тоердому ттьм), удовлетворяет» условио (687), причем 
злавный векторь ся не равенз нулю, то ве моэюно уравновесить 
одною силою, приложениою кб одной из тъ2з точекз тосрдало 
лмьла, которыя находинся на центральной осё совокупности 
сциз; направленс уравновьиивающей силы долиено бызть про- 
пцеотоложно направление злавиало вежтора (т. в. вяла лолжна, 
быть направлена вдоль по дезеральной ое), « величии ел долю 
быть равна осличиить злавнао вектора. 

Найти положеше центральной оси данной совокупноети силъ 
вевь легко; принявъ во впимале указанную на страниц 453-й 
аналогю между теортею екоростей точекъ яоизывняемой среды и тво- 


ею тлавныхь момептовъ совокупноети силъ, мы можемъ руковод- 
48* 


ствоваться правиломь, приведеннымь на страницё 136-й кинемати- 
ческой части, замзнивь; полюеъ /0 — пачаломь хоордилаль О, уг- 
ловую скорость & — главнымь везторомь 2, екороеть полюса 40 — 
тлавнымь моментомь Л вокругь центра О; тогда получимь елфлую- 
ее равило для опредъьлеия положення центральной оси, с000- 
купности силь, удовлетворяющие условио (6387): 

`Изъ начала координать О’ падо возетаповить пернендикулярь в 
плоскости ВОЛ (черт. 128) въ такомь направлеши, съ котораго 
`ОВ видно по лёвую, а ОЛ по празую руку; па этом направления 
пало отложить длину 021, равную отношению: у 


Л 


ео 
центральная ось 718, будоть параллельна ОВ. 

Обралимь внимане па то обстоятельство, что точкою прило- 
женя уравновёшивающей силы можеть служить всякая точка тла, 
находящаяся на центральной оси, пли, что 10 же самое, на напран- 
лени этой силы; елфловательно, если какижь нибудь путемь пайдена, 
величина, направленге и точка приложеня уравповёшлвающей силы, 
то мы имЪемь право перенееги точку приложен этой вилы на какую 
либо длину вдоль по ея направлению въ другую точку тёла. 


$ 162, Общее замбчане относлтельно одного према, 
употребляемаго въ элемептариой сталие. 


Въ элементарной статикв, при отрелфленти условй разповЪая 
покоющатоея тлерлаго тфла, весьма часто и успВшпо пользуются 
п]раемомь перепесеня точки приложетя силы въ другую точку Зала, 
вдоль по той лини, по которой сила дВйствует, 

Пользоваться этимъ пруемомь можно потому, чо, при такожь 
перенесении точки приложения силы, моменть ел вокругь какой либо 
овх или вокругф какого либо центра не измфняетел; поэтому, при оп- 
редфлении уелов фавноввея покотющагося тверлаго ела, гд при- 
ходител составлять или припимать въ разечеть только векторы и мо- 
менты силь, мы можемь вообразить веб, что точка прихожентя каж- 
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дой силы перепесена па какую угодно длину вдоль по направленю 
снлы или по направлению противоположному; черезь это видъ уело- 
ВИ ие нзибнитоя, но могуть быть достигнуты изкоторыя упрощещя 
въ выводахъ уеловй и формулъ. 


Воспользуемея этныъ пруеможь въ едфдующемь вопрос: 


Прамфрь 125-й. Тяжелый однородный стержень 4 длины 2$ опи- 
раетол одиниь нонцомъ 4 на лишю ОД (чорт. 129), наклоненную подъ 
угломь «7, къ горизопту, других копцомь В — па лишю ОЕ, пакло- 
пеилую цодъ упломь (180°.—.Л,) къ горизопту; опредфанть иоложене 
равпов® ел схержля. 

Еъ сторжию ириложепы слВдуюпця силы и реакцие: 1) снам тяже- 
ети, которыя могуть быть замфнены в%сомъ стержня, приложенным къ 
его цепт)” пнериш, 2) реавайя Х, линш ОГ), дЪйствующая въ точкё А 
по напразаеню перцепдику яра АК, -) реакия Х, лиши О, дЁйет- 
вующая въ точкф В по направлено периенднкуляра ВК; точка К 
есть точка поресфченя обоихь нерпепдикуляровъ. 

Когда стержень повонтея, тогда можемъь мысленио перенести точки 
ириложешя ромиий Л, и », въ точку К, лредполагая, что эта точка 
пензыфино связано со стержнемь 4В. 

Чилобы ноложоше стержня было положешемь равновфейя, цеобходимо, 
чтобы равподъйствующая КА реакшй К», п КЛ,, неренесепныхь въ 
лочку К, уравповвшивалась съ вёеомь С@' слержня АВ чрезъ посред- 
ство воображаемато пеизмЪняемато стержня СЖ, скрбиляющего точки 
Сн К. 

Силы, приложениыя въ концамт свободнаго пеизмёняемаго стержия, 
уравпов%иитвалются только тогда, когда он% равны, прямопротивоноложны 
ц панравяепы вдодь но стержню взи по его продолжешямъ. 

Стьховатехьно, лая равцовзоя стержня АВ необходимо, чтобы 
точка К была ца одпой вертищельной лиши съ точкою С, какъ и прод 
стаплено ва чертеж 129-мъ. 

Такъ какъ лийя ЮО, при положеши разновоя стержия АВ, дол 
жпа быть вертикальна, то уголь АЖС тогда должешь быть равепь &/,, 
а уголь ВКО=ЧЫ.. 

Озпачимь терезъ 2 уголь НВА, составляемый стержнемь ВА съ 
торизонтомь; очевилио, что уголь СВ выразится тогда такь: 


(=- т — 2), а уголь САК — тадъ: (5 —л-- 2} 


По извфотнымь формуламь прямолипойной григопометрии, примфиен- 
пымъ въ треугольникамь АКОк ВКО, воставимь равенства: 


СК _с05(Л—® Е воз, . 
в в о м б > 


такъ коюб точка С’ пажодитоя па середин® длявы стержня А.Р, то изъ 
этихь равенствь можемь вывести слёдующее: 


603 (Л — @) _ с03(-=а) 
м О * 


изь пего пайлемъ: 


ПА х (софе ЛЬ — со 7) = ЗЕЕ 


2 в зщ 


Очитаемь нужнымь замутить, что прижфнене сказаннато приема, 
къ вопросамь объ опредёлени условй равновзая покоющихея твер- 
дыхъ тВль внолнВ закоппо и ие можеть повести въ новфрныхь за- 
ключешяжь; дальнёйшя же примфнешя ехо должно дфлаль съ на- 
длежащею осмотрихельноетью, а ипогла примфнять его пе слфлуеть 
зовее. Такъ, напримфрь, прихвнеше этого према при раземотрьня 
уелов1й устойчивости равповёея можеть привести въ совершенно не- 
вврнымь результатань. 


$ 163. Пара сидъ, 


Обратииъ теперь вниман!е на тззя совокупноети силь, главный 
векторь которыхь равенъ пулю, а главный момент пераветь нулю. 

Прост йшая совокуиноеть этого род& состоигь изъ лвухъ сить 
равныхь и ирямонротивоположиихь, по панравлениыхь не по лини, 
соединяющей точки ихъ приложешя; такал совокупноеть двухь иль 
назызаетея парою силе, 

Еюли главный вокторь совокупноети силъ равенф нулю, то глав- 
ный момент ея (если отъ ие равенъ нулю), обладаеть тфлиь важным, 
качеством, что величина, и направхете его я завиелть отъ выбора 
центра моментовь; въ самомь дЪлЬ, изъ формуль (633) (етр. 451) 
елздуетъ, что вели главный векторъ совокупиости еиль разелъ нулю, 
10 главный момешть вя вокругь какого угодно цептра имфеть ту же 


— 759 — 


самую воличицу и то же самоо направление, каюъ и главлый моменть 
вогругь начала коордипать. а 

Тьуь же качеетромь обладает» и главный моменть пары силъ, 
называемый просто момелаоме пар. 

Изь этого слёдуеть, что вели за центрв моментовь возьиемь 
точку придоженя одпой изъ сижь пары, то величина и направлен 
момента другой силы представять величину и направленае момента, 
пары. 

СлБдовательно, величипа момопга нары равыяетоя ироизведенно 
ЕР, гл Л) воть липа кразчайшато разеголим между силами, а — 
воличина каждой ‘изь снль; момешеь парм направлель перпевдику- 
лярно въ плоекости, проведенной черезъ 00% силы. 

Разотояне 1) называется злечома пары, а плоскость — завлю- 
чающая 06% силы, илоскостью пары; если изъ какой либо точки 
хратчайшаго разетояшя № возотановить длипу, мзображающую мо- 
менть пары, 10, съ колца этой длины, 00% силы пары будуть казатьол 
дЪЯствуюнщини елвва на право (ом. черт. 130). 


$ 164, Созокуииоеть сил, эквивалентная пар есь, 


оли къ свободному твердому тЪлу приложена такая вовокуп- 
ность силь, главпый вовторь которой разень нулю, & главный мо- 
менть не равенъ нулю, то совокупность эта, очевидно, можеть быть 
уразнов шена одною парою силь, моментъ которой должень быть ра- 
веть и иротивоположенъ главному момонту данлой совохуиноети. 

ЗлЪеь должно замтить, что, исключая величины момелта, урав- 
повфиивающей пар и направлешя момента сл, вое остальное отно- 
слщеесл къ строению пары, остаетол нроизвольшимь; тат 9то: 

1) Плоскость пары можеть быть выбрана по произволу, лишь бы 
она была перпендикулярна къ направленно главнаго момонта данной 
вовокупиости силъ. ь 

2) Величины (равныхь и противололожныхь} еиль пары произ- 
вольны, по крагаайшее разегояне между илми должио быть равно 
тлазпому момепту совокуцпоети еилу, дфленному на величину одшой 
вилы пары. 


(9) 
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8) Въ избранной плоскости, направления сил пары могузь быть 
произвольны. 

4) Наконець, остаетея еще произвольным» выборъ дочек» при- 
ложешя силь пары. 

Олфдовательно, данная совокупность силъ можеть быть уравно- 
вфшена различными парами сить, разнообразными до безконечноеги, 
несмотря но то, что моменты ихъ одинаковы по воличинв и ло на- 
празленно; воз тая пары, моменты воторыхь одинаковы по вели- 
чит и по назраздепию, пазываются эхеиваленяииими. между собою 
парами сил. 

Вообще, двВ кажл либо совокуипости силь называлотся эквива- 
лентными между собою, если, булучи порознь приложены въ одпому 
п тому же свободному твердому т®лу, опф мотуть быть уравновзшелы 
третьею совокуикостью силь, приложенною къ нему же. 

Велкал пара силь, ириложенная къ свободпому твердому тёлу, 
можеть быть уравцовЪшена парою, моменть которой равешь и прямо- 
противоноложент момепту первой пары. я 

Пусть къ свободному твердому офлу приложена совокупность 
слль, главный векторь которой веть пуль; эта совокуилоеть можеть 
быть уравновфшена ифкоторою парою сижь (означимь ве, лля крат- 
кости, знаком» 4) или веявими другими парами, эквивалентными 
нар 4. 

"Если къ тому же лу будет приложена только пара А, то 6 моло 
будетъ уравновбеить пфкоторою парою В, моженть поторой равен 
и противоположель момелту пары .. 

Такъ какь даппая совокуппость силъ и нара В порознь уравно- 
втивалются одною и тою же парою Л, то оиЪ, по вышесказаниому, 
должны быть признаны эквивалентиыми между собою. 

Поэтому, всякую таку совокупность силз, злавный вектора 
#07100 фавено нулю, @ давный момента не равен нулю, мы 
будем» назывелть совокупностью силз, эквивалентно парт силе. 
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$ 165. (Совокупность сплъ, пе удовлотворнюятая условно 
(637), Привелеше совокупности снлъ кт капоническому 
ВИДУ. 

Если къ свободному твердому гВлу приложопа такая совокуп- 
ность силь, которая не удовлет оряетъ условно (637), то она не мо- 
щеть быть уравловфшена одною отдфльною силою, не можеть быть 
уравновфшщена такие и одпою отдёльною парою силь, но ев можно 
уравновфенть совокупностью вилы съ парою силъ или совокупностью 
ЛВуХЪ силь попараллельныхь и пе нереозкалщихея. 

Пусть ОВ (черт. 131) в15 тлавиый вевтоуь данной совокуп- 
цости епль, ОД, — главный иомонть ся вокругъ намала координат, 
& величины 

В, Ву, В,, Ч», Л, Я, 
суть проэвщи главнаго вектора п этого главнато момента па оби 
координатъ. 

Чтобы уравновфеить эту совокупность силъ, приложимь въ тВлу 
въ точиф О виду ОВ’ (черт, 131), разную п противоположную глав- 
пому вектору ОВ п пару виль, моменть которой ОЛ равешь и про- 
зивоположень глазному моменту ОЛ; поел этого, условия равиов- 
ея твердаго тВла, очевидно, удовлетворятся. 

била ОВ’и пара силь, иубющая моменеь Олу, мотуть быть 
замбнены двумя вилами. Въ самомъ дЪлф, проведемь черезв О плос- 
кость И иерпендивулярлую въ ОЛ, и примемь ео за плоскость пары; 
в» отой плоскости изъ точки О проведемь какую либо длину ОР, 
которую примем за изображете одной изъ сить Л пары; затвиъ 
возотановимь нерпопдикулярь ОЙ къ '`ОРикъ ОЛ, въ такомъ на- 
правлеши, ев которахо ол, видно по левую, а ОЙ — но иравую 
руку; на этомь периендикуляр?, который будеть залючаться въ 
пдоскоети пары силь, отложимь даину ОЛА, равную отношеню „№ кв 
№; изъ точки М проведешь длину МР, равную п противоположную 
длннё ОР, которая будемь предоставлять другую силу пары; нако- 
нець построниь равиодьйствующую ОР силь ОЙ п ОВ, приложен- 
НЫХЪ ЕЪ ток О. ПШоблф этого окажется, чго лаппаял совохуиность 
силь уравновфшела двумя силами: силою ОЛ, приложеппою къ тВлу 
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въ зонкЪ О п силою ЛИР, приложениою къ т8лу въ точ М, На- 
правлешя отихь виль не поресфкзлотся, тажь какь послёдляя сила 
заклюочастся въ плоскости 1 и направлеле ея но вегрфчаеть точку 
О, между тбит какъ первая сила проходиеь черезь эту точку; эти 
еплы не параллельны, такъ кажь сила ОЁ, параллельно-иротивопо- 
ложная силё ЛЕ, вотр®чаеть силу ОЕ. ВЪ т0ЧЕё О. 

Такимъ образомъ, веякую совокуппость сить, неудовлетворяю- 
щую условно (637), можно уравповфоить, силою, соедипепною ет па- 
рою силь, или лвумл пепарахлельными и непоресзкающижиея силали, 

Уравнов литая данную совокупность силою и парою, можемь 
приложить силу В’ не къ 10463 О, & къ какой угодпо лругой точк® 
тфла, но тогла придется измфыить величину м нанправлезые момента 
пары; вели эту силу, равную я прохивоположяую тлазному вектору 
данной совокупности, приложимь къ точкв Ж (координаты которой 
суть 2, 9» 2,), 10 момент ея вохругь точки О будеть имфть елё- 
дующия проэкии на оси коорлинать: 


([-7%В,-= 4 В», (-&В,-на,В,), (—% В, 9, В,); 


поотому, проэкши момепта новой пары, которая должна уравновфейть 
далнулю совокупиость силь и силу КР’, должны быть равны елёдую- 
щимъ величинауь: 


== (И ==ЕЫЙ,— у, Ва), — (1, 2,8, —&В,), 
— (С -+иВ,—2В,), 


. 0. отрицательно взятыхь проэющям» главпаго момента, данной ео- 
вокупности силь вокругь точки ЛА (ем, формулы (683) на страниц» 
451-1). 

Оль ловательно, уриложенную из свободному твердому аильду 
совокупность сила, неудовлетворяющую условйю (637), можно 
уравковомиь силоо и парою сила; сила, равная и прямотро- 
иивотоломеная злавному вектору совокупности, можета быть 
приложена ко любой точиль твердо толя; момениь се пары 
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долокена быть равен и противополомсена заавному моменту 
совокуности 6085 210% точки алла, кз которой приложена 
ецла. 

Такимь образомь, выборь точки приложешя силы ваяеть на ве- 
личипу и направлено момента пары; неемотря на это, проэжя мо- 
мента пары па направлен силы имфеть одну и ту же величину для 
одной и той же совокупности силь, совертепно независимо отъ вы- 
бора точки К, а именно величина этой проэвши равна: 


ЛоВа-н ЛьВ, Л.В 
По, В Доз( Л, В). .(636) 


Отсюда слЪлуеть, что пара силь будеть съ паименыиуинь момеи- 
томь №5 томъ случа, когда сила будеть приложена къ какой либо 
изъ точекь тВла, находащихея на центральной оси дапной совокуп- 
ности силь, потому что тогда момент пары долженегвуеть быть на- 
правленъ вдоль по силь В’, такъ каЕъ главный моменть вокруг та- 
50й точки направленъ вдоль по главному вектору (ем. ср. 453-ю), 

Для опрелфленя ноложеныя центральной оси дашной вововупно- 
сти силь можно составить правило и написать формулы, руковод- 
етвулеь указанною на отр. 453-й аналомею между теорлею своростей 
точеюь неизивняемой среды и теорзео моментовъ силы. Изъ правила, 
приведеннаго на страняцф 186-й кннематической части, извлечено 
сафдующее ираецло для опредьленал положеная центральной оси 
совокупности сила, неудовлетворлошей условию (687): 

Изъ начала коорлинать О (черт. 182) ладо возстаповать иер- 
пендикулярь хъ илоскоети ВОЛ, зь таком паправлети, еъ которато 
ОВ видно по лЬвую, а ОЛ, по правую руку; па этожь направяенти 
нало отложить дапоу 070, равную: 


ОП= „Ло Е в) 


точка Д и будеть одною изъ гочекъ центральной оси ланиой сово- 
куптости силъ. Поптральная 065 параллельна главному вектору. 
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Тлавный моменть совокупности силь вокругь которой либо нзъ то- 
чек отой оси раветь: 


ОЦ = Л, в0з(Д,, В 


и лаправленъ вдоль по центральной оси. 

Изъ формуль (151) етр. 135-й кинематической части получим» 
выражен хоординав эвочни Д центральной оси совожз нутность 
силе, воли замфиимь: точку 10 — началомь коордипать О, угловую 
скорость @ — главнымх вокторемь 2 и скорость точки 0 — тлав- 
НыМЬ моментомь Л; получинь: 


вузу, | 
рый 

ЕЕ а .. (1021) 
ль, .| 

= °) 5 


Уравнешя цептральной оси совокупловти силъ апалогичны урав- 
ненямь (150) огр. 185-й нипематической частн, & именно они а- 
ковЫ: 


Не ВЫ (1022) 


т Ву В, 

Евди полотавиыь въ формулы (633) отр. 451-й, вивото 2, У, 

2» Координалы точки 1{ или вакой либо другой точки центральной 

оби, то, посл нфкоторыхь прообразований, получим» слёдующия вы- 

ражешя ироэкщй рлавлаго момента совокунновти силъ вокругь этой 
точки: 


= ри в05 (Л, В), (2,), = — 1.00 (Лу, В), 
ИИ. ое юз. (1023) 


Эти формулы выражать, что моменть Л, направлень по цен- 
тральной оси и равепь проэкщи момента Л, на паправлеле главиаго 
вектора. 
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Приложелная въ вердому тфлу совокуппоеть силь, состоящая 
изъ силы и пары силь, дйствующей въ плоскости нерпеидикулярной 
КЪ силё, называется совокуиностью каноническолю вида пли кано- 
ническою совокупностью силз; Болъ (Ва *) называеть тажую во- 
вокупность виль ант Иекихмь словомь „мтепеб“, непереводимымь на. 
русввйй язывъ; слово стеной озналаетъ т усильт, которыя мы при- 
латаемь, завинчивал винуь посредетвомъ отвертки; тогда мы пажи- 
маожь отвертку па шляпку вннта по его оси и вивотВ съ ты при- 
латаемь пару силъ вращатщую злить зокругъ его оси. 

Одпу силу, приложеплую въ твердому тзлу, можно разенатриваль 
какь такую капоническую совокупноеть силь, у которой пара силь 
имфеть моментъ пуль. 

Одну пару силъ, приложенную въ твердому тВлу, можно разема- 
тривать кавъ такую каноничеевую сововупиость еилъ, у когорой сила, 
равна пулю. 

Въ $ 161-нь было показано, что совокупность силь, уловлет- 
воряющал условно (687), эквилаяента одлой сил; въ $ 164-мъ 
товорилось о совокуппости силъ, эквивалоптной нар» силь; паконець 
теперь мы видимь, мто совокупноеть силъ, пеуловлетворяющая усло- 
во (687), эквивалентиа канонической совокупноети сить, у которой 
ни сила, ни пара сить ие равны нулю; поэтому мы можешь теперь 
высказать слВдующее положено: 

Каосдая совокупность силз, приложенныхе кз твердому ть- 
лу, можете быть приведена, из каноническому виду **). 


$ 166. Совокушкость нараллельныхь вить. 

Совокуплость параллельных силъ, приложенныхь къ твердому 
чфлу, приводитея къ одной еил», или къ одной нарв силъ. 

Озхалихь черезь ^, , » ховинусы углов», составияемыхь на- 
правленемь одной изъ этихъ силь (силы ,) съ ослии координат; 


*) Ворег ВаП. Тне еогу оЁ згемя: а збайу ш Ше Чупалс; оЁ а 1214 роду 
1876. 

*+) Розов, биг [а сомромыон 4е8 толелз сё Та сошрозоп 465 2103. 
Фопгиа] 40 сое РОуесшичие. Т. УТ, Сашок 18. (1306). 
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через В, Ё.,...Й,...Й, ознемимь положительно-взятыя вели- 
чины 1х силъ, направлешя козорыхъ параллельны направленно 
силы #,, и огрицательно-взамия величины тхЪ сифв, направления 
которыхь прозивоноложны направлению силы Ё.. 

Проэклйи на оси координать гхавнаго вектора экой совокуиности 
п главпаго момепта, вя вокругъ пачала координать таковы: 


Изъ этихъь выражений видно, что главный везторь равенъ 
к 1 . 
а & тлавный момент» перпендикулярень къ паправлетио онль. 


СлБловательно, вели главпый вокторь параллельныхь силь не 
равень пулю, то совокуппость этихь силь экливаленена одной сил, 
равпой и параллельной главному вектору и приложениой въ одной 
изъ точекь цептральпой оси. Одну изъ точекъ этой оби, а именно 
точку Л, мы найлень по правилу, указавному въ $ 161-мъ, или по 
формулам (1021); но мы обратимь сначала внимаше на другую 
точку этой оси, координаты которой суть: 


УЕ; Е; ЗЕ 
2, = 51: › У = Г, ‚ = 37; '°°.. (1024) 


Эта точка С дВйствительно паходится па центральной оси, тажъ 
накъ главный момент» вокругь пея веть нуль, въ чемь нежрулно у0%- 
дитьоя, составивь выраженя проэкщи этого момента, по формуламъ 
(633) стр. 451-й. 


Координаты точки Д (мо формуламь (1021)) будуть тажовы: 
*, Е 2 а Ат, 605 ба И 9+ м р. И 605 (”., И 


24 = а, — 7,603 (7, №), 7,605 (9,, В) = М-Н у, №, 
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Сльлуеть здфеь замфтить, что коердипаты точки С’ ив зависять 
оть коеипусовъ ^, |, у, такв что если вер силы совопунностя, пе из- 
уфтяя своихь величииь и гочекъ приложен, и оставалеь параллель- 
выми между собою, изыфнять свое маправлене, то положение точки 
С неизиЗнится. 

Кром того, виль вторыхь частей выражений (1024) сходень 
въ вяломъ выражений ((620) стр. 426) координать целтра иперщи 
снетемы маторьяльшыхь хочокт, 

Точка С пазываетол чениром» данной совокупности парал- 
дельнькхь силз, 

Принвиивъ формулы (1024) къ лвунъ паралхельнымв силам 
одинаковало направления или иротивоположныхь направленй, най- 
дешгь извфетныя въ элементарной мехаликЪ нравила для такъ назы- 
ваемаго сложешя или разложеная двухь параллельныхь сил. 

Если главный зевторь далной совокупноеги пафаллольныхь силъ 
равенъ нулю, г. е. если — Г, ==0, то совокупность эквивалентна. 
18$ сить. 


$ 107, Теорема Шаля. 


Представимь себф, что совокуппость си , неудовлетворяющая усто- 
зю (637), приведена въ капоннческому виду; пусть ДВ (черх. 133) 
есть величниа и направлоше главнато веклора, а ДЛ — величина гдав- 
паго момента. 

Проведемь кавую бы то пи было прамую лишю М, № не перее?- 
халощую ось ДВ и це парахкохьвую сй; дациую сотокуиносль можто 
иривеети къ двумь силалгь, одца изъ которыхь будоль паправлела вдель 
цо №, М, 

Пусть Ц.С есть кратчейиее разотолию между лийею М, М и цешт- 
ральною осью Ц,Д. Чтобы призести совокуцпость въ двумь силам», 
одпа изъ которыхь направлена по СМ, надо разложить главиый век- 
торъ М ЭР на дв® параллельыя ему силы ОР, и 29, тдЪ 
ФТ) есть точка, находящалел па продозжеши лиши СД; затВиъ, надо 
составить такую пару ель СЁ к ОЕ’ въ плоскости иерпопдикулярлой 
къ цептраяьпой оси, момеить которой быль бы равен Л, == ЦА; 
сити та и СЕ, должши бить таковы, чтобы раптодфйстнующая ихъ 
СР била паправлепа вдоль по лиши №, СМ. 
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Означимь черезъ Си @ длины ИЕ и Пр, черезъ Р,, 9, — вели- 
ит сить "ОР, и 20, черезь Ё — воличины равиыхь можду собою 
снлю СЁ и ТР, черезь Ри © — величины силъ СР и 20, тдв цо- 
сдфдиняя есть равнодЪйствующая силь ©, и ФЕ; навонфиь черсзь © и 
В означиыь величины угловь Р.ОРн 0,29. 

Такъ какь сила Д,В разложена на дв онлы Р; и О, и такъ какъ 
момепть ностроснпой пары силъ равен Л, то должны быть удовлетво- 
репы слфдующя равелства: р 


ь Л 
ав, 9,= 


ска? 


№, = 


а 
ПЕ = а 


выфотВ съ тфыъ отвошеше Ё къ Р, должно быть равио талтеноу угла, 
62; в 3 
{о & — т: 
Не 
Изъ этото равепетва мы опредфлимъ величину разстояв1я @, а, ств - 
довательно, положеше точки ПД; поправлеще силы @ опредфхится ут- 
ломъ В, тангоноь которато равенъ: 


ВР 


зная величину Я, опредблимъ величины Р, и ©, по предылущимь фор- 
муламт, & затФиь петрудно опредёлить величины силь Ри ©. 

(Поилльчанще. Воли утоль х будеть отрицательный то и @ будеть 
отрицательное; въ этомь случаЪ положене точки ПД и виль Ри О бу- 
деть такое, какъ на чертеж 134). 

Длица с и уголь о могуть быть произвольны, поэтому велачипы, па- 
правхешя и положешя силь Ри © разнообразии до безкопечности. 
Песмотря на это разнообразие, объемь тетраэдра, у которало два про- 
эпивоположныя ребра суть силы Ри О, оквивалентныя данной сово- 
упности снль, илъеть величину, независяиую отэъ длины @ и вели- 
чины ума 9. 

Вь самомъ дфа, объем» И тетраэдра ДОРО (см. черт, 133) разепъодной 
щестой части объема параллелопипеда, КОНЯ своими ребрами хляны 


ОС, Ро, СР те: 


Ут (с--а) Роз (& + 8) = ея “(р --9)Р=- ВЛ. 


Эха теорема пайдена Шалемь. 
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$ 168. Совокунцость силт, приведенную къ двумь еи- 
дамъ, привеети къ калоничеекому виду, Разповф ое трехъ 
сень, приложенныхь къ свободному хвердому тблу, 


ели совокупность силъ, приложенныхь въ тверлому тфлу, при- 
ведена къ двумь силамь Ри 0, то положеше центральной осн мо- 
жеть быть найдено оллующихмть образозь. 

Проведемь кратчайшее разотояте СО (черт. 135) между тВни 
лиюямн, по которымь дфИствую!» силы Ри 0. Такъь каюъ точка 
приложешя каждой силы, приложенной къ твердому тфлу, можеть 
быть перепесена вдоль по ой лиши, по которой сила дЪИотвуеть, то 
примень О’за точку приложения силы 7), а 0) — за точку приложе- 
вл силы О. Постронуь въ точкф С’ главный векторъ силь Ри 0; 
затВуь выборемъ на лини О, или на продолжен ол, такую точку, 
чтобы главный моменть силь Ри © вокруг нея быль направлень 
паралельно главному воклору, т. ©., чтобы ухавный моменть силь Р 
п © погруть оси У, проведенной черезъ эту точку перпендлкулярно 
жьъ лин ДС и № паправлешию главнато воктора, быль бы равень 
пулю, Эта точка находится между точками Си О въ томь случа», 
когда проэкщш виль Ри @ на направление параллельное главному 
вектору направлены въ одну сторону, каъ на чертеж 135; тогда 
зочка Й дВлить разотолние ДО на части СЦ и ОИ обратнопропо]- 
щопальныя величинамь проэкщй Р, и ©, силь Ри на паправле- 
не главнато вектора. ели же проэкщи Р, и ©, изВють иротивопо- 
ложных паправлешя, зо точка /{ находится вв разстояшя ДО’ па 
сторопЪ большей изъ прозвий 2, и ©, причемъ все #0: 


Р..СП-=9,.БД, 


Велнчина момента пары равняетея произведено изъ длины ОС 
на величину проэкнш силы Р или силы @ на пхоокоеть пернендиву- 
лярную къ главному вектору; величины этихь проэкцй обфихь сить 
одинаковы, но направлена ихъ прамопротивоположны. Вь елучаз, 
предотавлонномь на чертежз 185-м5, моменть пары лаправлепь по 


главному воктору; но могуть быть случаи, вЪ которыхъ моиешть пары 
49 
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противоположень главному вектору, таковы, напримврь, случаи изо- 
браженные на ’чортожахь 186 п 137, 

Обратиуь ниииатие на случая равиовзоя трехъ сидь, приложен- 
ныхь къ свободному твердому тВлу; означниь черезъ Г, ©, В веди- 
чины и направленя этихъ силъ. 

Въ этихъ влучалхъ двё силы, напр. Ри ©, предетавляютъ со- 
вокупноеть силь, уравновфитиваемую третьею сллою Д. Силы Ри © 
зотуть быть направлены ио лишямь пересжкающимел или непоресф- 
кающимея. 

Въ иорвомъ случа можно перенеси очки приложешя силь 
Ри О вь точху пересфченя и ностролть ихф равподфйотвующую; 
этой равнодфйствующей сила 08 должна быть равна, прямопротиво- 
положна и паправлела по одной съ нею лишш. Въ лЪуъ случаяхъ, 
котла силы Ри © направлены по ливянт не пересфкающинся, иожно 
построить ось 748 по правилу, приведенному въ настоящемь пара- 
траф. Такь какф совокупиость енль Ри @ долина уразловфеиться 
одною силою А, то момепть пары должешь быть пуль, а для этого 
необходимо, чтобы силы Ри © были межлу 0б0ю параллольны или 
паралдельно-протлвоположны. Сила Д должна быть равла м прямо- 
противоположна главному вектору виль Ри © п должла быть на- 
правлена по лини, проходящей черозъ точку 10. 

Слфдовательно, если три силы, приложенныя къ свободному 
эивердому тьму, взаимно уравновпаииваются, то миби, по ко- 
зпорыма эти силы дплитсуюте, попремлнию заключелотся в» 09- 
0% плоскости. 


$ 169, Положешя равиовфея песвободнаго твердаго 
тфла. Приибры, 

Если твердое тВло несвободно, то шесть равенетвъ, выражаю- 
щихь усломя равновия силь и реакй приложенныхю къ твлу, 
должно разематривать кажь уравиеня равновфел этого тЪла. 

ЗВыраженя проэщ {па оси коордипат®) векторовъ и момодтовъ 
редкий тЪхъ связей, хоторымь подчинено тфло, должны быть со- 
оставлены по формуламь, приведеннымт въ 88 129 и 130. 
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Пусть р воть число евязей, которымф подчипено твердое т®ло; 
въ его уравнещяхь равповфол будеть заключаться р множителей ^. 

Жотда р ненфе шости, тогда, исклочивъ изъ уравпешй равновф- 
@я тёла воЪ р множителей », нолучинь (6—2) 9406 равновт- 
ая несвободнаю тесрдоло тъла. Еели проэкт силь, приложен- 
пыхЪ въ твердому т6лу, выражены фупкщями координать тфла, то 
изъ условй равповзая и изъ уравпон связей опредзлинь положе- 
я равновфал тВла. Для каждато положешя авновзея можно 
опродълить зачешя множителей ^ изъ р уравиошй равиовЪ оля. 

Когда р равло шести, уеловй равноввая пФ; положено хВла 
зполнф оиредфляется изъ шесхи уравнений связей. 06 шесть множи- 
телей ^ вполн? опредфлатотся изъ шести уравнений равиоввия. 

Когда р боле шести, тотда уравненя равновфоя дають нео- 
предфленныя значентя для множителей », а, олфдоватольно, и Для 
реакщй связей. 

Приволинъ нфеколько примвровъ. 

_Прихфрь 126-й, Услошя равповфая твордаго ид, одпа изъ 
точенъ котораго закуфилена неподвижно. 

Очевидто, такое тфло можеть находитьея въ положежи равно- 
вая только при уеловш, чтобы совокупность приложенныхь къ 
нему залаваемыхь сить приводилась къ одной сил, паправлениой 
черезъ точку опоры; лоэтому, если принять эту точку за начало 50- 
ординат, условия разновзя тЪла выразятся такъ: 


ву 2) ==, 9 


проэкщи ие па оси коордичаи”ь реакдш опор выразятея отрицательно 
ВЗЯТЫМИ проэкциями тлавнато вектора задаваеныхь силъ: 


= 60 (П, Х)=—В,, „= (В, У) =--В 


2? 3, 


^, = 2008 (В, 2) = —В,. 


Прливрь 127-й. Условя равповфея твердахо тфла, икфощатго 
У— м 
неподвижную постолиную обь, вокругь позорой оно можеть вращатьея 


И ВлОЛЬ которой оно можеть свользить. 
49% 
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Очевидно, такое тВло можеть находиться въ положении разнов®- 
я только при услов]яхь, чтобы главпый векторь совокупноети за- 
Хаваеныхь силь быль перпендикуляронь въ неподвижной оби и чобы 
тлавный моменть силь вокругь нея быль равенъ нулю; выводемь эти 
условя изъ уравлениё равновфейя. 

Уравиешя четырохь связей, отфенлющихь свободу тВла, полу- 
чижь, выразивь, что координаты двухь точекь тЪла остаются ма, не- 
подвижной осн. Пусть эти точки суть: точна 20 (6 =0, ч==0, 
(= 0) и точка К(Е=0, 1==0, 6 == кем, еир. 674); возъмемь 
неподвижную ось за ось 2”? и выразимь, чо абоолотныя коорди- 
Паты 9,, У», к, Ук разны вулю: 


2 == 0, у, == 0, а, А, = 0, „=, =0, 


это и будуть уравиешя связей. 

Составлая уравлени равновЪея, возьмемъ за центрь моментовъ 
точку 0; выраженя проэкщй моментовь реажшй связей составимь 
по формуламь (869) втр. 614, принимая во виимаве, что», = 1. 
Озпачивь черезь №, ^,, ^„, ^, мпожителей первой, второй, третьей 
и четвертой связей, составимь сдВдуюния уравнешя равновфея твер- 
даго тЪла: 


В; ==0, В, +, +, = 0, Б, =0, 
(1,), — 1, =0, (Д.), - ,=0, (2), =0. 
Третье и шестое из® этлхь уравнен, незавлючаюлия множи- 
елей №,,.....-.Аь бУТЬ условия равиовзая, 
Павленшя точекь Ю и К на 0 2“? направлены нериеядику- 


ларло къ этой овя. Означииь черззь О, и Ох величины и наирав- 
ления этихъ давлений; проэкцуи ихь на осл №? и У“ выразллся таль: 


у 
те 


Ю,соз (ДР, = —^=8,— 


0, оз, У) == В, +. И%а, 


. (1ь ) т) 
Рив (Ок, =, Фу, Ум т, 
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Прливрь 125-й. Еелн тВло можеть только вращаться вокруг 
неполвижлой осн, по пе можеть скользить вдоль ноя, то къ иреды- 
дущимь четыфемъ связям присоединяется плтая: 2,=0 и уравно- 
не равновзотя будеть только одно, выражающее, что моменть зада- 
вавмыхь силь вокругь неподвижной оси долженъ быть равен нулю. 

Примфрь 129-й. Усломя завновъея тверхаго тфла, опирало- 
шатося одною хочкою на данную неподвижную поверхность: 


1, 9,2) = 0. 


В» $ 130-нъ было, иайдено, что если твердое твло опирается 
на поверхность въ одной только точь, то реакшщя связи есть сила, 
приложенная къ гой точев тфла, которою оно опирается на поверх- 
ность. Эта сила направлена по нормали къ поверхиости {== 0, воз- 
становленной въ точкф прикосновения ея съ тломъ, т. е. въ точ 
опоры поелфдняго. 

Составимь уравновшя равновфея тла, принимая за целтръ мо- 
мемтовъ точку опоры тЪ ла; озлачимь координаты ей Хак: 9, У 5. 


В, те =, В + =0, В, ^^ 0... (1095) 


= ОЕ = 


(№),=0, (1), =0, (1), =0...... (4096) 


Условий равновзея— пять; три лзъ нихъ вуть равепетва (1026), 
выражающия, что главный момент задаваемыхь силь вохруть точки 
опоры должешь быть равонь иулю; два другая условая разпозВея по- 
лучатея по исключеши ^ изъ первыхь трехъ уравневй разповзел 
(1025); онн таковы: 


а (1092) 


9% В 0% Ву 05 В," "* 


и выражаютъ, что главный векторъ задазаемыхь силь долженъ быть 
направленъ по нормали къ поверхности, 

Уравиешя (1025) сходлы еъ уравнешями (423) (етр. 261) раз- 
новфея матерьяльной точки на гладкой поверхности. 


И — 


Жели поворхноеть неудержизающан, таюъ что чверлое тфло мо- 
жеть отдфлитьсл оть поверхновти, то (по апалони еъ условями рав- 
цовфел мачерьяльной точки на поудерживающей поверхноети) необ- 
холимо, чтобы главный векгорь задаваемых силь быль направхень 
по отрицательной нормали. 

Олфдовалельно, жеердое эьло, опмрающееся на данную не- 
подвижную поверхность вё одной точки, можете находиться 
68 положении равновья только тру условии, чтобы совокул- 
ность задаваемыхе сил, приложенныхе из т?му, приводилась 
хз одной силь, направленной по нормали ко поверзности, в03- 
становленной 65 точить опоры тпла; притом, если поворх- 
ность неудерживающая, то вышесказаниея сила должна быть 
направлена а5 оторону отрицательной нормали. 

Корда положене завновВоя тЪза не извЪетно, но извзетна форма 
его поверхности и задаваемыя силы суть давныя функции координат 
чочекъ ихь приложеня, тотда положеня равновьея твордаго тфла 
придется опредфлять изъ уравнейя ето поверхиоети, изъ уравношя 
{1—0 и лзь пяти условай равиоввея. 

Примфрь 180-й. Условия равповзсля твердаго т ла, опираюна- 
тосл двумя точками на плоскость. 

Совокупность задаваемыхь силь должна уравновушиваться съ 
двумя параллельными между собою и пернендикулярными въ пхос- 
кости реакциями нослфдней, приложенными къ ты точкань тфла, 
которыми оно опираетея па плоскость; тажъь как двЪ параллдьтыя 
вилы могуть быть уразиовьшелы одлою силою, то совокуаноеть за- 
лазаемыхь сидъ должна нриводиться къ одпой вил%. 

Эта сила должиа быть перпендикулярна в плоскости и должна 
пересзкать нрямую линно, проведенную черезъ опорных точки 4 и В 
тьла. Если ло опираетея въ обфихь точкахь еъ одной стороны 
плоскости (какь на черт, 188), то сила, эквивалентная совокупноети 
задаваемых силь, должна перееВкать прямую АВ между опорными 
точками 4 и В; если мо твло опираетсл въ одной точь но одну, & 
въ другой — по другую сторопу плоскости (калеь па чертеж 139-м%), 
10 эта сплв должна переевкать прямую внЪф разстолня В. 
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Принърь 181-й. Условя равноввая чверлато тЬта, опират- 
щагося тремя точками на плоскость; во вебхь трехз — по одну сто 
рону плоскости. 

Въ этомъ случаВ реакщи суть гри параллельных между собою (и 
перпендикулярныя въ илоекости) силы, направленный въ одну сто- 
рону; поэтому совокупноеть задаваемыхь сидъ должна привеетись жъ 
одной силф, перпенликулярпой къ плоскости п направленной черезъ 
ценеръ отихь трехь параллельныхь реакщй. Озпачимь чорезъ 2? вв- 
лАчину этой силы, расположимь оси № °° и У” въ разематриваемой 
пзоскости, па которую онирается "Ъло и озмачимь черезь 22, Уь 
2, у.) ®., у, координаты опорныхь точек, а черезь @ и В — коор- 
диматы центра трехь параллельнихь реакщй, чрезъ который, по 
вышесказанному, должно проходить налравяен1е силы Р. 

Такъ кавкъ веб три реакщи направлены въ одну етрону, то 
точка (=, 8) можеть находитьсл либо внутри, либо на иериметрв 
реугольшика, образуемаго точками (2, у,) (©, 9.) (©, у,); слблова- 
тельно, направлеше силы Р не должно перескать плоекости ви 
пломади этого треугольника. 

Пели величипа силы Р и координаты © и В извфежны, то вели- 
чины реакшй въ опорныхь точкахь опредфлятея изъ слфлующихь 
трехъ равенствъ: 


а -ы а. а == Ра, М-Н 4-5 №9); == Р8, 
Аа —= 1% 


эти уразпеня дають влолнв опродфленпия зпачешя для величин ^. 
Обратимь еще внимале ма тр случая, вь которыхь твердое “ло 
находится въ положени равновфея, опираясь на плоскоеть четырьмя 
или большимь числомъ точен. 
Возьмемь эту плоскость за плоскость ХУ и составимь уравне- 
я равиовзол твердахо тВла; опи будуть таковы: 


ЕО 0 
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Пием... 9, = 0, 


Дм — № —..... А, 550. 


Первых три равенотва, незаключаюния зезвщй ^, предетаваятють 
условия разноввоя тбла; они выражать, что совокужноеть задазае- 
мыхь силь должна приводиться къ одной еил®, иерненликулярной хъ 
плоскости ХУ. Цуеть Р веть провющя этой силы на отрикательную 
ос 2, ами В — координаты слёда этой силы на ллоскоети ХУ; 
вели Х,, А»-......^, буТБ резки по целожительлой он 2“”, то 
послЬщия три уравиешя получать слфдующий видь: 


мы, 0 
д о 


М-Н... НА, 2, =Ра, 


Зная ЛР, а, В, мы п будемъ в® состояли получить изъ этих 
уравнеми опредфлениыхь значешй для величить №, Л»... -Л,» Такъ 
какъ число послфянихь боле числа уравнений. 

Эта неопрехьленность можеть быть устранена, если примемь въ 
разечеть упрумя дефорнащи нажимаемато тБла пля пхоскоети; для 
прим ра, приведежь р®шенте вяфлуткаго вопроса. 

Примёрь 182-й. На твердой торизонталь ой илоскости отопе" сло, 


состояпай пзъ тпорхой доект, опирающейся па № вертикальныхь но- 
жехь разлой длины; ати ножки предполатаютея упругими н имюзт, раз- 
ния длипы только в ислапряжениомь состолиш. Предиолатаетел, что 
доска стола п выфеть вфеа, так эго, если бы ца нее пе было цичего 
положено, то опа быха бы горизонтальна п вс% пожжм инфхи бы равный 
длины 4. - 

На доску иоложены грузы, цепер" давлезй которыхь пыфеть на 
торизоптальной плоекоети координаты © и В; сумма зЪеовъ трузовь 
равца Р, Волфуистые давлошя этихь трузовъ, ножки укоротятсл, причемь 
доска можеть испривиться и нажлопиться кт, горизонту, по мы булемь 
предполагать, что доска виолиф тверда и пе покривлиезтся при паложе- 
ви грузов, но только наклоняется кь горизонту, иричемь пожжн, це 
сдвигаясь в; ифота, остаются вертинальными. ‘Требуется узнать рао- 
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предфлен1е давлешй на ножки стола, предполагая, что извфеття молули. 
упругости и илощали понсречпыхь ефчешй вохь ножекъ. 
Пусть #==0 есть уравпопе плоскости доски до паложешя па, нее 


трузовь и й== и -нбу-не *) — уравпешю ел плоекости при обремоне- 
и стола трузами; козфиценны а, Он 6 нажь сре не нзвфетны. Озна- 
чимь черезь И, модуль упруг $-т0 ки, черезь о; — площадь 


ея понеречнаго сфчешя, через ^, — величину вертикальшаго давленя, 
сжпиающато эту пожву, черезь 2; и у; — коордппаты елфда пожин на 
торизолтальной ихоскоети. 

Величие ская этой пожкл выразится воллчиною  ордицаты 
—ая;-- бу;--о; а величина дазлеыл Х,, производящаго такое сжа- 
110, опредфлится по ианфезной формул для упрулихь растяжеши и 
ежалай стержией: 


т (од, = Фу; 0). 


Подставимь этн выраженя для; въ равенства (1058), получим: 
2 
а У 4% а. У щи с, о 


< 1 1 
а Ули, -- 6 У чур е Хи = 7, 


«У 27 +5 У ами, +еХ д == реа —- 


Эти три уравнены, служания дал опредфлеля коэфииентовт @, 6, 6, 
получал замфтное упрошене, если за начало коордипать возъмемь 
центръ иперциг сиетемы матеръяяьныхь точехь, сокиадающех со сл%- 
дами пожень па порнзотельпой илоскоетн н ныожихь маеви прогор- 
полальтия воличинамь 0х, 9», --.0.; кром$ того, за оси коордниать 
Х** и Уз“ примемъ тлавныя оси иперци этой системы зообрыжаюмыхь 
точекъ; тогда получимь: 


Ра. 78 р 


; = =; 
УХцаё? Хауг? 18 


а 


Подетавивь эти величины въ выражешя дхя ^1, Л», .. Аи, Получимь 
внолнф опредфлепныя зналещя для воличить ^; но ирн этомь можеть 


*) Положительная ось 29% направлена ввизЪ». 
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оказаться, что иЪкоторыя изъ волнчиль Х имфють отрицательный зна- 
чешя; это будеть значить, что соотоТлетвующуя пожин доляия подвер- 
тальея нс сжатро, а растяженью,’ нричемь пижше кодцы ихь должны 
быть ирикр®лдены въ плосъости, а не должыы оиралься па, лес сверху. 

ели же цамь извфетно, что всф пожки стола только опираются 
ва горизонтальную нлоскость сверху, такъ что ин одпа изъ ипхь 
можеть подвергаться растяженио, 10 рфшене, дающее о'рицательныя 
величины для и\которыхь 7, холино быть признано пеудовлетворитель- 
вым. 

Во зеякомь случаЪ, для каждаго стола можеть быть пайдело уелов1е 
отпосительно положення цешера иперии трузовъ, при соблюдение кото- 
раго веЁ 7) будуть положительны; лаиримрь, возьмемъ случай стола, 
стоящахго на, четырех пожкахь равнаго ноперечпато офчешя и равиаго 
модуля упругости, раслоложениыхь вь вериннахь прямоугольника дли- 
ны 2А и шарклы 2В. 

Вь этомь случай: 


Ра ф 28 УР 


@ — 4 45, да В?’ 


дазлошя на пожкн будуть таковы: 


м 1), о и 1), 


АА В 2 д 
(а -1, ЕЕ). 


Ве эти давлешя будуть положительня, сохи точка (, В) будеть на- 
ходиться внутри ромба, верлшты котораго сути середины сторонъ пря- 
моугольника. 


$ 170, Положешя равновая какой либо системы, под- 
вержениой дЪйствио сплъ, либющихт потенщалть: Крите- 
Мумъ устойчивости разповвсйя, 


При вывод условй равновЪия какой либо системы, составлен- 
ной изъ натерьяльныхь зочекь или силошныхь тёль, ножно начать 
еь составлешя равепетва (567, 0) стр. 399, выражающаго начало 
возможных перем пение, затаюь пало выразить возмолщыя варьящи 
хоорлипать точек» и твордыхь тВль помошью варьящи отъ иозави- 
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виныхь ноординатныхь нараметровь (см. формулы (564) на стр. 382); 
подетавивь эти выражения въ равенство (567, 6) и приравнявъ въ 
иемь пулю коэфищенты варьяий, получинь услоза равновия. 

Прамбрь 138-й. БВифилярь. Тяжелый одноросный стержень 
длины 2с и ва Р подвфнень за концы Ди И (черт. 140) на 
двухъ нерастяжниыхь нитяхъь АР и ВЕ ной длины 4 верхи 
ВоНЦЫ Этихь нитей прикрёнлены къ точкамь А и В, находящимся 
па одномь горизонт зъ разетоящи Эа одна оть пругой. Если къ 
стержню, пс приложено пикакихъ сить, за исключеномъ силы тяже- 
ти, 10 опр можеть быть въ покоф въ торизоптальцомь положен, 
причемь пити натянуты, середина С находится па вертикальной ли- 
ниенодь точкою О (серединою длины АВ) и самъ сторжень царал- 
леленъ длиив АВ. 

ели къ стержню, кромф его вфса, приложена пара силъ, дЪй- 
отвующая зь горизонтальной плоскости и имощая момонть Л, то 
оторжеть будеть имфть иное положение равновфея, причежь точка 
С будеть изфть ифкоторое пололене С, на зертивальной лнши ОС, 
а сторжень булоть составлять ихоторый уголь © съ прожиею вер- 
ТИХАлЬною плоскостью или сь лишею С,К, параллельною лини ОА, 
Опредфянть величину этого угла о. 

Составимь по формуль (768) стр. 544-й и 589-й выражено 
работы, совершаемой задававмыми силами при ничтожно-маломь воз- 
можномь поремфщени стержня 720; такь какъ здфоь главный век- 
чорь задаваемыхь силъ равенъ сихВ тяжести стержня и направлен 
по оси ®” (внизъ), а главный момешеь нхъ вокруг О’ равонь Ги 
панразлепь зверхъ, то выражешо (768) будеть здесь изуть слдую- 
ЩИ видъ: 


ТР, 03 (&,, 0) — Л0093 (0, 2), 


ТЛВ &, @0тБ возможное перембщеню центра иперши стержня, а 0 — 
возможное угловое перемфищеше стержня; зцакъ минусъ ноставлень 
поредъ вторымь членомь потону, что моменть „{ направлен вверхъ, 
противоположно положительной оем 2”. 
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Тажь какъ проовщя =, на 065 “” рапна Фа, а проэкщя 0 нь 
ось 2%" равна @,„, а по третьей изъ формуль (747) стр. 538 ока- 


зываотел, что въ настоящемь случа? 0, = -— 9$, потому что те- 
перь ф=-, ж==-——9, 10 рашентво (567, 5) получить такой 
ВИД: 


Ра, -- Л5ф=0. 


Нити АР дл ВЕ неравляжимы, тавъ что длина 40), обхаетел 
постоянно равною й; слбуовательно, уголь ф и орлината 2, центра 
циерши стержия связаны между собою равелетвомь : 


вн а — 206008 —Й=0, 


изъ которато составимь слфлующую зависимость между возможными 
варъящями да, и Эф: 


2,88, = аедфзтф = 0. 
Исключивь да, изъ сосгавленлыхт лзухъ равенотвъ, получим: 


(Л, — в РэшФ)8ф = 0, 


откуда: 


: И Л р 2 2 
Эф Ее = Ру а — 6*-+ 346608 $. 


Если 7 зесьуа велика сравнительно съ аис, то довольствуютел 
приближенные выражецемь для вт ф: 


зто № 
а: 

Примёръ 134-й. Одпородная тажелая сфора ралуса В и массы М 
находится на пакхонной плоскости, составляющей уголь «7 съ торизон- 
томъ; по поверхности этой сферы можеть свободно перемфщаться точка 
массы эй, подверженцая спл тяжести и притяженю иъ ифкоторой 
точкВ О паклошпой пхоскобти; сихь притящешя имфеть величину: 
уму, гдф х— разетоль!е точни 9 оть точки О. Опредзлить положе- 
не равхов?ся этой системи. 
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Оси оординать расположимь такъ;: ОХ но лиши нанбольтато на- 
клона виизъ (черт, 141), ось ОУ-— горизонтально, овь ОЙ — нериен- 
дикулярно #5 паклопной плоскосчя, взерхт, 

Шаръ долвепь постоянно оставаться из наклонной нлоскости, по- 
этому 2, == @; прочы координаты шара, именно: #,, Ус; $, Ж на мо- 
туть быть кавя угодно, 

Цохожеше точки % па поверхности сферы зыразныь въ сфериче- 
сБИХЬ воорлилатахъ Ф и $, привпмая за полярную осъ — паправлен1, 
нроводенпое изъ О’ иараллольно положительной оси °°ъ, & за плоскость 
мерваго мерилана — илоскоеть паралисльную плоскости йХ. 

Составим теперь выражеше работы вед пара при питтояито-ма- 
ломъ возможном поремфщещи сго; опо будеть: 


Мое зт.Т,. 4... ..:... (099) 


с 


далбе, составпыь выражене работы, совершаемой приложенными къ 
точь 72 силамп на протяжени ничтожно-малаго возможнаго перем®- 
щешя этой точки; оно булеть: 


719 (5% эт 7 — $2605 /) — 2% (#95 —=- уу = 2д2),.. (1030) 


тд д, 3, 8 суть коордипаты точки 2, воторымя могут» быть выражены 
въ незавиенмыхь вобрдипатиыхь нарамстрахь Я» Ус Ф, ф слбдуюиимь 
образомь: 


1—4, + Вт фз ф, у=у, + Выпфяту, 
2 =В-н В 0035. 


Изь нослфипихь выражешй слфлуетгь: 


у ну? -- 22 -+ 2.2 03 Ф-- 
—= 2В5шо (2, 05 ф-- у, 51). 


Теперь надо взять сумму выражешй (1029) и (1030), приравнять 
ее пухю и выразить варьящи 5%, 69, 82 поередотвомь незавиенмыхь 
заръяшй 52,, бу, 8Ф, Эф; а имонно: 


За т /— 32608 = д, 51./ — Взифот фт /5ф 


+ В (05$ 605 ф эт -=- Ш ф008 7) 5 


= — 
$8 = уду = еда == тд" = 8%, (и, -= Взш фсозф) = 
= ду, (9, = Азш фзтф) -- Пр зт ф (у, 603 ф — я, зшф) = 
= Во ((с, 03 ф-н у, т ф) в03ф — Вт Ф}; 


тотда получимь равенство: 
[м =. 10) зщ Л — ри, -- Втф 005 $ 8 — 
— иж (у, = Вып фи ф) ду, = 
28 [оф (созф (узи) лу вштф)--вшю( ов?) 8$ — 
—*В5шо [т (зщ — р} = ву, 605 $ | 8) —0, 


Приравнявь яулю коэфишещты варъяв 8%,, 8У., 8®, Эр, нолучизмь 
четыре услор!и разцовфея оистеми — четыре равепехва, изъ кохорыхь 
опредвлимь злачоти 2,, у, ф и ф ири положешщяхь равиолфея сле- 
темы. 

Исключивь 2 в у, изъ нерваго, второго п четвертаго равенетвъ, 
получим; 


` Муз Ут ф—0, 


откуда олфдуе ‚ что ф== 0 или ф = т, 
Всхфиеть!е этого, первое, второе и третье равенетва призмуть сяф- 
пуюни лид: 


. ^ № И 9: >». 
т, == Дзтф == (1 = г) 2 9, 9, ==0, 


у Взтф(1-= 008 Ф) = 9510 0057-59 т созфзте ==0, 


тд верхе знажи соотвЪуетвують ноложенямь, ирн которихь ф==0, 
а нижн!е — лозожешямь, при которыхь ==. 

Посафдиее пзъ трехъ иредыдущихь равенетвъ служить уравцешеми 
для опредфхошя зпалошй ф ири ноложетяхь равпов%ейя, 

Обратимь внимаше па т случаи, вь котормхь вея совокупность 
задазавиыхь сяль, приложелпыхь ъ сисгомф, имзетр потешиале, 
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Въ отихъ случалхь, воли вов связи улерживаюлия, о ноложе- 
шя равиовъея системы суть В положешя, при которыхь полная 
возможная варьяця перваго порядка оть потенщала равна пулю. 

Въ самомь дзлв, въ этихъ случаяхь со (567, 0) поду- 
чаетъ олЪдующЕй вид: 


о _ дб 90 )= 
а 9%, бу, + 15 82, 0, 


то есть: 


>: А ОЕ 


тлв О есть потеищаль задаваемыхь силъ. 

ели выразимь декартовы координаты системы фунвщями иеза- 
виснмыхь координатныхь параметровъ, волёдегве чего Ц тоже вы- 
разител фупелею этихь парамегровъ 9, 4»,.-..04» и примемь во 
впимаи!с, что варьящи 54,, 84,,.......4, Произвольяы, то изъ ра- 
зенства (1031) получимь т условя равповЪеыт системы: 


= 0, = 0,....... 22 =0.....(1982) 

Вели пфкоторыя изъ связей ириналлежать къ неудерживающимь, 
10 положешя равновфя спетемы суть тВ положешя, при выход} изь 
5оторыхь 30—00 для вофхь возможных варьяшй, не ослабляющихь 
пи одной изь неудерживающихь связей, п 50<0 для таких возмож- 
ныхь зарьлшй, при которыхь одпа или нфеколько неудерживающихь 
свазой ослаб\валотъ. 

Пусть ж, х.. ..Ж, ВОТЬ Одла иЗЪ совокупностей зпаленй ве- 
личииъ координатныхь параметровь 9, 4»,......,9»» Обращащая 
полпую варьяцио 50 въ пуль; пусть С, сеть значеше, получаемое 
функшею О нри этих величинахв координатныхь параметровъ. 

Составимь выражене полной варьяци= зторато порядка оть 
О, т. в.: 

Ё=н Ви фи в 


2 Ч 
#0—= У ар (84 = = — дар да; 54489 
й==1 = 


== 8 = 


и нодогавимь въ лего вышесказанпыя величиы к, х,....х, В- 
то 91, б,.....Ч»; ЛИ окажотея, что 50, ири велкихь знале- 
няхъ возможныхь варьящй 949:, 94.,......09,, имфоть знакъ 0т- 
рицазельный, то это будеть значить, что С, веть макоимулив, 

Примючане 1-е. Варьящю 50 можно предотазнть въ вид 
слвдующей сумиы # членовъ: 


0 — Овен бк бен... 9,,,.... (1033) 
тдЬ: 


0, [7 
9, = Ош, и == -н пл. =. ... Но, бо 


2 
9, =0.,— пы 9 54 -= Вуд... ВЧ 


* би ©. [2 


О, О,.... означать злфеь частный произзодныя зтораго 
порядка оть О по коорхинатнымь параметрам», 

Иля того, чтобы (7, было максимумомт, надо, чтобы всф величины 
91, 0.,......, были отрицательшяя. 

Примпчане 2-е. Ясли при 4, = ж, (= х,....(ь==х, В6- 
личина О, веть максимумь сплотиой функции С’, 10, при Ч. ==%-н04, 
фен а,.... 9. =, -Н О, ТВ 9, 0, .. г СУТЬ безвоноч- 
но-удлыя величины перваго порядка, значене фулкиш О’ будоть мо- 
яфе зелучины 0, па бозконечко-малую величину вторато порядеа. 

Обратпо, тб значешя коордипалныхь параметровь, при кото- 
рыхь- (мене (7, на бозкопечио-мадую величину вторато порядка, 
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Тазиятел отЪ величинь х,, х,,... х„ бозкопечно-малыми величинами 
перваго порядка; ото слёлуеть изЪ того, что величины ©, е,..., 
заключающуилея въ выражени (1083), суть дишейныя одпородныя 
функции приражщений 549,, 54)... 84, 

Можно локазаль, что 1$ положеня системы, пря которыхь 0 
инфеть мавсимузмь, суфь иодожения устойчивало равновткая. Пред- 
варительно слфдуеть сказать, какимъ образомъ судять объ устойчи- 
вости или неустойчивости положенй разнозъеля. 

Сужлеше объ отомь составляетел по характеру лвижешя, полу- 
чавмаго сиетоою посль нозиачительнаго отклолешл ея изь положе- 
вая равнозвая и посяв сообщетя пичтожныхь скоростей ея точкажь; 
вели, при зсякихь пичтожно-малыхь отклонешяхь и екоростяхъ, 
лвижене получаеть характерь ничтожно-малыхь колебаыи около 
положошя равновфея, то посл®диее — устойчиво. Еози же, даже не 
при вебхь, а только при нфкоторыхь начальныхь ничтожно-малыхъ 
отклоненяхь или скоростяхъ, снотема в6о боле и боле отклопяетел 
оть положешя равповфея, то нослвялее — поустойчиво. у 

Сотлаепо св этимъ, для изсльдовамя устойчивости положешя 
ф =, 9=%,......4,==и„, ВАЛО дать точкамъ системы ка- 
вйя либо безконечно-малыя начальный отклоношя и сообщить имъ 
безконечио-мазыя иачальныя скорости; вехи убфдимоя, что, при по- 
лученномь волфдетые отого движении, отвлопеня системы отъ поло- 
женя равновфоя не превзойдуть пЪкоторыхь безконечио-малихь 
предЪловъ, то должлы будемь захлючить, что положене равнов- 
я — устойчиво. 

Пусть 7, е в начальная живая сила, О, начальная вели- 
чина фушещи ©; 7, и (0,— 7.) суть безконечло-малыя пололнеель- 
ны величины втораго порядка, тавъ что сумма ихь, которую мы ез- 
начимь черезъ В., ость тоже безконечно-малая величина вторато по- 
рядка малоети; отетола: 

И О О 
Движения системы доляния удовлетворять закону живой силы: 
Т=0-—б-т, 


50 
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& такъ какь 7 ие можеть быть менфе пуля, то (7 никотда не мо- 
жеть быть менфе (07, — 2%), то веть (77, — 0) не можеть боле Во; 
на основаны прижъчаня 2-го мы должны отеюда заключить, что 
отклонемя точек системы оть положешй равновфетл не выхолять 
изъ безконочио-налыхь предбловь. — 

И такъ, и лоложеня фавновьия системы, при которыть 
О есть максимуме, суть положендя устойчивиыя. 


& 171. Шриибры. 


Припводииь рядь примфювь опредфяеныя усломй и положений 
равновзея несвободпыхь твердыхъ твль и сиотемь. 

Примфръ 185-й. Гяжелый одпородный стержепь неа Р и длины 21 
онпраетея однныь копцомь .Д въ пеподвижную точку; къ другому концу 
В приложена сила ©, паправлелная въ вертикальной плоскости нодь 
угломь @ къ стержию (ем. черт. 142); аку велика должиа быть сила © 
для тото, чтобы стержець составляхь утоль @ съ торизоптомъ п уголь 


п Е 
ее 0 съ вертикальною лишею, даправленною вве: хь? Оп едв- 
5 В 


лить также величину и направлете роакцыт ^ точки опоры конца А. 
Озпачимь черсзь` 2 вфеъ стержня. Уравлеше моментов сихжь во- 
круть точны 4 будеть: 


12030 = 35а 


отеюда опредфлнмь @. Проэкши реакшш точки опоры па оси коорди- 
вать опредфлятея изъ уравнений: 


№605, Х) = — 9603 (а-н 0), 
А03(^, У) = Фып(а-н @) — Р. 


Приибрь 186-й. Стержень в\са Р опирается одпимь концомь 4 лъ 
неподвижную точку, друтимъ кошщомь В въ вертикальную стфну (черт. 
148). Опред%лить давлев1я концовъ стержня на, стфну п точку опоры, 

Они опредвлятся изъ равепетвъ: 


р, = — Роз, Х), Роз, У)=Р, 
РАОизе = РАВута. 
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Приыфръ 137-й. Стержень АС А.В веса Р (центръ тажести его— 
5 тои С’) опирается копцомь М па горизоптаяьную илоскоеть, & бо- 
ковою поверхностью ца неподвижный горизонтальный болеть 4», нер- 
мендикулярный въ длин стержия; друниь такныь сме болтомь А, 
стержепь придерживается сверху (см. черт. 144), Опредзаить давлейя 
Ъ, р, в Х, стержия на плоскость, на б021ъ Д, и па боль А, 
р Означиыь черезь А, Л, и, резюши плоскости, болта Д, и болта 
Аз; составпыь три уравнев!я равповфейя силь и реакшй, прнложепнныхь 
къ стержню, причемь за центръ моментовь иримемь точку 4: 


Ата? Рзша, Асоза, — Реза -н №— № = 0, 


АСРова =, АА, — 0, 


Отсюда: 


2=А=Р В =, = = 4 Раза. 
ИИ 


Прим%рь 188-й, Стержень АР (черт. 145), непмфюний вЪеа, опи- 
раезея конномь Д въ везолвижную точку оуоры и поддерживается мъ 
торизонтальномь ноложеши иопцомь Ю другато стержия, онпрающагося 
копцомъ С въ менодвижную точку. Точки А п С’ паходятел па одпой 
вертикальной линщ и коноць О стержии ОФ) опираотся въ опредфлеп- 
ную точку стержня АВ п ис можеть скользить вдоль по длипв нослйд- 
нато. Въ концу В слержня АВ привзмень грузъ О; опредфлить вели- 
чины и направленя давлен!: стержня ВД па точку А, стержля РО 
на точку С и тото же стержня па точку 1) стержня АД. 

Вы}сто давлешй мы опрелфлимъ величплы и направлешя равшихъ 
и противоположлыхь лыъ резни. Цуеть Х, ознатаеть величину п па- 
праллеге ред и точки опоры конца 2, ^,— реакцию точки опоры 
коищь 0, А величицу я палравзеше родит хопца Д стержня СФО; 
со сторопы стержия А на конець Р отержия ОЛ дЪйствуеть резк- 
ця равная и противоположная реажщн А. 

Составить уразнешя равпозфея стержая СР), мы пайлемь, что ^, 
направлено по ОХ, А — по продолжешю СФ) п что А =. 

Составимь уравпевя равновёая стержня АВ: 


А воза = №, 608 (\,, Х)=0, Азии = 9 51 (),, У), 


9. АВА АБупа. 
50* 


— 8 = 
Отсюда: 


ай ИВ. ых. 
А; ^, 605 (№, Х) 9= 2 ира, 


м О У) = 5 

Примфръ 189-й. Найти положеше равиовфия тяжелатго однороднаго 
стержия (вфсъ Л, длипа 21), опирающатося на болть О (черт. 146) н 
упирающатося концомь 4 въ вортикальцую стфну А, воторая отстоит 
оть болта О в5 разстояпит 6; къ копцу В привзшешь хрузъ 0, 

Пусть # есть длила пити, на которой иривиець грузь @; озпачимь 
через 0 уголь ХОБ. 

Потеншаль еиль, дйствующихь на систему, будеть: 


И—= — 2310—6520) 9&— 251050). 


Составииъ выраженя первой п второй варьяшй оть (7? 


= [29 (+ ®@ — КР-- 26) 0 | 80, 


205? 9 


#0— Е (+9) =- КР--29) | в 0 (80. 


50339 


Я Отсюда оказывается, что положен!е равнов?ея будеть при угл 0, 
косинусъ котораго равенз: 


. — о 9 
вов (9). 


При эломь углЪ: 
0 —= З(Р-- 20) (80 11 0; 


в, е. 5°0>> 0; слфдовательно, положеше неусхойчивое. 

Примфрь 140-й. Тяжелый стержень АВ (ллина а, вЪеъ Р, разотоя- 
вые центра инерции С’ отв конца В равпо 6) опирается концомъ .Д на 
наклонную плоскость ОЕ (черт. 147), составляющую уголь 7 съ гори- 
зоптомь къ другому концу 2 этого отержия прикрёилень копеце гиб- 
кой норастяжимой пити длипы 7, перекинутой черозъ весьма малый не» 
подвижный блок О и поддерживающей грузь @; разетояше ОК пло- 
скости отЪ блока равно й. Найти подожеше равповёя и узпаль, устой- 
чиво ли опо, пли пЪтъ. 
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Означимь черезь 6 длину ОВ, черезь 0 — уголь КАВ, через ф— 
уголь, состалляемый направленемь ВО въ направлещемь 2; примем 
точку О за палало координал и направимь ось У°зь вертикально виизъ. 

Составихгь выражене потенщала 07: 


0=09(1— 9 -- Розщ(Л-н о) сзщ(- 0)). 


Здфеь входять три перемнныя величины 6, $, 8, между которыми 
существуеть слёдующая зазиеимоеть: 


А = фзшф = зто, 
> 
таюь какь сумма проэкщй длипь ОВ п ВА ина направлеше ОК равна Л. 
Отсюда слфдуегь, что между варьящими 8, 8ф и 80 существуемь 
такая зависимость: Е 


$8ф возф = 6 т -= 980 9080 =0........ (1034) 


Соотавяыь выражеше 50 л неключимь изъ него $ при помощи ра- 
вепства (1034); получнагь: 


80 в03ф = (Рзш./ — © 60$ 9) 86 - 
+ Р(сс0зфооз(Т-ь 0) — аз 03-9) 80... (1035) 


Приравнявь 307 пулю п лы\я въ виду, что би 0 суть перемфнныя 
независимых, получииъ слфдующее рёшен!е: 


89 = 9 Е 5, во ве (1—1 Х.. (1036) 


Тля получешя выраженя 9% возьмомт варъьяцию оть разенетва 
(1035), иричемь примемь во винмануе, что при положеши равповзая 
$0 =0. Вторую часть составлениаго выражетя можно иреобразовать 
при номожи равенствь (1086), тажь что получим: 


У 0зф = ет ле зтф-+ 90496050) о с 89 С 9); 


с05ф с0з 9 


исключивь отеюда № прн помощи равенства (1034), получиыь: 
от И з с08 Фф : 
#0= ово (807) 


Изь этого выражения видио, что найденпое ноложене устойчиво. 
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Примвръ 141-й, Въ систем предидущато примфра предположить 
существование силы трешя между копцомь А стержия п илоскостью 
ДЕ н взять тоть случай, когда послбдняя горизонтальна. Опрелфлить 
веЪ возможпыя положешя разовая стержия въ илоскостн ХУ (черт. 
148), предиодахал, что й боле @ м что Р больле 0. 

Озналимь черезь > реажийю плоскости 0, прихоженную нъ конпу 
Л; сила тренйя, приложеппая къ тому же конпу, направлена параллельно 
положительной или отрицательной осн Х* и равна Хх, тдЪф х веть чи- 
сленпый козфищенть, заключалюпййся межлу нулемь и палбольтимь 
коэфишентомь #, тревёя при состоял покоя, 

Проэкцио силы трея па ось Х мы выравимь тежь: (Е Ах) == 
ЕЛ в, тдВ верхшй знажь относижея къ тому случаю, когда сила тре- 
ля параллельна положительной оси Х°, а нижшй-— въ тому, когда 
сиха эта параллельна отрицательной оси Хе, 

Соетавимь урав шя равновея силь и реакй приложенныхь въ 
стержню (моменты — вокруг копца /). 


ОФ в: —=0, Р— Озте— = 


Р(а— с) 30 = Одазт (ф— 0). 


Исключивт Х изъ первыхь длухь уравнений, получимь условие рав- 
новфея, опредфляющее уголь ф: 


005 (Ф-Е =) = = Ряве; 
отеюда п изъ третьяго уравненя нолучимъ: 
` 
ад =сюо-(а—Ооюе. 
Уголь = можеть нызть воля зпачепля охъ пуля до угла трешя в, 
(см. стр. 275), поэтому спотема можеть ныть безчисленпое множество 


положенй равновЗея. 
Разсмотримь эти положен; начнемь съ того положешя, при кото- 


: т 
ромъ величина енлы треш равиа нулю, т.е. е==0; тогда ф ==. 
т 
и 0 = 5) №. 6. стержель п нить ВО вертикальны (черт. 149, поло- 


жеше 4,.В,). ели дадимь углу = какое либо зпачеще меньшее е; и 
меньшее угла, сипусъь которато ровень озношешю © къ Р, то можемь 


получить два положошя равповзея, при которыхь коэфишенхь силы 
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урешя разень талиепнеу выбранпаго угла; въ одномь изь этихъ положе- 
шй сила тремя нараллельта отрицательной оси Х®"” и утоль ф мене 
прямаго, а вь другомь — сила трешя параллельна положительной оси 
Х*ъ н уголь ф болфе прямало. Для перваго положешя (А.В» на черт. 
149) углы фи { выражаются так: 


0 с03 (ф —®) = Ре, ав 9 =сюо— (а— с), 
для вгорато положення (А. Ву ца черт. 149) — так: 
0 с03 (ф ч- =) =- Раша, ав 0 = сво - (а— сое. 


Предфлами этихъ двухь рядовь ноложешй служать 1% положеня, 
ири которыхь == е;, вели зШ в, мене озношешя © нь Р; если 51 в, 
болве этого отношеня, то предфхами положенй равиов%@я служать 
положен!я соотвлетвующия тому углу в, сипусъ которато равенъ 
(О:Р). 

ПримЪрь 142-й. Тажелый стержень АД опирается копцомь А въ 
пеподвижпую точку, а нопцомъь В па пегладвую вертикальную ст%ну. 
Опредзаить положешя равновфея стержия (черт. 150). 

Опустимъь изъ точки А иериендикуларь па илоскость стбиы; оспо- 
ваше этого порнепликуляра примемъ за налало коордипать, паправле- 
не ОЛ — за положительную овь Уз; за ось Х®® возьмемъ торизон- 
тальное паправлене зъ ихоскости отфпы, 

Означимь черезь о величину постояннато угла ОАВ и черезь 9 
уголь, составляемый направлешенъ ОВ съ осью Х‘°; пусть д есть 
длина стержия, с — разстояще центра инерши его оть конца В. 

Усломе равповзея получимь, составивъ уравнеше моментовъ во- 
кругь вертнкальной оси, проведенной черезь точку А: 


Ха 608 0 31 © — а 16 е защ. 


Положешй равновбеля безчиелениое мпожество, такь какь = можеть 
имть всякое значен1е, заключалолесся въ предлахъ (— 1) и (+1). 

Прныфрь 148-й. Пераетяжимая вить длины [, прикрфилена однимь 
хонцомь къ неподвижной тоткз О, а другимъ — къ концу В тяжелаго 
одноролнаго стержня длины 24 и вфса Р; этоть стержень другимт кон- 
цомь 4 (черт. 151) упирается въ вертикальную шероховатую илос- 
кость, заключаютщую въ соб} точку О. 

Оиредфлить во возможных положешя равновфсля стержня. 
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Точку О Возьмем 8 пачало координать, плоскость —— 3% плоскость 
У2, ось @ паиралимь вертикально виз, 

Назоземъ: черезь А. — ремимю ивти, изиравхленную вдоль по ней, 
черезь ^ — реакцию нхоскоеги, черезь == е величяпу коэфищента 
прешя, черезь ‘у — уголь, составляемый направлешемъ силы трешя съ 
осью > (ечитая этоть уголь отъ овп "> въ сторону осн и 

Прежде всехо должно замфлить, что въ положены ровновзея мо- 
менть силы тяжести вокругь анши О должень быть нуль; изь этого 
сафдуеть, что лия ОД должиа быть пертикальна, т.е, точка А должна 
находиться на осн 42°, 

Озиамимь чоровь фи 0 умы ОВ ни АВ и черезь ф уголь, ео- 
ставляемый ихоскостью ВО. съ плоскостью ХЯ. Между углами фи 0 


и разетоашемь ОА ==2 существуеть зависимость: 
73тф = 29900, 2 =14089 — 206080. 
Составимъ уравпешя равновфс1я етержня: 
^=А Зи $603, Ах —= АЗвояи о, 
Р-н №603 = А, 
Разт0ятф — Аказшу =0, 
^2 — Разт 0008 ф = 0. 


'Изъ этихь уравнений полузчимъ: 


хз = 18, хо = 5 Ув — 9, 


та 24 <: 
А 5,, АН 919 6084; 
тдф верхний зиащь соотв|иствуеть тёыь случанмь, когда палфазлене 
снлы тренйя составляеть острый уголь съ оеью Дет, 
Иеключивъ изт урапневй величины ^, А, { на, а также и утоль 
9, получимъ слфдующее уравнен!е: 


(1602 —4Р — 2 (5? е09ф — 9124) 2 Ф= 


2 2Р о? 6097 ф — чи? ф-н 164 —Р=0, 
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иэъ которого найдомъ, вообще товоря, но четыре положешя равцовз я 
для наждато = и для каждаго { не большаго в. 

Примфрь 144-й. Опредфлить иоложеще равновзыя тажелаго гладиато 
слержия АВ (черт. 152-й) (длинь а, разстоян! АС равно с, въ — 
Р), упирающагося концомь А въ поверхность гладкой нолусферы (ра- 
дусь В) н опирающатося па край ол 7). я 

Примфнимь здфеь иремь р®иевя, приведенпый въ $ 162 на при- 
иВрф 125-ымъ. 

При положеши равпоззея направлене АО резаки сферы и на- 
нраллене ОМ фодилии края Л лолиты зереечься въ точаЪ №, пахо- 
лащейся на одпой вертикальной лишит съ цепгромь ппери С стержня; 
паправлете ЛМ проходить черезь центръ сферы 0, паправлеше ОМ 
перпендикулярно хъ длип} .стержия. 

Озлачиымь черезь 0 уголь, составляемый стержнемь сз горизонтом; 
такь какь СМ вертикально, то нетрудно удостоввритьея, что утолъ 


СМВ равенъ 9, а уголь ОМА равенъ = — 20; далфе: 


АВ=2И30, = АМ а АМ == а == 
отсюда: 
60030-48600 — 20, 
с с \? 1 
6089 — 5в- У&) Не 

Примврь 145-й. Тяжелый стержень находится въ вертикальной пло“ 
сности, опираясь кояцомь А па горизонтальную, а комцомь В па вер- 
хикальную плоскость; об посхёиия плоскости шероховаты. Опредвхить 
нохоженя равиовфея сжержия (черх. 158-й). 

\ь хомлу А стержия приломева ремийя », горизонтальной плоено- 
сти и снла зрешя \, х==^, 6е, 16 в озпачаеть уголь, составляемый 
направлешемь равиодЪйетвующей В, этихъ двухъ епль съ напраллевемь 
реавщи ^,; кь онцу В приложена равподЪйствующая Я, изъ реак 
7. вертикальной плоскости и енлы тренм №, х ==). Ще, тд & озна- 
чаеть утоль, составляемый паправлене» А», съ паправлешемъ ^,; ус- 
ловимел ечитать уголь е положительнымь, если паправлеше Л, соетав- 
ляеть острый уголь еъ отрицатедьною осью Х“® а уголь =’ будемъ 
считать похожительныхь въ тЭхь случаяхь, когда направлеше ДН. со- 
ставаяеть острый уголь съ положительною осью Ут, 
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При ко ожеши равнозВя стержпя, паправлетя силъ В, Вы дол 
жпы пересфчься въ точ М, находищейся па одной вертикальной ли- 
и съ цеперомк ннершн С стержня, 

Означимь черезь @ и с длины 4В п 40; черезь % — уголь, состав- 
дяемый намранхешемь .В съ горизонтомъ, 

Въ треугольникь АСМ’ уголь при вершин М будеть =, уголь при 
зершинЪ 4 будеть (90° —е—@); въ треугольникё СМБ углы при 
вершинахь № В н О будуть: (90°—е'), (их-ые)) и (90° — о). 

Нанишемь схдующия равенства: 


мо __ 603 (Е ®) 
И) 8 1 


м0 62 (&' 3-я), 
Во 00Е ? 
певлючивт изф нихь МС, получим: 


ра = ооее — (а—се........ (1087) 


Изъ чертежа 1580 прямо вадно, что, при положеши равнов%ея, 
уголь = должень быть положихельнымъ, т, е. паправлеше А, должно со- 
оставлять тулой уголь съ положитольною овью Х®®, ниаче точка № 
ис иридется надь точкою (С; уголь © можезь бизь наюь иоложитель- 
пымь, таль и отрицательным, 

Слфдовалельно, во второй части нослЗдией формулы, уголь = м0- 
щеть имфть зналешя оть пуля до -не,, а уголь = оть (—е,) до 
(+-=,'), тд =, на)’ означають величины узловь при зеринахь хону- 
606% зпрешя (ем, стр. 276) въ точкахь Ди В}; поэтому © можеть им ть 
всевозможныя значешя, соотвфтотвуюнйя веяянлгь сочетанимь возмож 
пыхь значен! угловьен =’ } - 

ПримВрь 146-й. Опредфянть положеве равновфея твердаго таже- 
лахо одпороднаго разпосторопиято треутольинка, оннрающагоея своими 
зершипами па гладкую поверхпость сферической полости, Тадусь 
сферы — А, высота треугольшиша — Й, длина жаждой изъ равныхь ото- 
ронь — 4. 


*) Если выбрать одно изъ возможиыхъ значешй угла & и искать т% 
значения угловь & и =”, которыя ему соотв тствуютт,, то уравненте (1037) дастъ 
намъ неопред»ленное рЬиее: можно выбрать произлольное зназен!е для в 
и тогда только найдемт изъ уравненйя (1037) нЪкоторое значев1е дли =’, Сл\- 
довательно, всяков изъ положешй равновфя можеть существовать при без- 
численномъ множеств? сочотай между величинами еихь треш на концахь 
стержня. 
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Гезийн новерхиости, приложенных въ вершинам треугольцияа, п®- 
правлепы по рамусамь еферьь слблопательцо, когда треугольник» на- 
ходител пъ положеши равповфойя, тогда цепаръ тяжести его С’ (черт. 
154) должень паходиться на одной вертикальной лини ©ъ центромь 
сферы. Кром того, можемь еще замётить слфдующее: такъ каюъ да 
стороны треугольника имфютъ равныя дхнны, то, при положен равно- 
вфейя, третья сторона А.А“ должна быть горизонтаяьна, 

Представниь себф круть АРА,В, ониедпиый черезъ вершины тре- 
угольлнка п проведемь даметрь этого круга черезь точку В, Озназцых 
черезъ 0 уголь, составляемый илоскостью этого круга въ горизонтом». 

Обратииь имимащю ма прямоугольный треугольникь СОЁ, дз Ё 
центр» круга 42.,В. Утоль СОЕ очевидно равонъь 0, сторона ОЙ 
равна корню изъ 1-0, глф 6 есть ращусь вышесказалиато круга, 
‘егорона СЁ равна (ОВ — ЕВ); притом: 


ь : а 
ЕВ ©, (м. черт, 166); ОВ=аВ, 
иоэтому: 
АВА — За? 
ыЯ- 8 У А. 


Примфрь 147-й. Равнобелренный прямоугольный однородный тяже- 
лый троугольниюь АВВ, (черт. 156) опирается на два бола Ки А;, 
ваходиниеея на одномь уровни; высота, треугольника #, разстояще КА, 
равно 27. Опредёлить положешя равновз ел треугольника, когда онъ въ 
вертикальной плоскости, 

Середину О разстолмя ЁИ, примем за начало коордлиать, ось 
У»> направиыъ вертикально внизъ; черезь 0 озпачимь утоль, соетав= 
ляемый папразлешемь АО сз, вортикальною лишею, 

Потептйалу, силы чяжести №» этомь случав разешь Рус; ордипату 
центра инерции С надо выразить фупкиею угла (. 

Разность ординать точекь Ди С равна = #080; ордипата точки 
'А равпа ОД, умножениой на спнусь угла ДОЛ; тавъ какъ треуголь- 
никь КАЖ, — прямоугольный, 10 ОА равна ОК, т. в, п, п уголь РОЛ 


вллое боле ума ОКА, т. е. (Е. — 0); поэтому: 


И =Р(и 60320 — 216030), 
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80 = (5-й т 0 — 2и 5 20) 80, 


#0= Руиз 0 — 4 ив 26) (0. 


Изъ этнхъ выражевй видно, чт0 еедн й мене 6%, *о треугольникь 
иметь три положеня равновфая: 
Одно устойчивое: 0—0, таюь кавкь ири немъ 


#0 = —4"Р(1— в) (0), 


и два пеустойчивыхь: 0==-50,, 0-=—0,, гдь 696030, =, такь 
какъ при этих ноложешяхь: 
90 =4Р(1 — в (86). 
36 

Еели же В болфе 6%, 10 возможно только первое ноложеше равно- 
вфел, которое тотда неустойчиво. 

Примжрь 148-й, На лва болна К и К,, расположенные какь ука- 
запо вь предыдущемь примВр\, опирается тажелый одпородный днев, 
эллнигической формы, остаюнййся постоянно въ вертикальной плоско- 
сти; в5сь диска Р, длпиы цолуосей эллинеа @ я 6. Опредфлить положе- 
шя равновЪезя и расмознать ихъ устойчивость. 

Потеяллаль веса диска можеть быть выражерь тако: 


(= — 2.001, 


` 
УД ф есть уголь, составхяемый паправлетемь 00 съ горизонтальнымь 
наиравлешемь С (вм. черт. 157). 
Длину СО п уголь ф выразимь в5 души & полумамотра СЯ, па- 
раллельнато хордф ЁЁ,; озпачимь через В длину подудаметра, СУ, 
еопряженного этой хордв; какъ изьЪетно, по слойствамь Эллиса: 


р 


т . 
+= =1, таб = по що, 


Поэтому: 


О ‚м а (1 
П=-—- Рони! — и, В 


УВ и озвачаеть отлошене (и: 9). 
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Озпачимь черозь ( уголь #ОХ,, гдВ СХ, вель нанбольший поду- 
дламетрь @; таюь какъ; . 
4 


1 ©0320 5ш? 9 
а о 
$0: 
1 а о 
49 — 9? (= — #) 31 9 603080, 


аб = (би) = (= — Е) 60320 (50). 
< 


Приравнавъ 57 пулю, получимыъ ри положешя равиовфея; пер- 


вое; (—=0, второе: =>, третье: 2% ==1. ГРаземотримь устойчи- 
вость этихь положений. 
02 == в= 
#0. УТ и? = — Р% (1 — 92) би, 


ит (5 — в) 80), 


тд% иа==И; веди и мене и, дфхепнаго па квадратный корень изъ 
двухь, то это ноложене устойчиво. 


2) ==, & = 


} 
0. У — = — 21 — 27) Ж, 
и — м (1—2) 60), 


11$ #6 =; если и бохве ВБ, дфлепнаго на квадратный корень изъ двухь, 
то это положене устойчиво. 


3) 22 =1, а=в 9, 


1 й 
. 22 @ 
ЗШ 9 = 
81 я ва, 
сы 
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это подожеше равнов\ея можезь сушествомать голько тотда, когла, два 
нервыя положешя устойчивы, т. е. котда 29” боле чАмъ 0? и мен%о, 
Умъ 4”; оно леуетойчиво, лотому что при немъ: 


#0 —=4Рр® (ди). 
® 
Примрь 149-й. Шарь в№ва Р п рамуса В новфшенъь за центрь 
С на нити длины {; на другой нити вишь грузь ©; вторая пить длии- 
н%о порзой (ллина 0), по 06% пмбють одпу п ту же точку ирнкрЪилб- 
шя О. Опред\лить положене системы, предполагая, что вторая пить не 
можеть пропикиуть внутрь тара (черт. 158). 


0—0 + 0(20-- 0Ю, 


ОК=130, 00=Е— УЕ ®— В0, 


Ч -= 0, == а16т =. 


80 = (91 — (Р-- 9)13щ 0) 86. 


Положене устойчивое, 

Примфрь 150-й. Въ пеподвижной точиз О ирикрёнлены верхне 
хонцы трехь равиых» нитей длины (#-—7); къ нижнимь концам этихь 
внхей подвфшены трн гладк!е твердые тяжелые шара одннаковато 368, 
р и равивго объем” (ращусы 7). На этихь трехь шарахь покоптея 
четвертый чяжелый шарь (весь Р, ражусь И), тоже совершенпо 
тлалюй. 

Найти положешя равповфом системы и пвелВдовать ихь устойчи- 
ность. Воли радусь Л будеть весьма волихь сроынытельно съ ражуевами 
у, то, при икоторыхь положешяхь системы, питяиь ОЛ, ОА, ОА,, 
(черт. 159), чтобы быть несотиутими, прудется проникпуть оквозь зе- 
щество верхпято мара; для того, чтобы устранить это савенене, можно 
замевнить пити тлердою сферою радуса (1--и), на которую могли бы 
опираться пнялие тары. 

Означимь черезъ ф утохь, составлнемый каждою изъ нитей ОА, ОА,, 
ОА, сь вортпкальною осью ОЙ, черезь {ф — уголь, составляемый ли- 
шями (04, ОА,, ОД, съ т0ю же осью, черезь % — разезолия между 
центрами лижпихь шаровтъ, черезь # — разотолме ОС. 
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Когда три нияице шара соирикаваются между собою, тогда енпусъ 
угла ф и`ё имфють слдуюнил зпачеша: 


ь Т/УЗ зто, = 8 = (В) УзЗзшф, 
2, =1608%, — (В-= 7) 03.. 

Меньше этой поличипы ф, уголь ф быть по можеть; 2 можеть быть 
менЪе 2,, по для этого пужно, чтобы шаръ С отдфдилея оть пижнихь 
маровт. © 

При # больщемь 2,, разстояшя и болфе 2”, иритомь углы фи фи 
разстоят1е #2 мотуть быть выражепи фушиайямн оть № садующимь 
образом: 

1УЗзте=(В-н®) УЗзшф=и, 
#=1005Ф — (В-н!) 03$. 
Потенщаль силь тяжести выразитея такъ: 


О — 3 003 Ф -=. Р», 


Для и большихь 27 первая и вторая варьяиш отъ (С могуть быть 
зиражены такъ: 


И Зр-- Риби 
| ки ЕДУ, .... (4088) 
а Р(В-- м. 3р2-- ВЕ т о 
= та (В 1—2 (ВР — и И: 


Для и равнаго 2^ н для положительныхъ 92, варьящя $0 выражается 
тою же формулою (1038), ло выфото и нахо иодолазить 2^ ци иритомь 
должно имфть в виду, что ди >> 0; составится слвдующее выражеше: 


и, 
= Аи 0] 
[Е т УЗ — 4] УЗ’ =? 


Въ томь же положеши, дал отридательныхь 52, варьлщя У будечь 
слфлующая: 


3. == Дб: д. < 0. 
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Похожее #2 =, будеть нололошомъ равповейя, ели 5, @ будеть 
отрицательною, подобно 5.0; для этого необходимо, чтобы было: 


(Зр-Р)>РИОУ,........... (41039) 


тд /(@#) есть обозначеше сяфдующей фувкщи оть и: 


Е 
= Уи 


Отпосительно этой фупкциг слфлуеть замвтить, что опа возраетаоть 
съ уволитешемь %, потому чго # болфе (В -=”); поэтому, для и > ан: 


Г) > [(@) > ©); 


при и== Иа {В -—-”) фувкшя 7 обращается въ ©. 

ели услове (1039) удовлетворепо, т. е., если вфеъ Р верхнято 
мара менфе зр:(Х (27) — 1), то существуеть еще одно моложеще раз- 
повфия ирн такомь и,, которое удовлетворяеть равенству: 


(3р- В = РА, 


мохому что ири этонъ и выразжен]е (1038) обращается въ пуль; одвако, 
Это похожее неустойчивое, какъ въ этозгь нетрудно убфдитьея. 

Примёръ 151-й. Положева равновфея тяжелой твердой оболочки, 
имфющей зидь сферическаго сегмента н тяжелаго сзержия, упирающа- 
тося однимь концомь А во впутрепнюю поверхность ся; секмепть де-, 
Жить па горизонтальной илоскости. Припять въ разочету треше конла 
„А о яоверхноств оболочки ин боковой колерхности стержня о край 2 
(см. черт. 160). 

Дон того, чтобы сзоржень ЛОВ находился вь ноложеши равпов®- 
&1я нодъ влишемь прнложенныхь кь нему силь П, и Д, и в\еа, пвоб- 
ходимо, чтобы точка М пересфченя паиранлешй сеня В, п В» прихо- 
дилась па одной вертикальной лиши съ центромь ннерщи С, стержня. 

Для того, этобы вся сиетема находилась въ равновзен подь вля- 
шемъ вфса ея и реак плоскости въ зочкВ опоры Н, необходимо, 
чтобы обиий центрь О, киерцш оболочки и стержня находилел на вер- 
тикальпой лиюн ОН, к 

Виразизъ эти два условя формулами, получимь услотя равповЪая 
снстеми. 
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Пусть ОО,М ость ов симмолрт сетмепта, С, — го дентрь пнер- 
щи, 8 — уголь МОЛ и ф — утоль, сосхавяяемый оеью симметрии 00, М 
съ вертикальною лншею ОН при нохожетйи равновфейя енетемы. 

Пусть а есть разстояне цептра ннерщи О, оторжия оть копда А, 
Е — середина длины АБ, 0-— уголь, соотавляемый налравлешемь ОЕ 
съ вертикальною хшнею ОН (эт0-же есть уголь паклоненя стержня К, 
торизопту), с и <’ — узлы, воставляомые паправлотями силь №, п В, 
©ъ нормалями АО ин Ри; Р, и Р, вЁса сегмепта и еторжил, 

Выразизиь, что точки Ми С, цаходятея па одной вертикальной ли- 
щи; дая отото, Ямююлрь слВдуюцщия равонстнаи 


40, _ зв (АМО). 4 эт (А№7) 
АМ 10,4)’ АМ 5 МРд' 


выразихь заключающиеся здфеь углы нъ углах В, ©, 9, е, =, принимая 
въ разочегь, чго МО, вертикально: 


М — ® д, МОА 


Е &, НОВ —Ф— 0, 


7 


АМО, —=В-в—ф— 20, АМР=В-не-не —ф— 0. 


Залфмъ исключимь изъ этихь двухь равеноввь „АМ и выразимь АД 
тавимь образом: 


С АД= 2 В зв (В —ФЫ— 0), 
тогда иолучимь уехове равновфедя стержпя: 
608 Оз (В не-не —ф—- 0) = 
= 2В0зе 51 (8 — ф-—-0) (В -н=—ф— 20). 


Далье, чтобы выразить, что точка Су находнтея на вертикальной 
лит ОН, налитемъ слфдующее равенство: 


Р.. Об зтф == Р, (@ 6030 — Пзт(8—Ф— 20); 


это будоть взорое условно равповзей, 


© 
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Ирнибрь 159-й. Четыфо разных однородпыя чугуппыя ахра раеио- 
ложены №5 вижв треугольной ядерной кучи на торизонтальномь полу; 
каковы лоджия бить коэфишешем хрешя чугупа о чугушь и чугупа о 
поль, для того, чтобы куча мотла быть въ равновфоги и чтобы три виж- 
я ядра ирикаваяиеь между собою, ие нажнызя лругь па друга? 

Цонтры чотырехь шаровъ должны быть вершицами иравильнаго 
тетраэдра и сипусъ угла, еоставляемато каждыогь изъ трохь негоризон- 


тальныхь реберь этого тетраздра съ отвфемою лишею, разенъ 


Жь верхпему ядру ирпложешя слёдуюнуя спия: вЪеъ его Р, редк- 
иш » нижтисхь ялорь и вилы хрешя Хх во сторопы 1$хъ же ядеръ; ре- 
акти направлены, по маклопиымь ребрам» вышесказаинало тетраэдра 
вверхь, а силы тремя шитавлени въ верхикальтыхь плоскостяхь, ка 
вательно къ поверхности ядра, тоже вверхъ, 

Проэвтируемь па отзфепую липйо вез вилы и реакции; приложен- 
ный къ верхнему ядру, н составляем равенство: 


Е В 


Силы, прихожениыя къ каждому пижшему ядру, заключаются въ 


одоой вертикальной нхоскости, & именно № вертикальной плоскоети, 
ироведецпой черезь цеитрь этого здра и через центръ верхпяго лдра; 
эти еили — слфлуюцця: вЪеь Р, реавлйи » верхияго алра и сила тровя 
его Хх (см. черт. 161), релющя Х, пола м ела трешя Хх, ео сторопм 
пола. Составиыь уравнене моментовь вокруг торизоптальмной осн, 
проведенной чоерозь О пернепдикулярно къ плоскости, въ которой дВй- 
ствують эзи силы, а тавже соезазныь уравпешя проэкий силь на от- 
вфеную п па горизонтальную ови; нолутимь: 


№ мм, Р--л Уз -+мутех, 


ли, 2 У? =хут. 


Изъ этихь челырехь равенствъ найдемь: 


=%Р, и= УЗ — УЗ =0,3119... 


Р и: 
= Ж = *. 
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Примбру, 153-й. Однородлый тяжелый стержень (длима 20, вол Р) 
помфцень вь торнзолтальномь положелле влутри тороховалой сфер 
рамусь Ё; опродфашть самое высокое горизонтальное положеше его, 
принимая зъ разечеть треше между сферою м колцами стержиая. 


Возьмемь самое нижиее горизонтальное положене равнов®я стер- 
жпя (черт. 169); въ этомъ положенит стержень 45 опирастея сзонми 
концами на сферу пъ гочкахь ея большаго вертикальнаго круга. Силы 
Ви Й,, приложениия къ копцамь стержни и образующиеся изь рек 
Ц поверхиости и решая, дозким захлючальел зъ плоской этого круга 
и папразлетя ихь должиы переефчься въ какой либо точь М верт 
кальной хиши, ироходищей черозь центуь ниерши С стозаикя (а сх 
доналельно и черозь ценарь еферы), тажь что паиравленя этихь ель 
должиы быть одииаково накхонены къ вертикальной лини, Это услоше 
тее таки пе можеть зиохив опрехфлячь направлений ожть П в И, по- 
тому что уголь, составляемый ими ©5 пормалямя 40 п ВО, мость 
пыбть произвольное положительное пли отрицательное зналене, не 
больнее &,, уха трешя. На чертожф 169 изображены сяйды копусовь 
тревйя (ем. стр. 276) точек, Ди В; вы Я и Г’ могузь имфуь вояж 
направленя, заключаюналея виутри угловь М, АМА, п М, ВМ.. 

Представим себ%, "о стержень иереводель въ сосфдиеб горизои- 
тальное ноложен!ю, в» которомъ плоскость ЛОБ уже не вертикальная; 
проведем черюзъь АБ вертикальную паоскоеть П (черт. 1603). Если 
взятое полошене стержия есть положеше разповфел, по оцлы @ и В’ 
должны заключаться в» нлоскости П и паправлешя нхъ должны нере- 


еЗчьея па вертикальной лин, ироходящей черезь целтрь инерции; по 
цаправлоня этнхь силь дохичы занлючахлься либо впутри, либо па по- 
верхпостн копусову, тремя; слфлонательн , впутри утловь МАМ, и 
№БМ, (черт. 163), образуемыхь пересфчешемь плоскости Ш съ кону- 
вамн трешя, захлючалотся всф т} направлеля, которыя могуть инф» 
сны Ви И’, уравиовинивоюнуион оъ емлою хяжеста отерялье въ раз- 
сматриваемом» положелти его, 


Переводя стержень въ дальнфйшия торизоптальныя положевя рав- 
повЪея, нодымая ого все мкоще п вьпие, мы будемь замталь, что вели- 
чинам утловь МАМ, М, ВМ, уменьшаются все болфе п болфе, пока 
маконецъ пе достигиемь до такого торизонталюнаго моложеня, при ко- 
торозь вертикальная плоеноетю И будеть касазельною плоскостью въ 
колусамь трешя; это п будоть ‘самим выепиеыь горизонталинымь ио- 
тожешемь отержил. 


Пр этом» иоложеши разноввея стер, паправлешл силь Ди 
51 
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И’ могуть нифль одинстнениыя панравлешя, а именно направлешя 
сфхь ироизводящихь АМ п ВМ (черт. 1604) копусовь трешя, по ко- 
хора эеи ковусм прикасаютск” къ вореикадьной илоскости Ц; но 
свойству касахельлой плоскости къ ирямому койусу, плоскости МАО в 
МВО, проведення черезъ оси комусовъ п черех ролзводялия АМ и 
„ВМ, лолжиы быть перпендикулярны къ илобкоети П, а поэтому лия 
№О персечешя плоскостей МАО п МВО должно быть горизонтальна. 
ели ирипять в разочеть, о ДО в ВО разы В, это уохь МВО 
равен в; И чо СВ равпо а, го изь треугольников, ОВМ№ и МВО 
найлемь слфдующее выражеще разстояшя МО (черт. 164): 


МВ — Везе, М№О= Ия — 04°. 


Изъ этото выражешя видпо, что соеди И 605 <, == а, 10 стержень 
можеть быть поднять до горизонтальной итоскости, проходящей черезь 
центръ шара. 


$ 172. Веревочные миогоугольтики, 

Предетавииь 00 спегему точекь ЛА, М,......,, заклю- 
чающихея въ плоскости ХУ; пусть къ каждой изъ пихъ приложена 
сила даплой величины и ланнаго направления, заключающатоел въ той 
же плоскости: къ точкв 1, — сила 1, къ точиВ М, — сила 
В ,..... КЪ очи ЛГ, — сила В,; точки М, и М, свазапы между 
60б0ю неизмфияемою евязью длины (., точки Л, и М, — такою же 
Связью длины („, точки 14, и Л, — такою же овнзью длины 0..,... 
Чочки. М и М, — неизыфняемою связью длины В Найи 
положене равиовзая спетемы. 

Прежде вееро сочтемь число условныхь уравлешй въ подобщомъ 
вопросв. Число уравнешй фазиоззая фавио 2%, число связей равио 
(п— 1), отбховалельно, усломй равновЪея будет (и = 1). 

ев связи — меизиВняемыя, поэтому для равпевфил системы не- 
обходимо, чтобы тлавный векчоръ задаваемихь силь быль равень 
нузю; это выразитея двумя равенотвамя: 


4=® 


и а 


зоторыя долашы принадлежать юъ числу усло разиовъяя, 
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Для опродьлешя положений точеюь онотемы мы будемь избть 
не болбе (2 — 2) равещимыь, х именно (® — 1) уравношй связей к 
че болфе (» — 1) усломй равновзея, таюъ калеь два условя разио- 
зая (1040) но зазлючають хоорлипать; чиело же координазь равно 
Зт, поэтому дв коо диналы могуть бычь произвольны, Шо харак- 
теру связей очевидно, что за произвольныя координаты можно взять 
06$ координалы одной изъ точек снохемы. 

Примомь за проязвольния — коордипаты точки 4. Положешя 
остальшихь точек можемь опредфлить или вычислешемь, или при 
помощи слулующато лоетроешя, 

Туь очкВ ЛИ, (черт. 165, а) ириложела лапиал сила № и ре- 
мия Х,, первой евязи; такъ какь эти лв силы должны взаимо 
уравповфшиватьея, то реавщя №, должна быть равна и противопо- 
ложна Л’, а потому неизмвнаемая евазь #„ должна быть направлена, 
влоль по 17, или противоположно №; вели это веть сте ‚то можеть 
быгь либо то, либо другое, воли же это есть нерастяжимая нить, 10 
опа должна равположитьен отб точки Л, по напфравленцо нротивоко- 
дожному И, потому что реакции нити должны быть напразлены внутрь 
натянутой пяти (см. стр. 345). 

Отложивь по лаправленио ноизмфинемой связи длину р, „, получимь 
ноложете точки Л. 

Къ 10чкё М, приложены: реаюия ^,„ свази „, равная и про- 
тизоположная реаждаи ^,„› а, слдовательно, равная и олинаково на- 
нравленная съ силою 2, далье сила , и наконець редицтя А.з связи 
13; ТАБ как эти тря силы должны взаимно уравновиивальсл, 10 
зелицииу и нанравлоше роакщи ^„, получимь, построив геометри- 
ческую сумму даишь № и 4» (©. черт. 105, 5). Евли связь (5, ость 
нерастяжимая нить, 10 опа должна расположнтьел отъ точки ЛИ, по 
направление А» (+. в. параллельно 60), вели же это веть стержень, 
70 онь можеть иифчь и противоположное направлене. Отложивь по 
направлено пензуфняомой связи длину №, получимф положен! 
точки 24.. 

Продолжаемь чакинь о образомт далфе; наиравлее 14, 20, 
паражлельно или ирогивоположно-параляельно направленаю © тво- 
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метрической суммы дляшь Оби бе = 1% (см. черт, 165, 1); вели- 
Чина пауэхонйя связи 0, предотавитея воличицою даины 0, ит. д. 

Наконець, паправлеше послфдней овязи (@„) прелотавияея на- 
правленемь сО на чележь 165, , пеличина же длилы е0 должна 
предегавить енлу #, и наляжене послфдией нити | 

Такинь образомь посироен1е веревочнаго многоугольника Л, 2%, 
М;....М, дВлаетея при помощи лругаго многоугольника Оафсае0, 
навываемаго ленотоузольникоме сил; дагопали нан лучи Оа, О, 
Ос, О@, Ое этото иногоугольшика продетавллють направлети нитей 
й величины ихъ натажешй, 

ели связи суть стержня, а не нити, то миотоутольние»ь счерятей 
мо сеть ижфть ифеколько луутихь видовъ, хотя вопомотательный ино- 
ТОУГОЛЬНИЕЪ СИН — ТОТЪ же самый; напримвууь отержии мотутъ об- 
разоваль многоугольниюь ДИ, 4, М, М, М,’ М,, продетавленный на 
чертеж (165, 2). Миотоугольники веревочные и стержневые зожно 
назвать общизь именем 164020 /ольлников» плече, 


Соотношеше между многоугольникомь илечь ип мпотоугольнихомь 
силь было указано Варильономь вл, сочинение: Ргоро Фаине попуеПе 
Моемиаце, 1687 *). 

Относительно всякой часли мвотоугольшика ляечь можно зам$- 
чить, что славный векторь силъ, приложенныхь къ вершинамь этой 
части и натяжены, приложелныхь въ крайним точкамь ол, равонъ 
пулю; иапримфръ, обратиуь вниман!е на часть Л, 17, ЛИ, иногоуголь- 
ника плечъ, изображегиаго па чертежь (165, п); въ вершинамь 2М., 
М, М, эчой части приложены сиды Е, Ё,, №, а въ точкамь ЛИ, 


. 
3) Указанное злЪсь еорхношенте между многоугольниномь силЪ и мпога- 


угольшикомь плешь служить основашемь ррахичеехаго сцособа рЬшезя во- 
просовъ 9 равновЪ аи совокупности силъ, приложенпыхЪ А твердому тБлу и 
хЪйствующихъ въ одной наоскоети; на этомь же соотношени основывается 
графическое озтрелТлелие вы сы пъ частяхь строинтьныхь и МОсбТОвВУХЬ 
Фермъ, а кром$ того рылент пругихъ задачъ граФической статикл. ЗлЪсь, 
ъ этой книгБ, мы не можемъ лалъ м%ета изложению этихъ прим нев й вере- 
вочнаго миогоугольника, а потому ограничилаемся только этим замфчан1емт 
и ссызкою па схВхуюнця сочинения: 

М. Гоуу, байчио кар це 1874. СШшаша, Фе ихарзсВе ЭщикК, 1375. 
Таудуо. [ефопз Це Эычае игорь аще, гадийоз Пе ’НаЦен 0. Теммее, 1979 
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п М, — заижешя №) и ^,,; взглялувЪ на мпогоугояьцикь сяль 
(черт. 165, 5), прямо увидимь, что величилы и направленя этих 
иль и натяженй образують замкнутый мнотоугольникь Оа0а0; то 
6 самое отновнися и ко веякой части многоугольника плечь, пахо- 
дящаговя въ положения равновв я. 

Врожь того, слбдуоть Зажиячь, что равен нулю также и глаз- 
НЫЙ моменть силъ, приложенныхь к’ верщинамт, и изяжешй, прило- 
женныхь въ оконечностямь какой либо части многоугольитка плечь, 
цахолянагося въ положеши раввоввял; это Видио изъ чого, что 
тлавиый момешеь одной вилы и двухь пазяжешй, приложенных къ 
каждой зершинв, равешь нулю и изь тото, чо моменты наляженй 
вадато илеча мнотеугольника разны и пражонротивоположны, 


По охому можемь сказать слъдующее; 


Силы, приложенныя кз вериинамь какой либо части мнозо- 
злольника плечз, ноходящелося оз положении равновься, и цатя- 
экеня, зрилоокенныя кз опонсуностяме этой части, взаимно- 
уравновпиииваются через посредство плечё этой части такз, 
1780 злавный вектора и злавный моменте ила равны нуио; саъ- 
довательо, равновъее этой части мноорлольника плеча не из- 
зналось бы, если бы она вдруз отвердюла и обралиилась бы в5 
неизлиьняемую систему. Тоже самое относится ко всякой части 
мнооольника плеь...... г ..... (104) 


При убшени вопроса о равновЪефи веревочнато мнотоугольниеа, 
мы залались иредноложешемь, что папразлошя везхь силь И, 


Ё,.....Ё, Нарадлельны одной плоскости или заключаются въ од- 


ной плоскости; но такое ограничеле пе необхолимо: вилы 7%, №,... 
1, нокуть имфть каши угодпо палравлешя и кавя угодно зеличины, 
лишь бы главный зекторъ ихъ быль равенъ нулю; во веякомъ случа 
вышеизложенное ловтроене рётасть вопроёъ и совершается по тому 
жо правилу, не смотря ла то, что инотоугольнивъ иль и многоуголь- 
Янеъ плечъ могуть оказаться не плосиими фигурами. Положение 
(1041) тоже справедливо и въ примфиеши къ пеплосвимь мпого- 
угольникамь илечь. 


ОЗ 


$ [13, Днохереищальных уравнещя равиоввоя гибкой 
безконечно-гонкой перастяжимой нити, 
Эти уравненя могуть быть нолучены изъ уравневй (1018) па 


раграфа 158-го главы ХЛ, отонть только замвнить 2”, у”, 2” — 
нулями. я ' 

Здфвь вывелемь дифферонщальныя уравнены равиовфоя гибкой 
нерастяжинмой нити инымь путемь, разсматривая такую пить, вавь 
веревочный многоугольникь еъ безчислепиыхь множеством бозко- 
неуто-коротвихь егоролъ. 

Вообразимь себЪ какой либо веревочный миогоугольникъ и прод- 
положимь, что увелитиваемт число еторошь его, уменьшая вхзетв съ 
(м ихъ длины и величины силъ, приложепныхь къ промежуточ- 
нымь верщиналиь его; продегазизгь себЪ, что такое увеличено числа, 
еторонь продолжкземя до безнонечиоети, причем длилы сторонь 
уменьшаемь до безконечной малости, а вилы, приложениыя къ про- 
можузочнымь вершинам» *), умепьшаонь 3% такой степени, чтобы 
вунии 2Х, У, МИ проэющй (па оси коорлинать) силъ, лриложен- 
пыхь ко возмь воршянамт, иаходящимел па протяжеши едипицы 
длины нити, приближалиеь къ конечнымь величиналь и чтобы ио 
крайней му блиа изъ этихь суммь не обуазцалась въ иуль; тогда 
веревочный мпогоугольникъ будеть приближалься къ безконечно-тон- 
кой мачерьяльной нерастяжимой тибхой нити, въ точкам которой 
приложены нфкоторыя еиля. 

Относительно силф, приложениыхь дъ нити, сдлаемь слВхующее 
отраничете: будемь предполакаль, что силы, ириложенныя к». каж- 
дымь двумь соефлиимь безконечно-близкимь вершинамь млютоутоль- 
ниха, замвяющалто гибкую пить, различаются безкопечио мало пругъ 
отъ друга, каюь величинами, такъ и направлешями, т. е., 10 силы 
растредфлепы спложнымь образомь вдоль но нити; на чертеж 
166-мъ язображень примёръ такохо спложнато распредзлен1я силъ, 
приложенныхь къ мнотоугольнику съ безконечно-близкими вершинами. 


З) Силы, приложентыя къ окопетностямъ многоугольника, остаются ко- 
нечными. 
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Слдвланиое ограпичеше пс препятетвуоть памъ раземалриваьь и 
т} случаи, въ которыхь распродфмоше силъ протеризваеть разрыву 
оплошности по величин или по направлению, какь въ точках Ди 
В на чертеж 16-м; тогда надо только раздфлить гибкую линно 
на чаети, ие заключающия такихь мфеть разрыва и разоматривать 
каждую часть отд®льно. 

МЪото какой дибо точки ЛМ на нити выражаетея такимъ же 06- 
разомь, какь и мЪето точки па траокторож (5. ср. 14-0 кивенати- 
чеспой части), а ииоиио разотояшемь з, считаемимь ло длишв пити 
отъ олиой изъ точень 5, ея; одно изъ направлемй по кривой ечи- 
аетея положительным, № эчомь напфавленти з увеличивается, 

Силы, приложонныя ВЪ течкалмь лити разечитыосиотся на еди- 
ниму длины нити, т. в. слдующимь образомь. Положим», что мы 
хотимь разечиталь подобнымь образом силы, приложенныя въ нити 
въ точ ЛИ (черт. 166) и ль соевдетвф съ нею; беремъ весьма ма- 
лую часть фм. пили, заключающую 2ъ еобь точву ЛМ, составляомь 
сумиы ХХ, ХУ, И прозкй ина оси координать силь, ириложен- 
ных 5 точкашь части |4», пити и дфлимь эти сумиы па длипу Аз 
части 4, получижь отношения: 

х о 
А 0 


ий 


залфмь будемь брать вее меньлйя и меньзшя диины му оне 
заключаюция въ себЪ точку ЛД, составляя для нихъ тавлл отношения, 
вакъ (1042); но м1} того, какъ мы булемь приближать длину зы- 
дфллемой части въ нулю, величины составляемыхь дия ноя очношо- 
ий (1042) булуть приближальсл къ ибкоторымь ирезвлямь №5, 9), 
З., которые и мазывалотея проэкщиями ма, оси координат симиы, дй- 
стемощей вв точки М оси нити и разсчитанной на единицу 
длины. 

Изъ этого сивдуеть, что проэкити па, ови коорлиналть вовокупно- 
ти силь, прихоженныхь къ начтожно-малому элементу Дз, заклю- 
чалощему въ, 60 чочку ДГ, будуть равны: 


(и -на) Аз, (Я; -н =) Аз, (З;-н в) Аз, 


Е 


ГДФ в, в, в; буть величины, дфлающяся бозконочно-малыми при 
приближеши 4$ въ пулю. р. 

ели бы силы, приложенныя хо возиъ точкамъь нити, были бы 
азны и параллельны между собою, то величиты отношешй (1042) 
но зависвли бъё отъ длины Аз выдфлясиой части и равнядябь бы вуж- 
залгь проэкий па оси координать сил, приложевныхь въ’ единиц 
длины нити; воз почему величины %,, 9);, 8; называются проэк- 
ями силь, разечитанныхь па едипицу дляиы нити. 

Золичины %., 9);, З; предполатилотся сихонисями фунедаяии оть 
$ или о2ъ ноорлииагь точки 1. 

Очевидно, что ири умопьиющи етороть веровочнаго многоуголь- 
нива, при увеличеши числа этихь сторопь и при уменьшени воли- 
чияъ сия, приложенныхь къ пуомежуточнымь ввушинамь, стороны 
многоугольника СИЛЪ будуть уменьшаться, а число стороиь будегь 
увеличиваться; въ предфлф многоугольнииь силь, приложенныхь къ 
проможуточиымь воршинамь веревотнато миотоугольиика, обратится 
тъ кривую люню «АА (лорг, 168), а лучи имогоугольника обра- 
злгел въ ралуси вокторя этой кривой; величины этихъ ралйусовь 
вокторовъ будуть продотазлять величины натяжений *) пити, а на- 
правлейя ихъ — маправлешя касатольныхь въ пити, въ разныхь 
точкахъ ея; направленя Ой иб0О нфрелетавляють направления силъ 
АЕ, п ВЕ, (черт. 169), приложенныхь въ коппамъ пити Аи В, а 
величины этдхъ радзувовъ зевторовь предотавляють величины этихъ 
СИЛЪ. 

Обратимь внимаше на какой либо элемели"ь иити, начлнаюпайся 
въ точкв ЛИ (коордипаты — 2, 9, 2, разегояше ЛМ оть Копа А по 
кугф кривой равно $) и кончаюнщыйся въ точкв Л, (разотоявзе 4.7, 
равно (з-- 4$)); убловимея считать направлешя касалельныхь къ 
кривой въ сторону возрастаощихь 5. Кромв овль, приложенных» къ 
внутреинимь точкамь этото элемента, къ концамъ вто приложены: 


+) Паллженя направлены по касательнтям къ нити виаружу разематри- 
раемой масти сл; въ 1очк\ М па часть ММВ (черт. 109) дЪИствует»ь натя- 
жене противоположно касательной 27, а на часть М, А — такое же натяже- 
ие вдоль по ЛИ. 


= 


вь М — назижошо ^, изображаемое ралтусомь вокторожь ОА (черт. 
168) параллельтымь и противоположнымь касательной Л.Г въ этой 
точ М, вь М, — натяжене ^,, изображаоное длиною А.О, па- 
раллельною касалельной 1,7, въ точ ЛА. На основанш положе- 
ня (1041), примвненнаго въ элементу ЛИЛ, можемь написать вл%- 
пуютщее равенство: 
— г Нл, (1). — (Х, -- =) дв =0; 

раздблизь это равенеево на Аз и переходя кь предфлу, т. в. пра- 
ближая точку Л къ точкВ Л, получимь первое изъ трех сивдую- 
щихъ уравнейй: 


ы 
Я 5 
та 
= 


0: > 
1 в еее (1043) 
а: 
о ы НО 


— 


нодобнымь же образомъ получимь и два остальныя уравневя, 

Точка М воть которая либо изъ точевъ нити; савловательно, 
для осякой почки ос нити, натодящейся 5 положении равно- 
вся, должны быть удовлетворены уравиешя вида (1043). 

Чо ваваоиея концов нити. то наглжешя въ нихъ должны быть 
равиы силамв, приломеннымь къ этимь ковцамь, а осаи копцы за- 
крЪилены, то паправлейя и величины назяжешй пити па колцехь 
должны быть равны реавщямь точекь привфса, нити. 


$ 174, 0биИе законы относительно натяжения и кри- 
визны въ точкахъ гибкой нерастяжимой нити, находялнейея 
въ равновбен. Связь между вопроеамн о равновфеи гибкой 
пити и вопросами о движении матерьяльной точки, 

Если Даль сны &, 0), 3 какъ фупеи отЪ 2, у, 2, чо диффо- 
ренщальныя уравиешя (1048) долины служить для опредёлешя вида 
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. 
кривой, образуемой питью въ положеши разповзея м для опредфле- 
и натлженя ^ въ фулкшуи отъ 5. 

Независимо отъ вида фушеий, выразияющихь %, 4), 3, можно 
вывести три общие закона относительно натлженя и кривизны въ 
точкахь нити, находящейся въ положени равновьйя._ 


Предотавимь лифференшальныя уравневя (1043) такъ: = 
` 


2» 8х @х с 1 
: Кики 
Мы 5 — оеаьь 1043 55 
Вов в ® 8); = 0, ` ) 
4: 4) а си. | 
Мени в = 


Означимъ черезь 7 направлен касательной въ кривой, ирове- 
деиной въ сторону возрастающихь $, черезь о — направлене глав- 
ной нормали въ центру кривизны, черезь © — направлеше бипор- 
мали, порпоидикулярное къ плоскости кривизиы; дивя въ виду фо]- 
мулм (286) стр. 247 кипоматичоской часги, ножио представить пре- 
дыдущя равенства такт: 


а Х) + А въ(Т,Х) = — $056, Х), 
2608 (2 ‚ У) 41 сз (, У) == — $608 (& У), 


2803 (9, й) -н = А 608 (7, 7) = —& 005 (5, 2), 


` 


тд & означаегь величину и направлене силы (разсчичуыигой па еди- 
ницу длины), дВИствующей въ разсматриваемой точь иити. 


Изъ эгихъ равенствь можемь получить три хругя: 


ИИ 
= 


— без (6, 7:.... (1049), 


= =— 5656, [Еве (1045), 0=803(8,0),.(1046) 


который выражають сли ующее: 


Е 


1) Наляжено сеть такая фупещия отъ 5, что производнал от 
ноя по з равняется отрицательно-взятой величин проэкди силы © 
на направлене касательной, проведенной въ сторону возрастающихь 
$; (1044), 

2) Во всякой точек питл плоскоеть кривизны заключаеть въ 
606% направление силы 5; (1046). 

8) Во веякой точкф иити главная нормаль составляеть тупой 
уголь съ направлошемь ® и величила кривизны равилегел проэкщии 
сили 5 на направлеше главой нормали, лВлопной ца величину на- 
тяжешя; (1045). 

Если силы 5 иыуоть потевталь, т. в. вели; 


5 _ 0 0и 
©, 02? Э. ду 3 э. 92 3 


10 проэкщя $ на направлено касательной выфазиуся зат: 


91 аз 9 ау 9И а2 ап 
< = Е 
ВО У пе Ра а} 
® 
а потому тогла уравнеие (1044) ласть елзлующЕй интегуеть: 


АЦ == =» -Н\,,......... (4047) 


дов ^, означаоть величину патяжешя въ точкб 4, гдф в =0, а 
1, — зпачоше потенции въ этой течи», 

Предиоложивь, что еплы % имфють потенщаль, иомпожимь диффе- 
репшальлыя уравнешя (1043) па ^; ирннявь во виямаше полученное 
выражеше (1047) для ^, можпо будеть представить эти уравнешя 
тавл: 1 


хм: 


, = 


х2| = 
5 
т 
з 
= 

> 
—^ 
= 
=> 
= 
[=] 
> 
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О» другой стороны, лифереш(альцыя уравнешя движешя евобод- 
ой матеррихьной чочни, подворжепиой снхф, пммощей иототаахь 
{© в°: м), *) могуть быть продетавхепы зак: 


Е 46 Р-дх ? : 
ню 4 ` 
45 8° 00 45 ` 


\ 


есни масел точки раза сдиницВ, кромь зого, скорость этой точке вы> 
разцтея, ио завопу ЯВОй силы, тахь: 


оо 


вели же пачальпос положеше движущейся точки будегь въ точка Л 
кривой шиши, ко которой располатаетея пить, и вели лачальная око- 
рост, пазравлена но пололительному направлопо касательной въ этой 
кочкй п равна СО56:м), то во вейхъ положешяхь движущейся точки 
скорость ся выравиеея пав: у 


& пит в 
=“ = 


Поскф этого нетрудео уме показаль, что изь дифферешиэльныхь 
уравнешй равловфя шии мы должиы получить тв же самые резуль- 
ваты, кале получинь изъ днфферешиальныхю уравпенй движет точки, 
а нуецпо, "го Фупюши озь 8, выражаюнии координаты точек лили, 
тождоственны съ фупмйлыи огь о, выражаютщими коордипаты точек 
траэзкторли, 

Слёдовательно, кривая лия, по которой распололается свободная 
зибкая нерастяаеимал нить, находясь въ положении равновьяя при 
дъйстем силь 3, имощихть потениаль И, тождественна съ траэк- 


*] Пало заметить, что ^ иметь измфренух онл, $ — изыфрещя сизы д№- 
хемнной на длину, ! — измбрешя силы, © — изм реш квадрата силы. Едли- 
ницы длины, массы и времени мы будем ь обозначать буквами 9, 2, 6, 

**) с озлачаозь длину дуги по траэкторм движущейся точки. 
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орлею, опиеиваемою свободною матерьяльною точкою при дйствиь 
сили, имплощей потенлаль 


он 
= алое „—), 


ослы мови точки равна синлмь, воли намальное положжене д - 
цейся точки назодится в5 какой либо точь А кривой, если на- 
правлеше начальной скорость совпадает въ направленемь касатель- 
ной бт очи Ди если ведичица начальной скоровти равна 0№8:м), 
зд ‚ веть величина нотяженя въ точить А; И, есь величина яо- 
тенйала вх той же тои. 


Вь влфдующемь нараграфЪ ирпводелы примри. 


$ 175. Пииубры ворросовъ отпосятельно положений рав- 
новбсгя свободной гибкой нерастяжимой ити. 


Составлиь дифферошиальныя уравнепя фавновфея снободлой 
тяжелой нити. 

Предположимь, что за начало коордиицал”в взята печальная тачка 
Нити, что положительная ось У“” цаправлена вертикально знизъ, 
ой Хи Д^” торизоптальны, и что вертикальная плоскоеть ХУ 
проведена черезъ касалельную линию къ иачальной точкв кривой; 
тажъ кавъь проэкши силъ тяжести на объ °*° равны нулю, то третье 
изъ урарнешй (1948) будетъ имфть зидъ: 


очевидно, оно имфеть литегралз:. и — С, но такъ кавъ въ начать 
координать касательная къ кривой перпендикулярна къ ови Я“, 0 
и на воемь протяжени кривой г разно нулю, а, сяфдовательно, пех 
кривая заключается въ плоскости ХУ. 

Проэющы силъ тяжести па,ось Х“ равна пулю, а проэвщя на 
05 У“ вфеь элемента, 4 равна 0х3, гдВ м воть димейная лот 
ность нити въ одной изь точекь эломенха; поэтому: &==0, 9) ==, 
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гл х ость нВкоторая фупклия отъ $, вели нить пеолпоролной липей- 
ной плотиости, 

Пиффореншальныя уравненая равновзея свободной тляелой пития 
будуть, стало быть, таковы; 


> 9% 3) 49 
а А-— Ч (*^ 
(о) 0, а д, ; . (1043) 


тдЪ х можеть быть какою либо фупедтею отф 5 
Церзое изъ этих уразиешй дазеъ нитограль: 


4х 
2 == Ощосвонаови зо .... (1050) 
А 
при посредотв» котораго можно преобразовать второв дифференщаль- 
пос уравнене елВлующимь образом. 
Имфя въ виду, Что у изъ уравлешя кривой выразится фувкщею 
от 2, ножель сдфлать слёдующее: 
$ @__ 4у 42 ры НЙ 
ан ^ Я @3 ба бу; 
у В 
далве, производную отъ у по < можно разоматривать кажь фуменио 
0:45 2, ПОЭТОМУ: 


&(бу) у „4% 
В - = в 


Е | (1051) 


9 42? 45 уг 


Раземотримь пЪеколько часзныхъ случаев. 

'Примфръ 154-й. Нить имфетъ одинаковую линейную плотность 
по вов своей длин, т. 6. х есть величина постолнлая длл везхъ 5; 
опрелфлить вид нити. 

Для получешя ураваеня врииой можпо бм было нитогрировать 
два раза уравное (1951), мо, вибото етото, ви поступимь олзлую- 
щимь образомъ. 
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Ивтогрурул уравнешя (1049), получим»: 
ХС, — 043.1 (1059)) ХС... (4050) 


Залфмь составимь уравнено (1044); въ настоящемь случа оно 
будеть пифть слвлующий видз: 


4 _ „ @, 
в — 9% 45} 
ето интограль: 
О В. . (1053) 


Изъ этого ивтеграла и изъ интеграла (1050) жожно исключичь 
», получимь дифференщальное уравнене перваго порядка: 


4 С 9% 
у: =) = ме. 


Сафлаемь въ немь подотановку: 


б, А 


Оз — 9% 9х в ау 49. 
— 2 \ т Е 


тогда изъ него получимъ: 


` &1 
— Е 
Е В 


'Производомь ипеегрироваше; получинь 


105 (и-- У —=0—6 =; 


или 
Я ИАЙ (4054) 
& отеюда 
И Ще , 
4+1 у 
„лли 


И 86, :........ (1055) 
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Изь равеногвь (1054) и (1055) получимь: 


пят га 
= 5 (ее 5), 
то ость: 
Е. 


Обратим теперь впиманае па значеню поетояниыхъ ироизволь- 
НЫХЪ, 

Изь интеврала (1059). т, 10 С, вль золичипа назяжешя 
ВЪ той точюв кривой, т" ее равно единиц, т. в. дь ОЛ 
къ кривой горизонтальна; вазовомь величину этого патяженя | зна 
вомъ ^, и координаты этой точки буквами о ид. Такъ какъ 0, =А, 
10 ВЪ этой точкВ 9) == 1, & изъ равенства (1054) олвдуегь, что гл№ 
= 1 занъ 8 =0; поэтому: 

А ь а 

С= м = С; л, (1 гы т С; = им 


9%? 


ели перепости начало коорлинать въ чакую точку, отарыл коор- 
дииа\ы которой вуть #=а, у==Ь--й и затфиъ перемфиить па- 
правлешя положительныхь осей координать па 180 градусовъ, то 
старыя координаты выразятоя въ повыхь 2,, 7:; так: #=а-— 
у=Ь--й— у, а тотла уравнеше кривой получить слвлуюлий 
ВИД: 


ел 


Ро м 
и = (2 е ы 


но это ость извфетное уравнон1е миной лишь; точка, въ которой 
касательная горизонтальпа, есть самая лижнял точка 9, (черт. 170} 
кривой и ордината ел равна й (въ новыхь координалахъ). 

Длина какой либо части дуги кривой опродфлится безъ новаго 
интогрироватя изъ интеграла (1052); условямел считать длину дуги 
ОтЪ точки 5); тогда С, == 0, а потому: 


хи а № 


=— бу = — 1; 
48 «9 а 


$ = — 
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но 
, а т 
= Е. — У 1 в 


& изъ (1054) и (1055) найдем: 
УТ = @ 69, 


поэгому получим: 


Натяжение выразится слёдующею формулою: 
059) 


И такъ, млокелая однородная зибкая нерастяэжимая нить, 
находясь ва положений равновьия, принимаеть вид ‘цъпной ли- 
наи; натяощене иметь наименьшую величину ва самой ниоюнсй 
точь кривой, а 0з прочита точпата импеть значенбя, выра- 
жаемыя формулою (1058 048). 

Примрь 155-й. При какомъ закон% распредфлешя мавеы нити 
вдоль по ел длинЪ, свободная тяжелал нить, находясь въ положен и 
равиовёня, будеть имфть видъ параболы: 2 = Эру? Положитель- 
ная 065 У” направлепа вертикально вверхъ. 

Отвёть. По формулв (1051) найдемъ: 


ь НЫ - 
х48 = 1%, 
р 


т. е. массы возхь одементовь нити должны быть пропорщональны 
проэкщямь ихъ длинъ на горизонтальную 06ъ. 

ПримБръ 156-й. Предполагается, что расирехлене. масеы пити та- 
кое, ирн котором отношеше линейной плотпости къ велячипв пазяже- 
18 имфоть одпу и ту же величилу № но нвеемуф ипрохяжешю пити; ка- 
ховъ видь пити п законъ распредфлештл натяженй? Положикельнал ось 


У"® вертикально вверхь. 
52* 


а: м 


Такь какъ и == А, 10: о 


4). 
== 


зо, А ОМ. 


Подетавивъ это выражене для Х въ интеграль (1050), отдфливъ 
перемфнныя п интегрирул, получимъ уравнеше кривой: 


1 


ый Га . 
и 72 Е 608 (ме -= 0) 


Если возьмемь иачало координать вф той точк кривой, въ кото- 
г ^ 
рой касательная горизоитальна и ознатим»е через Х, величину патя- 
жешя въ этой очи, то > 


о М И: 
@=^, =, 0: =0. 
Законъ раснредфлешя плотпости: 


Ао 


® — воз {0 


Для чото, чтобы получить пыражеще длнаы хути, падо ицтегриро- 
вать уравценю: 


седв длины дугъ считать отъ вачала координать, цохучимъ: 


ВОЙ Но пи | 
Е бро 08 [т 


Примйръ 157-й, Одпородная пить пахолител въ равповфеи подъ 
вилемь слВлующихь силь: 


=, 0) ау. 0 


опредфлить видь нити. 

{Это суть силы, отталкиваюния зочил нити оть оси 0 пропор- 
шоцально разстоящямъ отъ инея), 

Въ этомъ случа днфференальныя уравнетя равновзея нити та- 


вовы: 
ы -Н оу = 0, &) —0 
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Прежде вссто можемъ получить инеогралы: 


аа у 6920? с а 2, 
Л = @, ^= 0 — 5, р = У; 
задвмъ изъ первыхъ двухь уравневнй можно пенлючлть 6”, волВХстве 
чето получител дифференщальное” уравнене‚ которое можно интегрн- 
ровать; интегралъ будетъ: 


‚ ау а: о 90 
» (2 и) = 6. = №9: 


Изъ шерваго и изъ зретьято интеграла сяфлуеть: 


ЕС, .. (4057) 


| 


‘поэтому первый питеграль можно представить под сяфдующимь видом: 


ве- 


Митегрируя это дифферелщальное уравиолйе, получимь Одно ИЗЪ 
уразиотй юривой лит и въ видф завпенмости межу о н #; ВЯРАЗивЪ 
2 въ фупкишы оть р или обратно © въ фуницн отв 2, можио будеть 
исключить одну изъ этихь двухь перемфалыхь изъ уравнешя (1057); 
интогрируя это уравнение, получимъ другое уравнеше кривой, 

Въ частномь случа эта кривая можеть быть винтовою 2ею; 
если С, равно цулю, то кривая будетъ плоском. 

Прныфру 158-й. Однородиая нить, заклочаощанея въ плосноети 
ХУ, нодвержепа дЪйствию силь, нмфющихь потенщаль: 


Ц — рф, 


Причемь Ла == №9. 
Опредёлить видъ кривой, закошь паляженя и раземотрЪть соотв > 
ственный вопроеъ движешя малерьяльной точки. 
Сила 5 здфоь иритятательная къ началу координать, такъ Ка: 


и. № & А у 
$ = — в [2] 9) Ее. о. 
Интеграль (1047) въ настолщемт случа будеть: 


Ао; 
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Залтёмь, изъ дифференщальлыхь уразпен уазнов® я составииъ 
дифферелщальцое уразпен1о: 

у 

4 (2 


4(^%) 
У 


= 0,...... .(405%, 58) 


нибющее слхующи интетраль: 
240 . р 
№ = Або (Ти, бо) = 0. 


ели иринять 30 внимате, 970: 


16 изъ полученныхь двухь ннтеграловь составвыъь дифферентиальное 
уравнене: 


которое детко интегрируется; оказывается, что кривая сеть разноето- 
ронная тпмербоха: 


Опредфлимь теперь видъ траэкторш, описываемой матерьяльною 
точкою маевы равной единицё прин дЁНотвти вплы, ныфюжей, нотенщаль: 


3? 30? 
о 
причезгь: 
в : 8 
А, 98 (@,, 0) == о 


Окажетсл, что чразкторя есть та же самая гипербола. 
Примфръ 159-й. Подоблымь же образомъ разомотрЪть хоть случай, 
котда: 


2 2 
и=—у*- = Е. 
? о 


Найдемъ: законъ паляженя: 


= у"- и, 
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сила — оттахкивающан оть цачаха коордипаль, хифференщюльное урал 
воше кривой; 


1 (ар \8 2 Эт 1 
а) о 6? 


и уразнене крилой‘въ конечномь вид: 


ет 2 . а ее =". 
= тес) 2= ‚0. © И” 


Молеръяльцая точка, движущаяся цодь вмяшомь силы, имзющей 


Г 2 
0—8 (* ые =}, 


описываеть такую же тразкторию, если масса ея равна единицв и при- 


потеншаль: 


том 


в © Я в ы 
о и №, обо (0, , 9) = - 


$ 1416, Положене равновея гибкой нерастажимой 
НИТИ, помфщелной на данной поверхности. Геодезическя 


лини, ь 
Если гибкал нерастяжимая пить помфщела на какой либо вполн® 


эладной поверхности, то въ числ приложенныхь къ ней силъ бу- 
дуть заключаться пормальный резллуи поверхности, которыя мы 
также будемь разечитывать на единицу длины нити, подобно силё 
$; а именно, величийу главнаго вектора резкий поверхности, при- 
ложенныхь иЪъ элементу 45, выразиюь такъ: 


ав (= 5’ 


а проэкщи его на ови координать выравимь произведевями: 


4 д/ / 
А д, 48, Аз 4, А, 48, 


с я 
тдф р означаоть фупидио отъ 2, у, 2, предотавляющую нервую часть 
уравпешя { (2,7,2) ==0 поверхноети, а А веть ибизветнал пахь 
футиця отт 8 
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Дифуерентальныя уравнемя равловзоя пяти будуть ить ел8- 
ДУЮВИЙ видъ: 


в НА = 0, 
ал) : 
у сзьзь. (1058) 
Е Аз, =.0, 
42 
3 (^ — 
а 97 = 0. 


“ 


Почьзулеь отими уравнонями, надо ижбть въ зиду, что коорли- 
цаты точек нити должны удовлетворять уравненио поверхноети 


о вор ель (1059) 


и что косинуеы угловъ, составляемыхь съ осями коерлинать кава- 
лельною КЪ зривой, должны удовлетворять равенотву: 


0/ ах 9/ ау У 42 п т 
И РЕН Е == оо зазь 


Изь уравнешй (1058) можно составить дифференшальное урав- 
цене для опредзлешя Х зъ функши от» 3; для этого надо поету- 
вить такимь же образомь, кажъ было поступлено съ дифференшаль- 
выми уразвенями Тавновфся свободной пити, № именно нахо помно- 
жить первое изъ уравнеши (1058) па Е ‚ 81008 — а т 
зретье — на Е и затфив сложить вез три уравнешя; принязъ во 
вниман!е равенство (1060), получихь то озмое уравнеше (1044), 
какое получилось въ случа нити свободной. 

Для того, чтобы найти форму кривой лини и законъ натяжения, 
издо интегрировать уравнеше (1044.) и два дифференшальныя урав- 
пеня, получаеныя по исключения Л изъ уравнеши (1058). 

Обратижь сначала внимане на тЪ случаи, котла %, 8), 3 равян 
нулю, т. е. хозда ниинь, натянутая на зладкой поверхность, под- 


. ь — 895 — 


верокена только уеаиямь этюй повераностив; тогда интеграл 
уравиешя (1044) будеть Х ==, (1, в, малое нии одинаково 
10 всей длинь нити), & поэтому уравнешя (1058) получать вд%- 
дуюний видъ: 


@а а 9 Аа в 4 
52 № ат? 52 5 Чу? 95 № 4’ 


тождеетвенпый съ видомъ уравнений (320) страницы 199-й; слёхо- 
валельно, 2 распололается по лводезической кривой. 


оли вилы & имЪють потешшаль И, то палижен!о нити будеть вы- 
ражаться разностью (С -—- И), гдЪ С'— ностолинал; сравнииь лифферен- 
альшия уравнеша (1058), помноженпыя на ^Х, съ дифференшальными 
уравнешями движея матерьяльной точки, имёющей массу равную еди- 
ннцф, остающейся на поверхности (1059) и подверженниой дВйствю 
иль, имфющихь потеишаль 

52 
= 2. (< — ИУ, 
можемъ заключить, что ‘"раэктоия этой точки тождественна съ кривую 
лип?ею, образусмою иптью въ положеши равнов ая, если начальное 
моложеше движущейся точип совпадаеть съ пачальлою точною нити, 
всли начальная скорость ®, имфеть направлете касательной къ пити 
и если ум == №86. Между А п режкшею % поверхности, ириложенною 
въ движущейся точь, оказывается слфдующая запнепмость: 
$ 


м р м 
м т. 
Примфрь 160-й, Положеше равнов\оя тяжелой одпоролной нити ва 
тладкой сферической нозерхиоети- 
Заре: 
И — 42 == 0% 003Ф, 
велн положительная 065 ив направлена вертибалько внизЪ, 
Составивъ два первыя дифференщельных уравнеши (1058) для раз- 
сматризаемато теперь случая п исключивъ изъ нихь Л, получимъ урав- 
нене (1057, №18), имфющее интеграль: 


а. д а 
^( у и) 9, ХА? Зо = а;... (1064) 


р +: 


& такь каж: 


а 


а а 
= — 9х0 603 ф, ж=ВУ (3 


то нинтограль (1061) можеть быть предетавлеть въ видЪ слфдующаго 
днфференшальнаго уравиеня: 


2 (ще — [вв] 


Интегрируя 510 уравнеше, получим уравлото кривой, имфющей 
нфкоторое сходство еъ тою кривою, которую озисываеть тяжелая точка, 
на поверхности щара; па чертеж 171-мъ изображена часть подобной 

< 


кривой, $ ыы 


Ели нредполамиоть существование силь тремя между поворхно- 
стью и питью, то величину такой силы, приложенной въ элементу 
43, податалоть равною КАА/$, гдф № есть положительное отвлечен- 
ное количество но большее кооэфищента трошя между воществомь 
нити и вешествомь поверхности; направлеше СИЛЫ треш полатается 
въ пабатольтой плоскости къ поверхности. 

Примрь 161-й, Вл элемеитамь нити, палянутой па даллой новерх- 
ности, приложены только реаки новорхпости и силы трендя, паирав- 
ленныя нокасательнымъ къ кривой лини, образуемой нитью; опред%- 
лить видъ кривой н закон патяженя пити, предполагая, что коэфн- 
щенть # имфетъ напбольшую величину в0 воъзхъ точкахьъ пити; 

Въ этомъ случа изъ уразвпеми разновфея вити можно оставить 
три уравнешя, аяалогичныхя уравневямъ (367) стр. 229, а именно: 

@\ 


ВАА, ЗАЛ в М) =0; 


изъ этихь уравиетй слблуетъ; 
1) что пить должна раелолозвиться по геодезической лиши, 
2) что патяжете вдоль хо нити оздуеть заиону: 
5 
а Г) = 4 
л=№е ®, 1 ($) =— в ф. 


о 


Такь, па прямом цилиллрф еь круговымъ вёчешемь, геодезическая 
зипия есть виитовая янд!я; пусль уголь, составхяемый касатольною къ 
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такой линш ось производящими, равель ©, ц умлуеь круга основашя 
равешь А, пусть 0 озпачаень, но орождему, оду изв цияиндрическихь 
координазть; какь извфетно, кривизна пормальнаго сфчешя новерхлостн 
пилиюлра и длина дуги Винтовой лиш выражелотся слёдующимь об- 
разомъ: 


1 За Ев 


28 ша) 
поэтому закопъ назяженя будеть такой: 
== — #0 зто. 
Х —= №е #0 за ь 


т. ©, патяжеше убываеть, велбдетве трешя, вв геометрической про- 
трессит. 

Положимъ, что #==0,25, чо &==30° п что нить обернута четыре 
раза вокруг цилиндра; тотда отношене между цатяжевщями на коп- 
цахъ нити достигаоть величины: 


сели ше нить будеть оберлута 12 разь, то отношеше паляжеший до- 
стихнеть величины: 


ТЛАВА ХУ, 


06ъ удапб системы точекъ и твердыхъ тблъ о связи. 


|. _$ 117. Ударь системы свободпыхь матерьяльныхь т0- 
чекъ © связь, 


Положимъ, что еметема матерьяльныхь точекъ, подверженных 
Йотвио ею либо силь, связана пеудерадвалщею связью: 


8(7, У; д, 25, У бр. Ув я 2 0;....(1062) 
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пеложимъ, что вЪ начальтый момептъ эта связь находилась въ 0- 
толи ослаблешя, тавъ что матерьяльныя точки получили нвхото- 
ое свободное движен!е, выражаемое слфлующими фунеани: 

2 а (0), == [1 (0,. 57° 1, == [и (0, 
=, 0, „=, =, р... (4063) 


#1 = (®, 2 == (,... 2, = а (©. 


=> 
Это лвижеше будеть прололжкальсл до тЪхъ поръ, пока матерьяль- 


ныл точии по вотрутять связи (1062), т. в. пока функшя з пе 00- 
ратится въ нуль. Моменть & вотрёчи должень быть наименьшинь 
положительныхь корнемъ уравнешя: 


в (1%), Г. 6), 3), +... В) =0. 


ели скорости ©, оз»... Которыия обладалуть магерьяяь- 
выя точки въ хоменть встречи, ие удовлетроряють условию (506, а, 
стр. 821), т, в. овли: 


аз\ _ 
& }= 


то произойдеть ударъ точекъ о свазь, состоллий въ томъ, что въ 
связи разовыотел мгновениыя рези, которыл, дЪйетвуя въ т6ч6- 
ни пичтожно-малало промежутка вромени 3, изифиять скороети Фа, 
був вю ®,„ Малерьяльныхь точек тЪ прумя екорости у, У»... 
у„> Удовлетворяюнуя условтю (506, а): 


= # - 
У в: (Р,в) 0 (Риз, оз) ео <0,...(1064) 


9-1 


Уна (Р-н >0...... ... 4065) 
1—1 


Вычисление дЪйствя отого удара основывается на тахихъ же са- 
мыхъ соображеныхь, кавя были приведелы из стр. 291 — 295, 
причень, также какъ и тамъ, координаты маторьяльиихь точен 
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предполагаютел побтолиными во вое время удара, а импульсами не- 
угповенныхь силъ за время удара пренобуегають; поэтому, изм неня 
скоростей матерьяльныхь точехъ во время удара зыразятея олёдую- 
щимь образемь (элсь нанисаны только равенства, относящяея къ 
ТоЧЕВ 7-70й): 


97% У 
та ТЯ Нд › 
ф 
4: у ча 
т "Ин ЕЙ, НАЯ 
® 
т, а =) ой 
$ @ Моё . 


тдЪ $ есть какой либо момомеь вромени, заключаюнийея въ проме- 
жутеВ между & и +35); въ частиыя произволныя отЪ з должны 
быть подставлены: вифето #—- момепть & и вмфето координать то- 
Чень — 1% о —. вотормя ол имфют® въ этоть момент; 
величины #;, Из, 2; суть проэющеи скорости ©; на’оси координат, 
Изъ этяхъ т можно составить ео равонство{? 


= д: = 
к р 
ра 9, (Р,8) 05 (Ро) = № 6; (В, в) 008 (Роз) -- хо ат. (Ру, 
=1 Я = 
изъ вотораго видно, члю сумма, 
и ; 
ь1 
и, 9... ...2.. 9000 
= 


д 
нопрорывно возрастает во время удара, такъ какъ непрерывно воз- 
растаеть интеграл 7, который въ этомъ равонотв} помноженъ на по- 
ложительную величину: 


* 5: 


— 830—°. 


При такомь неирерывномь возраетаяти вужиы (1066) должень 


наступить такой иоментъ т удара, въ который эта сума, бывшая 


ид 
зъ начал мене (- т одвлаотся равною этой воелячинь; озна- 


чимъ черезь ©, В,, \, значешя проэвшй на оси коорханалть скорости 
точки 2, въ ототь момонтъ, а самую скорость означимъ черезъ >, 
” (соотвфтетвенныя знаки для лругихъ точевъ). 

Этимь момоптомь х весь процесеь удара разлзлитея на два акта: 
первый актъ отъ момента &, до момента. т, второй — отъ момонча < 
ДО МОМОНТА & -Н- 9 =% м ` 

Таль кал м моменту т скорости точовъ удовлетворяють ра- 
венетву: р 

2—7 


хе, 93 В; 8 му-ни =0,..... (4067) 


0 0; 923 д 
- 91 


*—=% 
УР: (РА =0,...... . (1067, 53) 


1—1 


. 10 величина интеграла: 


5 = м ..... (4068) 


за время порзазо акта опредфлитея по формутв: 
=% 
д 
$ г 9 в 9; 603 (В; 0) 
Я = — =. ...... (4069) 


. И тогда величины о,, 6,, у, опрехблятея по форуулазь: 


озна (1970, 1) 


о а 
та, = ти + 75 
и ее 
В: = #9 
1 


д8 
т; |; ==, а р Я т 


По этимь формуламь разечитывается измфнене скоростей ма- 
терьяльныхь точекъ за время перваго акта удара; что касается до 
момента <, раздвалющато оба аита, то ош можеть быть опредвленъ 
слЪдующими еяовами: 970 есь тоте моменте удара, сз который 
скорости точек удовлетворяют равенотву (1067). 

Чтобы вычислить измфнейе скороетей за вромл втораго акта 
удара, пало знать величину интеграла: 


р 
= | № 
т 
за время этого ака. 


Озковываясь па аналоги между процесвомъ удара системы точень 
9 бвязь п процессомъ удара одшой точки о поверхлость, двлають 
слфдующее предположеше: 

ПРЕДПОЛАГАЕТСЯ, ЧТО ОТНОШЕНЕЕ (7: -/) ЕСТЬ®ОТВЛЕЧЕНИАЯ ДРОВЬ 
=, ВЕЛИЧИНА КОТОРОЙ ПЕ ЗАВИСИТЬ ВИ 03Ъ Положений точекЪ системы, 
НИ ОТЪ СКОРОСТЕЙ ИХЪ, А ТОЛЬКО ОТЪ УНРУГИХЪ СВОЙСТВЪ ЧАСТЕЙ ШЕХА- 
НИЗМА, ЗАМБНЯЮЩАГО СВЯЗЬ. 

Дробь = называется коэфилиениолм возстоовленя связи. 

Если величина коэфицонта возотаповловя связи изввотпа, то 
проэющи х;,у;, и; на оби координаяь окоровтей точекь въ мо- 
ментъ охбичажи удара могуть быть вычислены ло сдВлующимь фоф- 
муламъ: 

Пр == Эй: Л ей ==) 


ту = в 59 же а }...(1019 


та; Л (1-ыа) 
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Приводим прим ры. | 
Принёрь 169-й. Дв малерьяльный точки 7, ими, ограничены 
связью; выражаемою условемь: 


Ув 2 (В+8)>0; 


(эту связь можло предегавить се0% чакт, кащь упомипуто но отр, 
306 въ примзрв 55-мъ); продпоатамител, чт6 точки эти лвнжутея 
такимь образомь, что въ нРкоторый одеть разетолне между ниия 
сталовилея равнымь (4. = Д,), короб же ихь въ это мфмепить 
пе уловлотворлють услево, привеленному ‘ла страпид® 324-й, такъ 
что: ыы 


02608 (1. 14., оз} — 1 603 (ММ, 9) < 0: 


Требуется опредфлить результать удара, предиелагая, что дана 
величина коэфищента возстановлешя связи. 

Чтобы по возможноети упростить разочеты, прелиеножимь, что 
линя, соединяющая положовя зочокъ въ момонеь вотрфчи, взята, за, 
065 Х”?; тавъ что во все время удара координаты у, У, 2, &, 
равны нулю, д) =, + А, -ы А,, чаетныя производныя отЪ з по 
У» 5; 2. И 2, равны нулю, а часфная производная по, и отрица- 
тельно-взятая частлая пролзводная по д, равны единиц. 

Дифференщальные параметры Р, и РБ, равны одипиц® и направ- 
лены впаружу кратчайшато разстолныт, т, в. Р, маправлень по поло- 
житодьной оси Х‘”", & Р,-— противоположно ой; поэтому формула 
(1069) въ примвиеши въ паслоящему примёру ласгь сядут щео: 


{ И 
А 181 12 (о — 201) 
т + ? 


& изъ формулъ (1071) окажется: 


'__ ор ть 2х 5 вт бор’ — тг) 
а ен жыЙ 1 (4079) 


7 Мао + о о 68 (вор — 0) 
х ви .--:. (4073) 
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И 

Слбдовалельно, ироэкии скоростей /точеко на плоскость 
перпендикулярную кз линби, соединяющей положеная точен, че. 
измоняются вслъдстое удара; измпняются только проэкии 
скоростей ь эту динлю. } 

Полученныя формулы обыкновенно ириибнлютея/ хъ вычиеленио 
розультана, соударешя двухь шаровъ; положив е=0, получимь фор- 
мулы для ноуррутихь шаровъ, а при е == 1 — для/влолив упругихъ. 


Примфрь 168-й. ДвЪ тяжолыл маторьяльных тозлии (массы 9 и и, } 


связаны одна съ другою перастяжимою гибною Ши о длины Т; вь мо- 
менть #=0 об он№ находились въ начал коордицать и первая ио- 
лучила начальпую скорость & по горизонтальной/ оси Х*Ъ, вторая же 
не получила никакой начальной скорости. 

Онпредфлить движене этихь точешь п изелфховать весь рядь носл\- 
довательныхь соударешй, совершающихся черезь ппть, предполагая, что 
коэфищенть возстановлешя е цити извзетень, 

Въ этомь случов уравыено связи, паходищейся въ состояши напря- 
жешя, можеть быть иредетавлено такъ: 

о В а 
Р— (фа (и) =0, 
слвдовательно: 
08 98 : 
ды = — (и — #3); д, == 2 — 
93 ь 93 ` 
ди =— 2—9 „2—9, В ==, =1. 


0Оъ самаго начаха движеше точек будеть совершальел по закону: 


9 


= Е = 8 
2—0, 9 аз 0, 9 р 


такъ что кратчайшее разотояне межху инми будеть параллельно гори- 
зонту во все время этой ее движеня и вЪ момент пачала, нерваго 
воудареня; этотъ момепть &, опредфлитея изъ равенства: 


1— (и — 2.) =0, т. в. #— 04 = 0. 


в 
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Координаты н скорости точекь в® эхоть момелть будуть: 


2 = м. 9 
= #==0, У ола рт 


’ в _ р ЛВ 
Я1 ==, #, == 0, Ул = =, 
поэтому: 


р ду 0% = 


2—9 р 8—8 
02 } д. з 

Такъь какь пролзводиый нервой чо уравцешл связи по у, и у 
равны пулю (потому что у, 1)» ТО проэкщи скоростей точекь па 
ось У”? пеизмВнятея велфлетно ударя; 10 же самое должно сказать 
п относительно веёхь поелвлующихь ударовъ, а слфдбвательно движеше 
точекь параллельло оси У°"Ъ но иретерифваеть никакото Явы нен!я, такъ 
что крадчайшее разстолше между пимп остаетсл всегда параллельным 
торизояту. 


тт. би’ т я 
тот 2 т = т; 2} 
, то т; — те 
Хы == ее = Е 
’ 11 Г , , 
Ха (АН =); Хы Хы == — 0, ' 
21 ть ть ( и ); п 21 ] 


Посл этого движеше точекь будеть совершаться по закону: 


2) / И к, 7 
и ==-ыхы @— 8), ===, %==хы @—), 


лока пе наступить момепть #, втораго соударевя, который опредфлится 
нзъ уразнешя: 


В—(и— в) =0, т. 6. й— — (1—1) =0; 


одить изъ двухь корней этого уравиеля сеть #, другой $»: 


р 
=и-н == 
Вь этоть момепть #1 — а, = —1 & скорости точек по оп Х®ъ 
суть х:: и х,1‚, поэтому теиерь: 
98 98 тит миг 
0% 00 2, 2 В ВЫ Л — тт, 2? 
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и скорости точекъ поелв втораго соударения будуть: 


Ре. т, р Я дн Жи? 
Хе — Хи и, (и —хы) (9) = эт, +1» ? 
‚ Я т, ое п Е 
Ход == Ха + ть (Ха-ха) (1-2) = т чт, } 
р 
й ’ т й 2 
Ха — Хв== — (Хы — Ха) = 0%". 


Продолжая такимь же образомь далфе, найдемь, чхо промежутонь 
времени между момептами ударовь (2% -— 1)-вт0 и 29-аго имють вели- 
чдну (27: 0.7" —1), &, потому: 


й 21 11 1 1 
п ие 


Скорости точекъ посл этого момента будуть: 


те т р и 
Я — и 5 =) (1 ей —.. 5” = 
бы + 
ни, * 


7 он 
(= Е (1+ =) (1 —е-н —...— 5” 1) 


& координалы точекъ въ моменть „+1 будуть: 


т 22 1-- Ев 
() а == -- жи, & Те (аа 5 
Е 2 


сли ‹==0, 10 посл нерваго удара обЪ точки будуть продолжать 
движеше по нараболамь параллель нызеь той, которую описиваетъ ихъ 
пептръ инерши; дальдЪйнихь урдаровъ не будеть, потому что разетоя- 
116 между точками будегь оставаться ностояпвымь, 

Если = ==1, скорости точек поел 2-го, 4-го,.... н вообще послё 
зезкато четнато удара будуть: 


(5) ==а, (х,)»„=0, 


& посл велкаго печегиаго удара: 


28. — ^ 2атъ 
$ Е =. 
(Кн “ки, (5 а ПР 


53* 


= р 


Абциеем точокъ въ моменты нечетныхъ ударовъ: 


4 ти (® — 1) 4? т (в — 1) 
(а) == 1+ о: (ии = и › 


а въ моменты четныхъ ударовъ: 


41 т Аа % 
1 (=), = а 


(#)» = — т, 


в, 


На чертежф 173-мъ представлено хвижеше въ случа ли, = Эти. 
Прим р 164-й. Три матерьяльния точки 7, , У, и, пелодвержепныя 


никаким силамъ, находятел въ сдфдующемь состояние па, илоскоети ХУ: 
% 


=, 98 80, = 
И =0, 9. =0, у —=40—; 


опредвьдить, какъ будуть онф двигальея иосяз воударешя, которое про- 
изойхет® при ветру точками свази: 


2 
(и — 21): — 9) — (и. — 9) @—2)—@>0. 
Ока : Те р 3“ 
кажется, что ооухарене произойдеть въ моменть =; Въ 
этоть момецть координата у. равна &. 
По амфющимся формуламъ найдемь, что 
Я 28 5 3 я пи тт @ 
ть та + пы (и -- Я) а в в 
и 410 скорости точекь нослё удара будуль таковы: 
С. 27 ия 72 ть 
ХЕ 84 (1-8), п == — Фа =) 


Ры —9), У =0, ху =0, 


Уз =— в" а(1 +). 
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$ 178, Ударъ снегемы матерьяльныхь точекъ, связан- 
ныхъ улержизающини связами, о связь неудерживающую. 


Когда малорьяльныя точки системы связаны нфеколькими удер- 
мивающими связями: 


10, при вычивлеши улара, проиеходящаго ири вотрёчв точками не- 
улерживающей связи (1062), предполагается, что скорости точекъ 
уловлотворяють равенствамь (493, 1,2,...1) (тр. 851) но только 
до и нося улара, но и во все время удара. 

Чтобы получить уравношя, выраяимолия измёненя скоростей то- 
чокъ въ течение удара, состапимь диффоренщальныя уравнешя дви- 
жешя точек, подверженныхь задаваемымь вилаль и реакщямъ свя- 
З0Й 31, 8,...8,, 8 и произведомь над пими интегрировано по вре- 
мени въ предзлахь оть & До # (тд ® ость моменть начала удара); 
получимъ елблуюния равенства: 


925 __ , 98. д8» ав .. 95 ) 
ттт, На ЕЯ ди, р == го 

а В ВО 
а с мы 


0% . 98 


@2: р Е 
9 7-й де; >} 


Е. ’ 981 
ТТН 


дв» 
о 


т: 
$ 


$ : $ 
пи = 4, во = |. 41. = 4, 1= | №4. 
“ & о 


& Г 


` 


Можно доказать, что и въ этихъ случвяхъ разиость: 


#—(%)..-- р ....... (4075) 


нопрерывло возрастаеть съ возрастащемь интеграла, /. 
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ля доказатольотва, соетавимь изъ уравнешй (1074) влблую- 
щы (р-н 1) разелетва: 


(ыы Ра -н еРь--... Ру, =0, | 
Ро иРи-ныРь-=.. Ру 0, (1076) 
као оо обо \ 


Ре Ри-аР зн. -Нв,Ру=0 


р” 


изъ которыхь исключимь р величинь ра, М... р,; ЗАФЬ Ри, 

Р.,.... ву1ь выражешя внла (520) стр. 358, совтавленныя изъ 

чаотныхь производныхь отъ зв, 81, 8,,... ЛО координатажь точекъ. 
По исключении, получимь сябдующее равенство: 


а & 9 ; 
#—(®)] в, ==70,........ (1077) 
ГВ; 
= Ро Ра, Про вой | 


Но изь твори опродвлителей лэззстно, что симметричные опре- 
дфлители такого вида, какь ДЮ или производная оз 7) но Ру, рав- 
няютея суммамь квадратовъ н%еколькихь спредфлителей; поэтому 
отношеше разности (1075) въ интегралу 7 раввлетея величинВ по- 
ложитольной. 

Изъ этого слёдуетъ; чго если въ моментъ & скорости точевъ си- 


48 
етемы таковы, что Е) моно пуля (® тогда только и можеть п]о- 


ы ; аз 
пвойтя ударь), то въ точенйн удара величина ‘,, 
растал, должна когда иибудь обратиться въ пуль; тоть момелть т 
времени, когда это произойдегь, есть момонть окоичашя перваго 


акта, удара и изчала втораго акта. 


непрерывно воз- 


Величина цитеграла: 


опредвлитея изъ равенства: 
@в\ 1 др 
л=—(@®) р №,........... 018) 


Что же ‘касаетоя до воличишь прочихь иптеграловь ул, р... 38 
зремя перваго ааа, то нётъ надобности заботиться объ ихь опред- 
лени, потому что, какъ сойчасъ покажемь, они могутъ быть совебмф 
исключены изъ уравненй, служащихь для опредзленя екоростой то- 
чекъ по окончаи удара. 

Еюли © есть коофяцщениь воэстановленя связи з, то интеграль 
1, за веб время удара, будеть равенъ (1 -н =); означимь черезъ х., 
хх» ВОДиЧИНЫ интеграловь 4, фаз. . - 16, 38 ТО же вамое время. 

Изь Зи разенетвъ вида: 


98 085 з 93р 
т, = у а да, =. На ы 2251-е) (1079) 
Можно исключить р множителей х,, х,»..... ..Хрз Тогда ПОлучинъ 


Зи — р==н равенетвъ такого вида, какъ, напримврь, олёдующее: 
р з Ы 


„й , 98 08, 08...08 
ян (в —х,)-= Че; (1 — ©), ан и 


к бе 
Яо 95 — 0,.(1080) 


98 
т, (ва — Х) += То», (1 в 


И, 98 да 93 98р = 
| т: (2, %) Уд, 1 —- =), ода" 


11$ з==р-н 1; изъ этихь равонетвъ и изъ д равенетвь вида: 


1= 
к 1 
> 


1 


Е х/-= -® т р р :) + =0... (1081,1) 


9%; 
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можло вычислить величины скоростей ху’, у, х,,....Й, ВОВХЬ 


8 
чочекъ системы по окончаши удара. 
Олфлуеть здесь замфтить, что равенетвь вида (1080) могуть 
быть получены еще другинь образом. 
Сосгавимь дифференшальныя уравнешя движеня точевь дан- 
БОЙ системы, введя въ число приложенных къ точкамъ силь также 
п реакши связи з; эти уравнешя будутЪ тавя, хакъ: м 


Е д 
ия Х, = Е 0; ` 


изъ отихь 3% уравиешй исключиыь р множичелей №, ^„,...^„, по- 
лучинь Зи — р ==н разенсивъ такого вида какъ, натримврь, сл- 


хующее: 


98 98, 08 08 р 
Х—тя” НЕА, ор оо Е 
Хуб тн 8 ша бб» № 


де,? дх,? дн»? 


0%, ==0.:.- (1082) 


ооо ааа ааа яние 


а 28; 08» 935 


Хотя - о Е 92989 ВЕ 


Эти равелетва прижбнимь къ какому либо моменту удара и про- 
узведемь мазь ними интегрироваше по времени зъ нредЪфлахь оть &, 
до = 35, 1. 6. оть начала ло конца удара; при интегрироваяи 
шадо принять во зиимал1е: 

1) Чо пынульвамы пемгновенлыхь силь за время удара должно 
пренебречь, но ихъ ничтожной малости, 

2) Что въ частныя производныя отб в, 8, 8,...8, должно 
подставить вифото # — моменть &, и координатамь точек должно 
дать т значешя, воторыл он изоть въ моменгь #,, нотому что 
продолжительность удара предполагаетел етоль ничтожною, что въ 
течензи оя маторьяльныя точия перомветиться ие усивалоть. 

Въ силу втораго изъ этихъ замфчани, величины частныхь иро- 
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ИЗВОДНЫХТ ОТЬ 3, 3, 8,... 8, ПОбТОЯНИЫ ВЪ течения всего времени 
удара, поэтому, очевидно, иптегрируя въ вышесказанныхь зред\флахь 
уравнешя (1082), получимь равенства (1080). 

Слфхдовательно, при разечегВ удара системы матерьяльныхь 39- 
чекь, связанлыхь удерживающими связями, о связь неудерживающую, 
можно поступить слфдуюлщимь образомь: 

Надо составить тв (Зи — 0) дифферениальныя уравионтя хви- 
жешя системы, которыя незаключають множителей №, №,,... р 
свойственных удерживающимь связямъ; въ этихъ уравиойяхь надо 
заменить разноеги: 


#! ! 
тд, —Х, ту; --У, те, — И, 


разностями: 
/ 
т, (5—9), т (р 9), та, — 8), 


а мпожитель ^, свойственпый поудерживающей связи з, — веллчиною 
4 (1-н=а), тогла получимь 8и —® уравпенй, которыя, вифетВ еъ 
равенствани (1081), нослужать для опредфленя скоростей точекъ 
поелв удара; величина интеграла «/ выразится формулою (1078), ко- 
торую можно получить изъ уравнений, относящихея къ первому акту 
удара. 

Если декартовы координаты точекъ выразимъ номощио н цозавиен- 


михь коордипалимхь нараметровь 0, 4»,... 04», Тавь что пеудержи- 
вающал связь выразится услошемъ: 


в ((4:, 4,....9, 0) 20, 


то составимъь Лаграйжевы дифференшальныл уравиеня: 


а _ ЭТ 28 
о ия НЕ Ау -*-›--- - (644, №) 


и во вторых частн этих уравнешй нодетазимь значещя координатпыхь 
парамегровь и скороетёй @01’, ор’... он въ момевть вотр®чи еп- 
стомы с0 связью а, а вмфето # подегазимь #,; затВмъ произведемь падъ 
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уравнешлыи (541) интогрироваше но фвъ продвлахь огь ее 
причем прямемь во вняман1е, что питегралы 


[С 9,4 


за это время будуть пичеожно малы, то получимь слёлуютая равепства: 
=. (1 1083, К 
Вы, ( НЕ) возе55( ‚КЮ 


Величина интеграла У олредфлител слфдующимь образомъ. 

Озпачимь черезь п}, Ж› ...Т» Значетя величин 12, 2... «Дн ВЪ 
моменть т и черезь х, Х,, ... хи знэлешя величинь 9, ду... Чи вЪ 
тоть же моменть. Иптегрируя уравнешя (541) по времени въ пред%- 
хахь отъ $ до т, получимь равенства: 


7 88 ( 
т, Ри. нь... (4084, К) 
Возьмемь равенства (548) стр. 878-й 
о в, => ст ое № т А, 


7! 
ПН И оо 


изь нихь н изъ равенетвь (1084) получимъ: 
й 2 д8 98 
№— 4 = 7 (в от а, Н.Л, не а =). (1085, в) 


Помпожнвь это равепетво па частную производную отЪ 8 1о 4%, ©0- 


стазивь подобпыя же выраженя для е, разлаго 1, 2,...н, н еложивь, 
иолучныь: 
е=н &=н е==н 
__ м! 98 д8 <’ 98 
0 я ЧН тт Е (4086) 
е=1 ПЕ в=Й 


нотому что скорости въ момеитъ т удовлетворлють равенетву: 


98 д8 98 98 
НБ №№ -я = 0. 


Величина «7 опредфлитея изъ равенства (1086); зная /, опредфлимъ 
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скорости точекь но окончащи удара изь равепетвъ (1083, #) нли изъ 
равенстве: Г 
= 


Чаи = а--) У, №... .(1087,®) 
8=1 


Прилючаще. ели снетема точекъ, связанлыхь удерживающими свя- 
ЗЯМИ 8; 82, ..- Вр была спачала въ нокоф и въ нфкоторый моменть 
получила, совокуппость мгновенных» толчковь, го скорости 91,9%, -. Чи» 
ирюбртеплыя велёдетве этихь мрновенпыхь снль, опредфлятея изъ 
сиздующихь выражешй. 

Произведемь надъ Лаграшжевымл уравношиамн (531) сир. 867 пн- 
тегрировашя по # въ предфлахь отр нуля до $3, т. е. за время дфйстия 
мтновенныхь сить; нолучимъ: 


Е 2,=9,,.......(1088) 
ГД 
$ ие, $ $ 
р 9% д. р д= р 
о |= (= | хина [уно | 2,4; 
5 5 “7% 5 5 


& скорости выразятея такъ: 
ЧЕ = НА, 9, + ЛО, -н... 19. . (1089 К) 


Отсюда слфдуеть, что для того, чтобы сообщить похоющейсл епетем® 
точекь совокунноеть скоростей 9’, 4,,... 0») иеобходимо ириложлть 
въ пей такую совокупность мгновенпихь силь, чтобы составляюлия во 
координатнымь параметрамь имнульса всей совокунности били равны 
1, оз. . Юн Шо этой причин воличитя Дл, Ру...» мовуть бить 
названы олинулосалми, вехи величины 41, 4,... 4» можно пазывель 
скоростями. 

Примфрь 165-8. Четыре матерьяльныя ‘точки №, М», М.,, М, 
связаны между с0б0ю номвлерьяльпыми стержиями 24,№., М.Л.» 
М.М,, М.М, одинаковой длины 2; массы вофхь четырехь точекь оди- 
изковы и равны 2. Весь ромбь заключается въ плоскости ХУ, вь ко- 
торой движетел постунательно, нараллельно положительной оси те 
причем точкн ЛИ, и Л, дрижутся вдоль по огрицалельной части этой 
осн (черт. 174-й); это движеше продолжается до вотрфии точки Л: съ 
осью Х%5; опредфанть результать удара чочки М, о преграду: 
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— 9: >20, преднолагал, что коэфищенть возстатовлешя = этой преграды 
извфетень. 

Пусть И означаегь величину скоросхей точекь въ моменть пачала 
удара; скорости эти мараллельны положительной оен У‘, Означимь 
черезъ ф, величииу угловь №.1,2М,, М.М. М., в момепть пачала 
удара. 

Такъ какъ точки Л, н М. не сойдуть съ оси У*® во время удара, 
то положен системы можпо внолиё опредфлить двумя перемиными: 
орлпиатою у, центра иперши С’и величиною ф угла ММ, Мо; коор- 
дипагы всфхь чезырехь точекь выразятел слфлующимь образомь в% 
этихь двух? координатныхь парамегражь: 


Я =0, == щф, 2, ==0, д; == —{5щф, 
У =, = 1009$, У=5У,, ==, 1008$, И =, 
ноэтому живая сила системы выразится такъ: 
72 р го 
Р=т (2 (у, -й()), 
а пмиульем р,, ро выразатся въ окоростахь Ус н ф’чакъ: 
8 ое бо 
р === 4ту,, №=2тРф. 


Живая сила, выразитея вф имнухьеахь такимь образомъ: 


2 ® 
$= |4: 2 |; ее й ы 


2 |. 4% 2. и 42% * 52 — би ° 


Апалитическое виражеше иретрады: 


— (/,— #039) > 0; 
поэтому: 
98 9 пе. 
у: —— 1 % =, 


Формуха (1086) въ настоящемт случа будеть: 


—У-- Ла в) 0, 


Ат р 


= формулы (1087) дадуть сдрдуюля величипы скоростей посл удара: 
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—. ИБО 
1(1-- 212 фо) * 


а: У(Е-н =) „ 27 (1 -- 
У Й В (+) 


Примфрь 166-й. Ромбъ М, М. М.Л, состонеь изъ четырехь рав- 
ныхь матерьяльныхь стержней, связанныхь шарпирами въ верщннахь 
‘ромба; стержни одиородны, длиий важдаго изъ инхь р мас6а И, мо- 
менть инерШи стержня вокругъ середины его пусть будеть ий. Видь 
ромба и движен!е его въ моменть вотрфчи оси Х*"® съ точкою Л, та- 
ковы ще, какь въ продылущемь прим%р%; опредфлить резульгаль удара. 

Коорлипаты центровъ иперщ!и сторжней п угловыя скорости ихъ 
виразятся такъ: 


м. м, м, м, м, М, мм, 
54, 551, —о Раф — ИФ, 


1 1 1 1 
51008, У, — 500039, У, —51003$, У, + 5 1905, 


й 7. 


ф’ — 5, ф — $; 


нозтому жнван енла спетемы, импульсы 2, Рон проия величины бу- 
дуть таковы: 


ТЕ (44, + @-+ 4) ($7) 


р =4ту,, р =@Ф-4Ю®то, 


МР р 1 
$=5 и +4 | ? 
Чат (2 -- 4?) У 
В -- 412 -- 4 зщ? фо? 


У 


И У (1-= =) #-- 4?) 47 (1 =)131 $0 
У Р-н 442 4 фо? Ф "= ЕЕ Фо" 


Примфрь 167-й. Тоть же самый ромбь иаходится въ поко% на го- 
ризоятальной нлоскоетн и къ точкв К сторопы 1,1, (черт. 175-й) 
приложень имлухьех Р, порщенликухярный къ изправленю этой ето- 
роны. Отл такого толчка ромбь получить хвижеше, сопровождаемое, 
вообще говоря, измфиенемь угла ф, по прин пвкоторой величии раз- 
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стояшя М, К ромбь получить движеше безь измфиешя евоего вида, 
такт что узолъ Ф сохрацить пачельпую вехичину Фо; опредвиичь вехи- 
чину этого разстоялая. 

Озиачимь черезъ э величину угла, составляемаго направлешемт 
см, съ осью Х*5; живую снлу ромба можно выразить так: 


ТЕ [4-4 + + 4) ($6) |, 
& пыпульеь ПО координатному параметру ф — такь: 


— р дик 5 
== (= 605 ор И Фо], 


гв ®, и 9, суть коордицаты точки К: 
2, =, = 51 96032 — (1—6) в0зфзшь, 
У. =, -=озшфяшо-н ({— 8) 056055, 
$ есть величипа разстолья 20, а начальная воличипа угла э пред- 


нолахгаетоя разною нулю. 
Изъ разопетвь: 


= --4№ т О, ==Р@ — 150 ф)) 
сяфлуеть, что ф будеть равно пулю при всякой величин Р, если 
— 3 о, 


д $ 179, Дйетв!е мгновениьгхь силъ па свободное твер- 
ус дее тбло, 

Положимь, что къ свободному тверлому "Ълу приложены менозен- 
ныя силы, дВйствующия въ точенш ничтожно малаго промежутка вре- 
мени отъ момепта, &, до момента & = 3; пуеть 


7 


а — 847 — 
суть проэкщи па оси коордииать импульсовъ этихъ сить, & 


, 6, ...,@ 


координаты точекь ихь приложения. 

Для опредфлешя результала дёйствя этихъ импульсовъ, надо 
взять интегралы по & (въ продфлахь оть & до 5-9} оть мести 
дифференщальныхъ уравнешй (616, 4) (751) вр. 539-й; получим: 


мов, мир 
Пей 
М(,— 8) == >. оао мВ 90 (1090) 
9=1 
а = 9) — В, — В) = 


= У[6,—1)3,—©—59,,. 4091,8) 
ПЕЙ 


8. 9-0-ВВ-Ю-Р-Р)= 
= У[<—48,—&—2)8, ],..(4094,5) 


0, (В—В)—ВФ— 1) 2,4—%9)= 


= - У —2)9,— 9%, |. .(4091,0) 


“ 


1% А, В, С, ДО, Е, РЁ, суть моменты и произведеня илерти 
твердато твла вокругь осей, пораллельныхь осямь коордицать, про- 
веденныхь черезъ целирь инорщи зла; Р, 0, В суть проэкди на 


вт: 5 


ови коордипаль угловой скорости гла въ момень &-н%, а БР, 
9, №ь проокщи угловой скорости зь момонть &; х., у,” суть 
ироокции скорости центра инерщи тфла въ момепть & 3, а, 
Уе» 2 — проэкщи скорости этой точки въ моменть &,. 

Эти формулы опредвляють излиьноная вкороети центра инерции 
и угловой скороети тЪла волздетие приложетя къ нему данныхь 
импульсовъ; поелвдня три формулы (1091) значительно упрощалотел, 
если за оси Х“", У“* и 2°°° будуть взяты оби, параллольныя глав- 
вымъ центральнымь осяжь инерщи ‘гла; онё тогда получать елф- 
дуоций вилъ: 


УГ, (р ЕФ В) — ©)», з, (9 — 9.) = (),› 
6,В—В)=(©),......... (4092) 


гд8 вторыя части суть проэвщи на оеи координать главнаго момепта, 
имнульсовъ вокругъ центра инерщи ‘Вла. 

Изъ формул (1090) сяВлуетт, что скорость, сообщаемая щен- 
зиру инериам свободиойо пмьла маповениыми силами, имъеть 
направлене лавнало вектора ‘имиульсовь и равна величин заав- 
назло вектора, дъленной на массу тпыа, такъ что дФйстые нгно- 
венныхь силь на дентрь инерция тфла не зависить отъ того, къ ка- 
кимь точкам тбла приложены эти силы, & только огь ведичинь и 
направлеши их импульсовъ. 

Изъь фориуль же (1092) зидно, чте направлеше угловой скоро- 
сти, приобртаемой своболпымь твердымь тфломъ, вообще говоря, пе 
параллельно наиравлешто глазиато момента импульсовъ вокруг цен- 
тра инерши. Эти формулы могугъ быть истолковалюы талур > 

Если ко центральному эллитсоиду инерши провести каса- 
зиельную плоскость, перпендикулярную кз направлению мавноло 
момента ® импульсов», то направленйе уловой скорости, тюб- 
уттаемой свободнымг птьломз, будетз проходить через» точку 
прикосновемя этой плоскости кз эллитооиду. Въ самомъ дал, 
уравнене какой либо касалельной плоскости въ центральному 
эллилсоилу: 
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И 2 о 

ЗУ -н б, 2 ==0', 
тако: 

жа - Зду-н ба а=м0'; 


для того, чтобы эт& ллобкоеть была пернендикуларна къ направле- 
но %, надо чтобы координаты (2, и 2,) точки прикословошя вя въ 
эллипсоиду удовлетворяли равенствамъ ; 
Мото — Зоо бо2о 
® 5, 9, ? 
а эти разенетва, ма оспозанл формуль (1092), обратател въ вяв- 


луюния: 


По ДВ 2% 
РЕ, = 


9—% ВВ 


который выражаютъ, что твометрическая разность между угловою 
екоростью тфла въ момешть (#, -н- %) и угловою скоростью въ моменть 
+ паправлена вдоль не ралёусу вектору эллилеоида, соединяющему 
цештръ его съ точкою прякословешя. /7 


КВажлую совокупное» импульсовф мгповелпыхти сна, приложениыхь 
кь твердому "Ъху, можно, подобно совокуппости копечныхь спа (см. 
стр. 765), привести къ калопическому влду, зах пивъ ее импульсом, 
нахравленнымь вдоль по ипентральной осп совокупности ин парою пм- 
вульсовъ, дйствующею въ нлоекости перпендикулярной къ дентраль- 
ной оси; такую капоническую совокулность мтповенпыхь сихь Боль 
(ВзП} называеть йирий зе зотепей. 

Велкое возможщое безколечно-малое меремфщеше твбрлаго та 
молю разематризать казь безконечно-малое виитовое движеще вокругь 
ифкоторой центральной оси, т. ©, как» сосдинеше безкоиечшо малаго 
поступательного движезя иоралаельно этой оси съ безконечицо-мальь 
угловыхь вращешемь вокругь пел; Боль называеть элементарное поре- 
м}щеше ‘гвердато тФль еловомь #105 означающимь именпо процесеь 
вннтозаго движелная, Совокунпость скоростей, которыми обтадають точки 
твердаго тфла, можеть быть разсматриваема какь созокунносиь,скоро- 
стей зинтовато движешя тФуа вокругь центральной оси скоростей; Болъ 
пазывает»ь совокумпоеть скоростей точекь твердаго тВла #019$ оосйу. 

Комкдый ФЗ ихн каждая #018 обосИу) характеризуется и виолн% 
выражается шестью волнчишами; илть пзъ числа этих шести величить 
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опредфляють нфкоторый лфвый вить а имопио: наиравлеше цептрахь- 
пой оси опреявляотся ЯВУМИ ВОлПУиаЛиЕ (косинусами угзонъь этого па- 
правлешя съ двумя осями коордиталь), далБе, положен!е Точки нероеЪ- 
чешя центральной оси съ илоокостью, провехепною черезь пачахо коор- 
диналь перпендинулярто къ целтральной осн, опредфляотсл двумя коор- 
динатами этой точки на этой млоскости, навонець, одпа величина опре- 
дфаяеоть величину пала вннта, это — отношеве между зеличипою угло- 
зато перемфщешя п величллою постулательнахо перем ценя вдоль но 
центральной оси, & въ случа {09 оеосу — отвомешюе углолой ено- 
рости къ скоросхи точевь центральной оси. Шестою вохичиною м0- 
зкеть служить воличипа утловаго неремфщешя лли угловой скорости, 

Каждый зотепей или пирявие тетей также опредйляетея шестью 
велпчипамн, а именно величнпою главпато вектора сововунпоетн еидъ 


иди импульсов и еще натью величипами, опредвляю ими вунть, овь 
котораго совпадает съ центральною осью силь или пмнульсовъ и шагь 
котораго нзмфряется отношезтемь глазнато цептральнато моменты с0во- 
куппости къ зеличинв тлавнато вектора ел. 

Всяюй вонроеъ объ опредфление дЪйстя совокунпости имлульсовь 
па евободное или несвободпое твердое тфло можеть быть разематри- 
заемъ, какь вопросъ 0б% опредфлоти измфнешй, производимых, надь 
{456 офосйу бла, дойстыомь дапиато ии зе зотепей; точно такте, 
велкй вопроеь объ опредфленш движешя лданлато свободнато пли пе 
своболиато твердаго тЪла подъ влыемъ ханаыхь силь ость воирось 
объ онредфлели впвтовыхь двищенй гзла въ кажлый моменть движе- 
тия ноль вмянйемь хадиыхь зотейсй. Упомявутая на стр. 765-й (въ вы- 
москВ) киига Боли (ВаП): Те @иеоку оЁ а $6 №5; а Миду ш фе дупа- 
и1с8 оЁа м9 Бобу, 1376, представляеть нолытку изложешя механики 
тверлато тфла въ этом» паправлени. Недостатокь эета пе дозволяеть 
намтъ иозпакомияь читателя съ этою мохапикою вилтовыхь движевай 
тверлаго т\ла. 

ели свободное покоющевся чверлое тфло подвержено одной 
мтновенлой сил и если за 0ви коордипать взлты главныя цеитраль- 
ный оби инертии тфлха, то проэкция ча эги оси екорости центра, ннер- 
ци л утловой скорости, сообщаемыхь этою силою, выразятел ел- 
дующижи формулами: 


Ма, =, М8 -=9, Му =8,.......:..:.. (4093) 
9 р-=58 —с8), 34-0 —048, 61=а9—0%,. (1094) 
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218 М — мабва тва, а, 6, с — координаты точки приложения мено- 
военной силы, @, В, у, — проэмци па главных оси инери т%ла 
скорости центра ппорши, р, 4, ”-— проэкщи на тв же оси угловой 
©вороети. 

Проэвщи на оси коордипать скорости какой либо точки тверлаго 
трла могуть быть выражены помощю извфетиыхь формуть въ коор- 
диналахь отихъ точеюь и лъ поличипахь @, В, |, р, 0, и; совта- 
вимь зыражешя проэкии @., В, \о скорости 1ой точки, кф которой 
приложена мгповениая сила и замиимь о, 8, 7) №, 9," воличи- 
намн, подучаеными изъ форкуль (1098, 19094); получияь: 


ой е 02 ей Ч 
= (ин -5) Э& —3% 

а? г? а 6% 

59 (5% ея) Зч— 5, 
я 1 ры 2? 24 25 

% ны —Яв Эт 


Вторыл чаети этихъ фавопетвъ суть частпыя производпыя по 
$, 9), 3 оть олпородиой фупкши второй степени: 


кв, Зо 08 
ат РГ Е те 


о, ....,........ (1095) 


выражхощей удвооциую зедачину живой силы тфда: 
= Май ВА) рн Зе -н бя. 


Предетавимь себр эллипсондь, выражаемый уравнешемь (1095); 
черезь точку %, 3), З этого эллинеонна, ироведомъ касательную итос- 
кость, на которую опустимь порпендикулярь 1) изъ центра оллии- 
воида; продолжийъ ототъ пернендикулярь и отложимь на пен длину, 
равную (27:7), путь а, 9, 2, суть координаты копца отой длииы; 
эти координаты выразлтся такъ; 

д, = тез (Л, Х)= К а, У = в, 2: = о; 


54* 


я 
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слрловатольно, длина (27: 2), цостроенная какъ указано, изобра- 
жасть величину и нафравлеше скорости точки (а, 6, с) тВла, ввля 
соотвфтотвенный радтусь векторъ эвлипеоила (1095) предотавляеть 
величину и паправлено илнульса игновенной силы, приложенной къ 
ЭТОЙ 10чк%, 


ай 
Г $ 130. Дет е мгновенной сильт на твердое твло, имв- 
| зошее постоянную неподвижную 065, вокруг которой оно 
можеть врашаться. Центуь удара. 
^ Препозожииь, мо къ какой либо точк покоющагоея твердаго 
ла, свобода которато отравичена тэдиь, кавъ объяснено въ $ 138 
(стр. 673), приложена мгновенная сила; требуется опредфлить лВй- 
61816 отой силы па тёло и уларь на связи, 
Пусть %, %, 3 суть проэкщи импульса па оби кфординаль и а, 
6, с, — коорлинаты точки приложешя ИМПУЛЬСА, предположимъ, что 
ось Х“ проведена перпендикулярпо къ направлешю инпульса, такъ 
8 == 0 
Черозь иогрироваше лифферешиальныхь уравногй (948), стр. 
675, по # за время дВЙстття мгновенной силы, получиаеь слёдующия 
уравнешя: 


А ЕН оба орон авоыю (1096, а) 
М, = ин, ть . (1996,8) 


И... ...... : (4096,6) 
„—=-— ЕВ -—,... (1096,4) 
а, —=— Ю.В = —ч8 -4%.,...... (1096,6) 
О (1096, Г) 


тб р, ра, Ма, № 05 СУТЬ имнульсы реавций связей. 
Посяфицее изъ отихю равопетвъ опрежфлить величину угловой 
скорости А вокругь оси 2”, получаемой тбломъ велблетв!е дЪйствя 
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гновенной силы; проэвци ©, В, скорости центра инерции та вы- 
разятея такъ: 
а. =—И, В=4И. 


е 


Опредфлимь условя, при которыхь точки опоры оси вращения 
тЪла не попытывают® улара при дфйствит мгновенной силы, т. 6. 
уловы, при которыхь в, м» №) в. И в, равпы нулю. 

Изь уравпешя (1036, с) слЗлуоть, что и, будетъ равно нулю 
ели 8 =0, т. 6., если имнульеъ будеть порнендикулярень къ ови 
И 

Если 3 = 0, 10 нзъ уравпетя (1096, е) окажется, что ш, бу- 
деть равно нулю при тожъ услови, чтобы 0), было разно нузю. 

Изъ уравнешя же (1096, @) тогда окажется, что №. будеть 
равно нулю при уеловзи, чтобы у, было равно нулю, т, е., цеятрь 
инерции тЪла ложжень заключаться вЪ плоскости ХИ, или, иначе го- 
ворл, импульсь долженъ быть перпендикулярень пе только к® оеи 
2%, но и ЕЪ плоскости, проведенной черезь эзу ось н черезь цеизерь 
инерции тфла. 1 

Для того, чтобы №, нь, были равны нулю, падо, чтобы были 
уловлетворены слфдующия равенства: 


№1=9, 9-ЕВ, 


Э (ме —1)=0, 96-Е 0. 


оС, 


Первое изъ этих равенствъ опредфляеть коорлипату @ точки 
приложеня мгновениой силы; изъ ного слфдуеть: 


== 


т. в. мгновенная сила должна быть приложена къ одной изъ точен 
оеи качаний (см, етр. 681) тфла вокзугь овй 4“. 

Второе изь предылущихь равепетвь опрелфлясть коорлипату с; 
изъ ного и иЗЪ только что полученпаго вырмкеопя для @ влдуоть: 
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«М, — № =0, 
410 можно паписаль такъ: 


ит 1 ь 1 
@ Ут — Утег==0, Упе-да=0. 
Проведемь чорезь точку прихоженя мгновенной силы плоскость 
периепликулярную къ оси &, пусть точка КЖ есть точка нерееЪче- 
шя этой плоскости съ овю 0””; условя: 


ПД. — Му =0, Е — сМа, =0, 


то ость: 


С Утёе—ду=0, Уте—092=0, 


выражалоть, что ось И“" должна быть одпою изъ главныхь осей эл- 
лииеонда инерции точки А, 

Сопоставяяя вс найдеипыя условя, можемь сказать, что дия 
пою, итобы мановеиная сила, че сообщил твердому змьлу удара 
0 точки опоры сло неподвижной оси врелщеная, необходимо: 

1) чмобы направлеще мимовенной силы было пермендику- 
дярно ко плоскости, проведенной черезь ось вращешя и через 
центурз инериаи тиъла, 

2) чтобы направлеще линовепной силы закмочалось в% пло- 
скости, перпендикулярной ко оси 2^”" и проходящей черезз та- 
кую точку К этой оси, для которой ось эта была бы злавиою 
осою инерщи, 

3) в чтобы кразпчайшее разстолнле направлетя мановенной 
силы отзь оси И” равнялось бы разстоянио оси качанй твер- 
дало зильла вок оси 20° от этой оби, 


Точка пересфчешя направлемя мтновенной силы, удовяетворлю- 
СЯ отимь условылиь, св осью качаю называется уе/итуроме удара, 
воотвуствующинх выбрапной оси врашени, 


7) 


и 
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`$ 181. 0 соударещи двухъ твердых твлт, 


Два вая либо тверлыя тфла имзли каков бы то ни было лви- 
26116 и въ нёкоторый комент столкнулись; требуется опредвлить 
фезультать ихь воударены, принимал въ разсчеть треш между ними, 
развивающееся во время процесса удара; предполатается, что между 
тВлами только одна точка прихосповеня. 

Общую касатольную плоскость обоихь тфль возьмемь за ило- 
кость ХУ, а точку прикосновешя —— за начало координать; иро- 
экири скоростей ценерювь инерции тать, угловыя скорости и коорди- 
пазы центровъ инерции обозначимь слздующими буквами и знаками: 
Я, 9, а, — координаты центра инерции первато тфла, 2., у, & — 
втораго тбла; а, В, у, — проэющи на оси коордлнаРь скорости 
центра инорщи перваго тЪла въ моменть начала удара, @„, В», №» — 
втораго тфла; 2’, у; @ — прок скорости центра инерции пер- 
заго тфла въ какой либо момонть удара, 2., из» 25 — втораго ‘вла; 
ФЗ, ©, М, — проовши угловой скорости перваго тфла зб момент 
начала удара, №, О, А, —въ какой либо другой моменть удара; 
3, ©., З, Р,, 9», В, — соотв®тетвенныя величины для втораго 
твла; 4, ВБ, С, О, В, В — моменты и произведения инерши 
порваго тбла вокругь овей, нроводонныхь черозъ ого центрь инершх 
параллельно осямь координать, 4, В., С,, Д., В, №, — моменты 
и произведеня инерши втораго тВла вокругъ 006, нараллельныхь 
осямь коорлинать, проведенных черезъ сто центрь иперии; №, и 
М, — массы твль. 

Межлу тфлами, в» точкв ихъ прикосповеня, лВйетвують; по 
нормали — редвщи, а въ касательной плоскости — ситы треш. Но- 
ЛОЖИмЬ, 410 положительная ось 22°” совпадаеть еъ тою частью 0б- 
щей нормали, которая направлена внутрь перзаго тфла и означинь 
черезъ » величину реакции, ДЪйствующей въ какой либо моменть # 
0 стороны втораго твла па первое; эта реакция направлена по п0до- 
птольной осп 2””, рвашшя же, дЪйствующая со стороны перваго 
"Ала па второе, направлена по отрицалельпой оси @””, но ижветь 
ташио величину №. Ознатимв черезь 1, №, проэкт на оси Х®” и 
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У" сллы трешя И, дЬйствующей въ тоть 6 ноелть # со стороны 
втораго та на нервое; проэкщи силы трешя, действующей ео ето 
роны перваго тёла па вторало будуть равиы (— 2.) п (о 

Относительно силы трения, предположим: ` 

1} ч10 если проэкийи скоростей соприкасащихел точекъь обоихь 
твёрдыхь тВль на общую кабательную плоскость не равны по воли- 
чилв н по направлентю, то величина силы трешя равла АА, а па- 
празлоне силы трешя, приложенной из точк перваго тВла, противо- 
золожно направленно геометрической разности между прозющями па 
общую касатольную нлоскость скорости этой точки и скорости токи 
прикосповешя втораго тфла; ость отвлечениая лробь—коэфицтент 
тронгя между ланныйи тВлами: 

2} вели же проэкщи скоростей соприкасающихея точекъ равны и 
одинаколо направлепы, 10 == х^, гд х можеть ныть веякую ве- 
зичину от нуля до &. 

Озиачимь ч6]0зъ 93, %, Ф) слВхующе инпульзы за время отъ 
момонта и, пачала удара, до какого либо момелта 2 этого процесся: 


$ $ 


$ 
вам, х=| Р,&, о 


® и и 
такъ 370: 


=), 


43} 2 
—Р....... (4097) 


Изыфиеия скоростей центровь ипорщи тЪлъ и угловых екоро- 
стей подь влашонь этихь импульсов за время 025 & до & опредв- 
лятся изб двфиадцати уравненй (хля сокращешя, выиисываемь по 
одному уравнепно изъ каждой группы): 


М2’) —,...(1098) Ма’ -——х,...(4098} 
4, (2—3) —А (9—9) (п. 9) = 2,9) — 9:3, . (1 100) 
А, (РВ) — В, (9—9) -—В (9) =у3—29.. (1 100) 


Ращнвъ три уравиевя труппы (1100) относительно разпостей 
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—), (@— 95), (В, — №), полузаиь слбдуюлия выражешя 
этихъ разностей: 


9—0, = М 5 
Е (РЗ =| 28 а В -П|, 
ух — 29, —0, в 

А» &9 — и3, — В 
(9—5) =| — Е, 28 — ах, — Л |, 
— А, и — 29), [ба 

А, — Е, 89 —у3 
Же = =| =*№ ее |, 


= И 2 р, ух = - #8) 
К, = А, В, С, а" же РУ И 


ели въ этихь выраженяхь замвнить значки (,) — значками 
(>), то булемь иифть выражения для разностей: 


И, № го —9., % а и 


тв самыя, которыя нолучимь черезъ рЬшегие уравцелй групшя (1101) 
относительно тВхъ же разпостей. 

Озвачимь черезъ 2’ (0,), У (О,}, 2 (0;) проэкцих на оси коорли- 
иать скорости точки прикосновеня нервато тфла, а черезъ # (0), 
9 (0), = (0. — проэвщи скорости точки прикосповемя втораго 
тфла. Ударь между тзлами происходить только въ толь случа, осли, 
въ момент # прикосновешя тфль, проэкци на ось 4” скоростей 
воприкасахщихея точекъ удовлетворають неравенетву: 


(0) —#%(0.) < 0. 


— 858 — 
Знаки разностей: 
и, (9) — (0), 9 (0) —% (0.) 


зъ моменть начала удара могуть быть каже угодно, но, тавъ как 
выборъ каправленй осей Х“” и У”? совершенно свободенъ, то мы 
можемь расположить эти оси такь, что об разноети будуть ижбть 
знаки положительные. 

Три вышенриведенлыя разлоски выражають ироэкцйи на оси ко- 
орлипаль геометрической разности м между скоростями точекь О; и 
0, въ момелть {,; ознамимь черезь © прооицио на ось °”” и черозъ 
Т-— проэкцио на плоскомь ХУ, гоомотрической разности между 
скоростями этих точехь въ какой либо моменть # удара, а черезь 
ф — утоль, составляемый направлетель Г съ ноложительною осы 
Х, такъ что: 


Уз == (0,)—#(0.), Тзто=у (0) —9(0,), 
И—=2(0)—#(0,}; 


0., Г., Фо суть величины скоростей (7, Г и угла ф въ момент &,. 
То извзетпымь формуламь кинематики твердаго тра составим 
выражен! : 


УзФ— ТУ, 608 Фин, 2 (9—5 )-н а, (В,-— 9) 
—2 (5, — 9)-н9 (9, —В) 


и два друпя для (Узтф — 7. зтФ) и (И—0,); при посред- 
ств равенотвь (1038) — 1101) выражения эти получать слёдую- 
ПИЙ ВИД: 


Уф — 7.030. ==а% +1) + 63,....... (4402) 
ТУзше — Ито, =/& -н 9) +18,,...... . (1183) 
П—-П = + 68,...... . (1104) 
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В @6, с, й, е, Г суть изкоторыя фуцеции второй степеии оть 
2, и, 2, т, у» 2, которыл можно опродфлить пижосллующиень 
образомъ. 


Зоставимь выражене разности: 
5— 7(Х 05 ф-- т 9) -- 03 — И, (Х возф, = 
= Это) — 0 3;......(4165, 1) 
но формухамь (1102 — 1104.) опа выразитея иоетичлецомеь : 
8 — 4%2-+-9)° -н с3*-=- 289) 3 - 8.3% -= 21х95)... (1165, 3) 


а но тВмь формуламь, которыя предшествовали формудамь (1108 — 
1104), она выразится такъ: 


в (в - зе) нак. .. (1105, 3) 


тд 
(9—8). — №) + @©8—20 0—6) 
- (иХ— 49) (В, —,;...... . (1106) 
А, > Е, Е Е 28) => у3 
— . В, = 4 == 8 
В. =— ! Е ... (1107) 
= 78) 5 р, С, ух А 29) 


#9) —и3, в — 2, их — 29, 0 у 


и подобное ме выражеше для Мо; олфдовалельно, вышесказалиыя вели- 
чины @, 6, с, №, е, Г суть коэфищенты у &*, 9)°, 3%, 29)3, 28%, 259) 
въ выражен (1105, 3). 

Величина © по формулЪ (1105, 8) выражается фупещею оть им- 
пульсовь &, 9), 3, если Н, п Н. будуть выражены опредфяитолями вида 
(1107); съ другой стороны © можеть быть зыражепо функл1ею прира- 
щен скоростей целтровъь ннериш и прпращешй утловыхь скоростей, 
фупшиаиею, позаключающею пыпульсовь; для этого вадо исклютить 3% 
И, ин И, моменев импульсов: из» 77, (1106) — ири иомонци равенотвь 
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(1100), пзь И, --при помощи равенетиь (1101), кромф того, надо ис- 
илючить пмнульсы изъ иерваго члена выражезия (1105, 3) при иомощи 
равенствъ (1098) (1099); составивъ тахос вяражеше для &, увидим, 
что 9 есть удвоениья живая сила схоростей, ирзобрфтеннихь тфлами 
за время оть мометиа &, до моменга &, а именно 9 ==, + 5., тд: 


= М, | фан! ВАН м] -- А Ф-- 
-- В, (9-2 +9 (®— М — 22, (9, —© (В—Я)— 


8 (В, 91.) (Г, 3) Ра (Р, $) (0—2), . ‚(1 108) 


и подобное же выражене для е 

Живая сила ость зо воякомь случаз величина положительная, по-^ 
этому © иметь воличину положительную. Возьмемъ выражение (1105, 2) 
п предетавимъ его подъ схбдующимь видом: 


8-4 (& =” 8} 5 ( ых №48) + 0,3% 


уз в (— 0) 
ВОИ, Я-А ЕР 


[2 
отеюда можомь заключить, что а >> 0, ай — {>> 0 п что 
А —- 466 — ай — 6 — СТ? - 216 > 0; 
тэнимъ образомь мы можемь убфдиться, что: 
а>0, &> 0, > 0, в—#> 0, 
|... (4109) 
ва—#> 0, 6—0. | : 


Исключивъь изт равепетвь (1102), (1108) и (1104) импульеы 
$ и), получимь слфлующее равенство: 


#003 (и, 4) — % 603 (4, @) = ЕН отв (1110) 
т: 
#в0з(и, @)==7(605Ф603(@, Х)-= зпирсоз(@, У))-= ло5(@, 2) (1141) 


® 608 (@, Х) = — 6, пооз(@, У) = — йа, 
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1603 (@, 4) =%— 1, 


п = -- УФА — еб -н (6 — ва + (8—1). 


Такъ какъ Л, жи 3 суть величины положитольныя, и такъ какь 3 
непрерывло возрастаоть во время удара, то равенство (1110) выра- 
жаеть, что проэкщя скорости 4 (т. е. геометрической разности между 
скоростями точекъ О, и 0.) на направлеше С’ непрорывно возра- 
отасть во время всего процесса удара. 

Направлене С’ составляоть острый уголь съ осью , тажь какъ 
ковинуеъ этого угла равепь положительной воличинв (аб — {), д5- 
ленной па положительную воличияу 9. 

Чтобы отдать себ отчеть въ томъ, хакое значен!е имфетъ напраз- 
леше @, предетавииь себЪ, что имнульеь 3, проэкцш котораго на оси 
координать суть имнульсы %, 9, 8, нзображець длипою, ироледенною 
изъ точки О п раземотримь, при какихъ величицахь п направлешяхь 
имнульса % проэвия екорости % на илоскость 2% (5 с. скорость 7) 
можеть быть разиа пулю. й 

Изь уравнешй (1102) и (1108) сяВлусть, что это будеть ири та- 
вихъ величинахь %, 9, В, котормя удовлетворять одиовременио двумъ 
уравненяму: 


аХ + №) еЗ -н И, 608$, =0 | (1119) 
А о 


=. 


ели разсматриваяь %, 9), З какъ ирямолилейпыя ортогопальныя 
коорхипаты точожь простралства, то совокуппоеть уравиений (1112) 
будегь выражать ифкогорую прямую хипто. 

На этой прямой паходятея охонечпости вовхь тавихь импульсовъ 
3, при которыхь скорость 7 равна пулю; мы будемь называть ее «ли- 
нею /Г==0»; нетрудно убфдиться, что направлено С параллельно этой 
лини. 


Чтобы опредфлить розультать удара, надо знать законъ излене- 
я скоростей У, О к угла ф съ точевежь времени, или выражешя 
скоростей У, И и угла ф въ фуньщи импульса 3, который непре- 
рывпо возраетаоть но время проловеа, удара. 


— 862 — 


При составлоши этихь выраженй пало имёчь в виду, чо 
между лифферениалами ихпульсовь №, 9), 3 сушоствуоть такая за- 
виеимость: 


4% = — 03 30, 99) = —18 1ф,......(13) 
когда Т не разиа нулю, и такая зависимость: 


(+ (99 < #3). ............ (1114) 


когда Г разно нулю. 


Еели У, не равна нулю, го между дифферовиалами импульсовъ 
сущеетвуеть зависимость (1118) до тёхъ поръ, пока ТУ но обра- 
тится въ нуль; изъ уравнемй (1102 — 1104) окажется, что диф- 
ференщалы АУ, до, 80 выражаются такъ: 


08 фаР — Узтфаф = (е — {это — #0003) а8 
зафЯТ-н Уз фаф == (й — Ф5шф — [1005 Ф} 48 
О (© — Аз ф — #60056) 43 


Исключивь изъ первыхь двухь уравнойй дифферониель 93, 
получимь ояфлующее дифференциальное уравнение: 


ЧУ _ всей эф — В/У 2о — #4 603? ф — 0 Ш? 9 а 
№ с0зф — е миф — &/'с03 94 -= 8 (#— 0) с03 4 ЗФ. $; 


интегрируя это уравнон1е, найдемъ зависимость межлу Риф: 
05 = —$( (1115) 
Ви: = Ф) вия а о55 
а отеюда, обратно, выразимь ф функщиею отъ 7: 


Ф=$ (у, Фо) те. 3 (1116) 


Далфе, подотавииь выражено 7 въ буть отъ Ф въ диффе- 
реншальлое уравпоено: 
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а’ __ : ес 7 2 8 
аа — 205 Ф-- Аяпф — Г зш 90 — 9 09° ф— ЮФ, 


к0т0ро6 такло проинтегрируемь; получнуь выражено лля 3 въ функ- 
ЦИ оть ф: 


оо оса со зовь (1117) 


отсюда выразихь Фх функщею отъ 8, зат иь, при помои равенства, 
(1115), получимь выражено для У въ фуикши отъ 3, & накопець, 
изъ равепетва, (1110), лайхомь выражоше ля О въ функити огь 3: 


№ = 0) оовоо воовеа (108) 


Иня выражены для скоростей Си ТР въ функщяхь отъ 3, бу- 
домЪ въ состолюти судить объ томъ, которая изъ нихъ рапьшо обра- 
титоя въ нуль. 

4) Если О’ рапьшо обралитея въ пуль, чёмь И, то, по форму- 
ламь (1118) (1117) (1115), найдемъ зпачешя З,, Ф, и И, ВЪ тот 
момолть т, когда С обращается въ пуль; затфыь, по формулам 
(11082 — 1104), пайдемь значешя %,, 9), въ этоть момент, а по 
величинамь №, 9), 3, изъ формуль (1098 — 1101) опредвлямь 
скорости центровъ инерцит и угловыя скорости тлф въ моменеь т. 

В) Евли Г обратится въ нуль раньше чВыъ ©, то надо узнать, 
не будоть ли Г оставаться равнымъ нулю во в60 остальное время 
удара. 

Для этого нужно, чтобы во все остальное время удара импульсы 
%, 9, 3 уловлотворяли уравношямь (1112); а потому дифферениалы 
импульсовь доляипа тогда удовиотворять слвдующихь равонотвамь: 


(&— Р)ах == (®— 60) а3, 2 
(а — 1?) 49 = (1 — йа) 48, 
изъ которыхь получимь: 


(4%)? +. (3; = (а8}8*(6, 2); 
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сравнивъ ото равопетво съ условежь (1114), можем заключить, что 
У можеть оставатьси равнымь пулю в0 вов остальное вромл удара 
ТОЛЬКО ВЪ ТОЖЪ случа, бели 


И. и) 


‚В, в} Если паправлене С’ уховлетворяеть этому условно, тв И 
обтаотся дтИствитольно равпымь пулю въ точонги остальной частн 
удара, такъ каюь при этомь развиваотся мене тролёя, чВмъ тотал, 
котла Г ле равно пулю. Значее 3, вЪ тот момоить т, въ который 
О обратится въ пуль, опрелфлится изъ равенства (1110), которое 
Дастъ: 


З:==— 2% 605 (щ, @).....-... (4190) 


сли воличипа коофицтента возстановлоня е изволите, то, под- 
отавивъ въ уразношя (1112) величину 3, (1-==), пайдемь изъ 
этихъ уравиешй зпачешя %», 3), для МОм, {= 5 окопчашя веото 
удара, а затЪмь изъ формуль (1098—1101) опродфлимь остальное. 

Б, 6) Когда же паправленю С’ пе удовлетворяет условно (1119), 
тогда продлолжалоть пользоваться интегралами и формулами (1115 — 
1118), причемъ скорость 7 можеть сдфлаться отрицательною. 

Въ случа (.4) разчиелошо акта возетаиовлоня производителя” 
слълующимь образомь, Злая З., по нибющинся формуламъ опред$- 
лимь, по обращаются ли И въ цуль при даль лом возраютини 8 

отъ 3, де 3, (1 -не; оели по обращаотел, то вычиеляемъ значения 
Т,, $, „, 9), соот лернуюнуя воличицв 3, (1-е), а дало поль- 
зуомся формулами (1098 — 1101). 

Въ противоположномь же случаЪ поступавзь лодобно тому, каЕЪ 
въ случаяхь В. 

Ёъ сказанному должхо добавить: 

Т. Воли поверхности тлф вполнф гладея, 10 & н 8) должно 
положить равпыми пулю, тах что Уи ф осамутел пвизибЕпыми 
в все время удара. 
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(°`) П. Если поворхпоеги Влъ вполиф шороховатыя, то продпола- 
гаеиея, что въ моменгь т скорость У успвяа уже образлаьоя въ нуль 
и разечеть производится такъ, кавъ въ луча (В, а). 

11. Еели разсматривается ударъ творлаго тЪла о неподвижную 
поверхиесть, то можно прямфнить предыдущйя формулы, предполо- 
ЖивЪ, что второе тВло ограничено данною поверхностью и иметь 
безкоцо‘/10-большую массу; тогда изь уравиезй (1098 — 1101) ов- 
тапутоя только три уравнешя (1098) и три уравнешя (1100), 
и. д. Точно тах ме можно получить формулы удара тверлато 
ФЪла © пемодвижпую ‘очку, предположивь ея массу безконечно- 
большою, 


Примбрь 168-й. Ударъ одворолнаго тверлато шара радруса о непод- 
вниную пло 5; коэфименть трешя й, коэфищенть возстановленая ©. 
Положительную ось °?Ъ направииь изъ точки ирикосновешя черезт 
центрь шара, плоскость ИХ прозедомь черезь паправлеве скорости 


Ф, падешл пенгра мара, уголь цадешя озпачим» черезв @ (см. черт, 
176). , 


Въ этомь случаВ равенства (1098) и (1100) будуть имфаь слфдую- 
ций вуль: 
М, —озщд=&, Му, =9), М(, 50,0039 =8, 
2 р р 
5 МР(Р- $) =№, М 0-9 =, 
В=%, 


® равенства (1102 — 1104) — олблующи: 


= 


7 . аа 
703 ф — И. 603 = м, ИзШФ— ИВ Фо == 5 


не 


а : З 
И— — 0,0054 та 


т: 


7.03 ф ==, 94—15, Г чиф, = 


{^) Вычеркпузть въ кони предыдущей стр. слова: «такь что Г и ф ос- 
танутся ноизмВыными во вее время удара». 
55 
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Пока У пе обралитея въ пуль, дифферешиали @ 7, 4ф п 48 должны 
удонлетворять слфдующимъ уразнешямъ: 


в 
Ч7=— 598, 4%=0, 
откуда елфдуетъ, чго: 


Но 


заагь зто направлене сокороели 7 не измбиаотся. 

Тань камъ въ пастолщемь случа Й, е, Х равпы нулю, 10 иаправяе- 
ве С паралельно оси 2%? и перавенетво (1119) пыфоть мфото; по- 
этому, селн въ кащой либо момепть удара скорость У обратитея въ 
нуль, то & останется равпою нулю ло ица нродессз улара, 

Результать удара можеть имфть ив разновидности: 


&) Если 
к й 
7, > >#(1-= 85,0034, 
то скорость Г ие обратится пъ пуль даже и при кониф удара; тогда: 
3, = М -е о =’: 
ЕЙ 5), 603%, С 3, 


608 Фо В 9 == 


Хе == % 914 —й(1 +) 006088608 Фо 


5) Если 


<: ТТ -ы =) 4% 0084, 


то скорость И, начиная еъь нФкотораго момепта до конца продесеа 
удара, будетъ равна нулю; въ конц удара: 


Х, =— 2 7 Мозф, 9, =— 2 ИМ» 


, о 51 м о 
Хе = 91 — = 7.008 ф, = т О, -н х №, 
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У — С 26. == 606 003%, 24 94. 
Возьмемь 15 случаи, когда В==0. Тогда Ф,=0, У, =, 3—5; 


зегко убфдиться, что тангенсъ угла ” отражевшя будеть въ случаяхь & 


иф выражатьея такъ: 


Л ооове вх — 1—1), 
5 2 ® 
зо фей = 75 Е 


Прныфръ 169-й. Соудареве двухь однородныхь тзердыхь шаров 
ращусы ‘п, коэфищенты тревя и возстановлевя й п 5. 
Вь этомь случа Д,, В, №, Де В. В», 6, р &,, У, 2 оз 


равпы нулю, 2, =, #, = — 4», далфе 


У: ф— Из Фо Х, Узшно — И, 51 фи == 189), 


1 1 

И— №=в3, и, = — 1», 
7.03 %=а —@,.—15 —&5,, 
Риф = В, —В,-- 1 3, -Н В, 


ат = — о рёа3, 49=0, Ф=%, 


Направхеше @ наралхельно осн 24°, Злфеь также возможши дв 


разловилности ударов: 
&) Если 


И = ТВ, 1-2), 

то импульсы въ моменть окончашая удара будуть: 
р, == (1 -- ®)возф, 9), == (1 = ®) Чт фо, 
#3, = — (1-8); 


сх 
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$) сели же 


< — #0 +3), 


10 скорость И обратится въ пуль ранфе охопчашя удара п импульсы 
въ моменоь (&-н9) будут: 


и%.=— 2 То 608 Фо, 1 — Уф, 


3. = — 65 (1-н®). 


Прижбрь 170-й. Разомотримь закой елучай сзолкиовемя двухь 
грль, въ воторомь: 24, Уз, 2, У» Лу, В, Г, О, В, Е, равны пулю, 
с. в. котла центры инерми тль нахоляяся на общей нормали, когда съ 
этою пормалью совпадаеть но одной нзъ тлавпыхъ центральных» осей 
инершы каждого тфла и когда остальныя тлавиыя оси попарно парал- 
лельны между собою. 

ПримЪняя продылуция формулы, найдемъ, что проэкщи угловыхь 
скоростей па ось °?ъ пе измзняютея велфдетые удара, что й, е, Х 
равпы пулю в что 


й ь 
Варе д ЧН 


тд% 


= 4.. 


Панравлее (С параллельно оси 2°5",‘такъ что, если въ какой либо 
момепть удара екорость ТУ обратится въ вуль, то опа останется рав- 
пою цулю и до копца удара. 
` Даль, найдем, что дифферешщальныя уравшенл, опрехвляющия за- 
копь изыфнешя фи И, чаковы: 


47 = — (460% ф-- 631?) #43, 
Уф == (@— В) Ё3м Ф603Ф48. 
Интегрируя этн уравнен1я, получим: 


Ув" озшф = И №” ФИФ, Я= и 
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ф 
&«—ВЕЗ | 20157 ф 


Роз Фо 7 | св оз? $. 
Фо 


Изъ того, что произведене У в® фэшф остается постоянным, сл6- 
дуеть, что съ уменьшешемь У произведеше 3" ото должно увели- 
чнвальси, та что, вели >> 0, — уголь ф увеличивается, а осли ® << 0, 
то ф уменьшается; 7 можеть обратиться въ пуль при угл ф равпомъ 
из 
р] въ первозгь случа н при угл Ф равномт пулю — во зторомъ. 


Если @==6, то уголь ф остаотол пеизмвлио равлимь Фо. 

Если Т обратптбя въ пуль ранфе, чфмь Ву доетигноть воличины 
— 0. (-=), зо проя проэкши нминульеа будуть пмёть слблующя 
величины при окончаи удара: 


Ту ыщ То е0$ Фо 
$, — — 06 


$ 182. Мгиовеиое изибиене живой сильт системот ма- 
терьяльтыхь точекъ велёдетье приложетя къ пизиь, мегио- 
венпыхь силу, 


Система, состоящая изъ матерьяльныхь точекъ 9, 2%,...-2,) 
ввязапныхь удерживающими связями з,, з,,....8„, находитея лЪ 
дрижоши поль вляшемь данныхь копечпыхь силъ; положимъ, что 
въ иркоторый момениь & точки сиетомы подзертаютея вляпио мгно- 
венпыхь слль, дЪИствующихь въ течоши ничтожно-малаго промо- 
утка времопи $; означизть черезъ 0,, 2, Ух» 2; скоробть точки 
т; и проэкйи ел па сои координать въ моменть и черезь у, х,. 
у:, 8; нодобныя же воличины, относяияея къ моменту &--5; 
пусть 3, озпа асть инпульсь мгновенной силы, приложелной къ 
точкВ т, & &,9),, 8, — проэвщи этото импульса па вси коор- 
ДИНатЪ. 

ИзмЪнешя скоростей точеюь волфдсгво дфИствя этих ирповеп- 
ныхь силь выразятея формулами: 


, р р 5) 8 _ да 98р 
а а па, НР, 
98; дз, 981. (1131,1) 


т; (у,— Ув) == 8), ду, Р.Н ду; 


98 08 98; 
0 п не ору 2 е-. 
т; (2—2) == З-на, ое, ПЕ 


(ИзиБиете скорости каждой изъ остальныхь точекъ выражается 
тремя подобными же формулами). 

Пользуяеь этими равепетважи, составииь выражкеня: 1) вели- 
щиты разноеуи между живо силою системы въ моментЪ + $ изъ 
момент # и 2) величины живой вилы приращений или изунений ско- 
ростей точекъ системы. 

'Помножимь равенства (1121,1) соотв тегвеино на %;, Уз, 
2» САЛАеМЬ 10 Же самое съ разонетвааи, относящиноя къ друсямть 
точкаиь, сложимь полученные результаты и примемь во впимане, 
что скороми #;, И, @; должиы удовлетворять равенетвазь 
(498, 1, 2,...7) стр. 351-й; получить: 


1=й = 
хе Ни г в а в 
АТ: вн 2: ) — М, = 
= = 


чЫ 9; 8; 98 
(Ка, -+Эи: За) я ии... х, 9. (1192) 


оъ другой стороны, повторивь ть же дёйствя посл умножения ра- 
венетвь (1121) цах;› у; и; и принявъ во внимане, что и эти ско- 
рости удовлетворять равенствам (493), получимь другое равенство; 


Ф— 2—8 
=. <] 

а+- Е Е РЕ 
У ту; Ул, 8 т. +8) 
= = 


{== 
о й 03 
= Уд) в, ба, х, 1193) 


4=1 
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Ивзъ отихь равопствь получимь: 


3=Й 


Т-—Т,= >» 3, (., 608 (у, Зр-Н 0; 603 (6, Э 5) — 
1 


д, 08» 08 р 
р В ОЕ Е. ‚ (1124) 


гдф 7, озпачаеф величипу живой силы системы въ момент &, -=-%, 
& То — величину живой силы въ момент &. 

Изь равенства (1124) сллусть, что, если уравиеная связей не 
заключатоть времени явнымъ образомъ, то излиьноне оюивой силы 
равняется сумм произведен, составленныхь для пазкдой точки 
эажимо же образом», вано составлена вторая часть равенства 
(449) на стр. 285-й. 

ФАивая сила пробрфтениыхь или потерянныхъ скороетей, кото- 
рую мы условимея обозпачать таль: 7, можеть быть лычислона 
слВдующимь образомь: 


1 х, й га й 2 и й РА. 
Ти = 2, », | (к; — и) я=5— =, = 2: == 


9-8 


< =Т+л-\У 7:9, 8: 608 (9, 0), 


а потому изъ равенетвъ (1122), (1128) найдемь слЗиуощее выра- 
жеше для Ти: 


у 


УЗ, (9,003 (у,, 3) —0,;603 (©, 3));....(1195) 


это равенство выражаеть, 110 эюизая сила измъненй скоростей 
всей системы полумитоя, если возомемз проэкию приращенля 
скорости каждой точки на направлеше приложенноо кз ней 
лиульса, помножиме се на половииу импульса и составиме 
сумму вепз этихь произведен. 
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$ 183, Теоремы Карло, 


` Примфнимь формулы (1124), (1125) къ первому ахту удара 
сиетемы несвободныхь матерьяльныхь чочекь о неудерживающую 
связь в > 0. 

Такъ вавъ снороети %, точекъ въ конц перваго алта удара должны 
удовлетворять равопетву (1067 115) (стр. 830), а импульсы %, 
3»...3, реакций связи а равны «7Ё,, /Р,.... УР, ц паправлены 
по лифферипиальнымь парамотрамь 2, Р.,....Р, 9т0й евязи, то 
равенства (1124), (1125) получать въ этомъ случа такой виль: 


$=1 
й 3 {9 } 
та (2 Ульи) 
= 
08, 98. 08р 
о а. 
1=% 
т =— (в - -Уз, Р. 03 (Р‚, А) ;. ‚(1125 58) 


4=1 


тдВ Г. воть живая сила сиетемм въ моменть х, а 1. — живая сила 
изыиетй окороетей за время первато ака. 
Изъ этихь равенетвъ получимъ: 


и 98 08 98; 
а я—... и =». (1196) 


ы | [а ь м 


Если время ие входить явнымь образожь въ выраженвя связей, 
то равепетво (1126) получить такой видь: 


злЪеь: 


Т.—Т=-— т, 


от? * 


(к... (#496, 3) 
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слфдовательно, если система матерьялоныхе точене, соязанныйь 
удерокивающими соязями, ударяется о связь неудержеиевнощую и 
если притом всф связи таковы, ито время не втодитз явныме 
образом» вв изз выражещя, то в0 время первею акта удара 
проистодита потеря эсивой силы, равная вемипииь живой силы 
потерянныхь скоростей. 

На ссповаши равепства (1078) величина живой силы потерян- 
ЧЫХЪ С5Ор0таЙ хожо бы прелетавлока под окбхуомимь зудом: 


ь } 
1. =54;..(197) ар, ` 

Равепетво (1126 №15} выражаеть слфдующую теорему, называо- 
зую первою теовемою Казно: мри каждома удаль системы о не- 
упруцую соязь происходитиз потеря окивой силы; но иъ этому иадо 
прибалить: сели выражешя связей ио заключают вромепи авиыиь 
образомт. 

Эта теорема пепосредотвенио примфилонся и въ тому слу то, 
котла точки системы, овязанныя можду собою какими либо удержи- 
вающими связями, вотупалоть на, новую связь, обращающуюся въ удер- 
живающую; вели въ моменть встрчи точекъ съ новою связью 
в_> 0 скорости о, уповлотворяють нетавенству (1064) сиу. 828, 
то Пронсходить ударь, причемь скорости, иеновенио изибняттея 
въ скорости у,, уловяетворяюния равепетву (1067 115). Этоть ударь 
сопровожиаотся потерею жлвой силы и величина потери равилотея 
живой сил потерянпыхь скоростой, вели пи старыя связи, ни новая 
пе зависять явно отъ времени. 

Таюъ, напризръ, первая теорема Карпо примфияетел въ удару, 
метиагыва мому твердымь движущимся тфломъ при мхловенной обта- 
новЕВ олной изъ его точекъ, инфвуиихь движет. 

Иелн система точекъь иснытываеть ударъ па пфеколвькихь неудержи- 
вающнхь связяхь олновременпо н если момепть окопчалия перваго акта, 
удара пастунасть во зорхъ уларяомыхь связахь одновременно, то ми- 


зал сила, скоросхей, иотеряииыхь снотомою но вромл иерваго акта, удара, 
выразится формулою болфо сложпою, чвмь формула (1127). 


— 874 — 
. 
Положимь, наприыфруь, чло точви систомы связаны удержива ющею 
СВЯЗЬЮ в; =0 и что ударъ происходить при вотрфчф точками пеудер- 
эивающихь связей в, > О, ва > 0; тогда 


Ти 5 (72-2 ЛЬАь-- ЛА, ..... 44198) 


0 
тк: 
Р,Р..-—Р Р,Р.-Р.Р 
К — ль к 13 223 
п р $ 13 р 
Т.Б: — РВ, 
А 23-238 23 
28 Раз и 


Воины в съ ХРОЙНЫМи зпачвами выражамютел, как показано у фор- 
мулахь (520) на стр. 353, 

Вторая теорема Карно относится къ измвиеню живой силы въ 
теченш вторато акта удара, сиетомы о неудерживаюнщия связи, а чакже 
къ измфиенио живой силы велфдетвое взрыва, разрупающаго одну 
или изекозько евязей. 

Примёиимь формулы (1194), (1125) ко второму акту удара 
бпотомы, связашиой удорживатощини овязяни а, =0, в,—0,...з„==0, 
0 связь неулерживающую з > 0. 

Такъ даль въ момонть т скорости точекъ системы удовлетворя- 
отъ’равенетву (1067 115), то сказанный формулы получать такой 
Вр: 


$8 
и’ ВЕ Г ь 98 
ПТУ (Р,  — м) — 
С! 
708 , 985 ,08 
А В 
= 
т Ш Е 98 
= (УР, 8 ФР, +), .-. (1499) 
4=1 


тд е есть коэфищенть возстановлешя пеудерживающей связи, Т — 
живая сила въ момоить околчания удара, 7, — живал сила, иззвие- 
в споростой за вромя втораго акта; зат Ёмь: 
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$ 


Ё & 
к [^а, ы= 2.5. ‚ не @, 
в й 


т 
т = 


Изъ этихъ двухъ равенствъ получимъ: 


р \ ® — 198) ‚985 др 
ТТ =Т Е а 
Если время ие входить явиымь образомь въ выражешя ввязей, 
2а пасхёлнее равокство бузоть пуубеь слбдуюый вид 


Т—Т.=Т..........{4430,.68) 


Отало быть, если система мепереяльныее точек, связанных 
удероюиваощими связями, ударяетеся о связь неудерживаючию 
\ если притом воть связи таковы, что время не входить яв 
зиме образом в5 ить выраженя, то за время втораю анто 
удара оюивая сила системы увеличивается; прибыль юивой силы 
равняется осивой силь измоненай скоростей за время вторазо 
Оита. 

Веничипа живой сллы Т., можеть быть выражена такт: 


ы Т=х Е?А. бе - {13 


Равенетво (1131) выражаоть слздующую тоорему: 7% ворома 
аалиь удара системы о неудерингаюииио связь пвапетоя прира- 
зценае осивой силы; по къ этому надо прибавить: осли въ выраже- 
ВЯ связой время пе входить лвяымьъ образомъ. 

Эта теорема можеть быть распространена ма изыВноне живой 
силы, получаемой систеуоо матеръяльныхь точекъ, связанныхь удер- 
зизалощими влазями, въ томъ случа, вотда какой либо взрыв раз- 
рушаеть одну ма овязой (в == 0} и меповенио сообзщаеть точказь, ен- 
стемы повыя окороети у, удорлетворяющуя исравонству: 
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3=® 


Укр Р,, д > 0;..... (406555) 


ели въ у авнешя связей время явнымь образомъь не входить, то 
волпдетве такою взрыва окивая сила системы увеличится; въ 
этомь и состолтъ вторая теорема, Карно. 


Если система точек, овазанных» удоерживающею связью а. ==0, 
испытываоть ударъ о двЪ пеухерживаюния связи в, > 0, в. > 0 одио- 
зременпо, 10 живал сила измбиешя скоростей въ течении втораго ата 
зиразител езфдующею формулоо: 


Ти = (ета, + 27 ЛА, -- РА), (4489) 


тд а п = сть коефименты позстановлешя нервой п второй пеудер- 
живающихт связей, 

Изъ равенетвъ (1126) и (1130) можежь составить елёдующее 
равенство : 


, я 0} 9; 9 
О О В Е 


0т 


тд 


Если въ выражошихь вовхь связей время явиымь образомь не 
входить, то прелылултоо равеневво получать сяЗдующий видъ: 


о о. М 


т * 


Флдовательно, если система точекв, связанные удерживаюшиии 
соязями, ударяется о связь неудерюивающую и если всю связи 
злаковы, что время не входить явнымь образомь ва изо выране- 
ия, то разность между овивою силоо системы вв конить удара 
и оюивою силою въ номамь удара равняется разности между 
эю\вою силою скоростей, возстановленныхе вё течени оторило 
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акта удара, и еиволо силою скоростей, потерянные в5 течеши 
первало, анти. 
Изь выражеши (1127) и (1181) слвдуоть: 
РО И И. 


24 У —— 2 


Изь (1128) и (1182) елфдуеть, что, нри удар снетемы о двф связи, 
разность можду живою енхою возетановлелныхь скоростей и живою ои- 
лою мотеряиныхъ скоростей выразител такь: 


— Ав )-- ЛА ванна, —ел) |. (1186) 

ели связь в > 0 вполнф упруга, такъ что коэфищенть возета- 
новленя е равенъ единишв, чо разность между живот силою возета- 
новленныхь скоровтей и живою силою потерянныхь скороетей равна 
нулю; отеюда сллусть третья теорема Карно: 

При вполнь упруоме удар; потери. оюисой силы не проис- 
ходить. 

Въ дЪйствитольности, коофишенты возотацовлешя мене еди- 
пицы, & потому можно сказать, что при веякомъ удар происходить 
цотеря живой силы. 


$ 184. Теорона Упльяма, Толюона. 


Предиолонитугь, ‘что спотема, состоящая изъ ® матерьяльныхь то- 
чеь, овязаппыхь между собою 22 удерживающими связями (тдз р пе 
боле 8 — 2), нахохяеь пъ и подвержена кавимь либо даплым® 
мхновониимь сизамь, Подь вайицемь импульсовь этихъ спаъ точки си- 
стемы получать скорости 9;, 0...%,, проэвци котормхь па оби ко- 

_ ординаеь хомиты уховлетворлть Таким уравленлямгь, калуь три олулуюния: 


ту ин. ох, р. (1131,1) 


В 98: 8 
тг; м. ыы 
а, кром% того, воще и раворетвамь (498, 1, 2,.,. 12) вм, стр. 351. 


—. 


— Вт 


Номноживь равенелва (1187) шь соотвфхетвелный велимини  иро- 
ай скоростей, сложивь и припянъ во вшоммыце равенегва (493), по- 
лучпиь слфдующее выращеще ухваениой жявой силы, пробр®тасмой 
спотемою полфдетве хЪйстыя дазныхь мрновенныхь имнульеовъ: 


4—8 


ат- Ут == 


Уел + 9+ 8и)).. .(И38) 


Кромф оововунпоети скоростей 9,9... 95, опотема можеть по- 
лучить безчиелениое множество другихх совокупностей сноростей, ухо- 
влетворяющихь условямь (493), предписываемимь евязями, по пеудо- 
ваетворлющихь уравиешялмь (1137); для этото пужио присоединить вл, 
данных ныпульсамь еще кале либо друге пмиульек. 

Изъ чнела такихъ совокупностей скороетей, хопускаемыхь связями, 
обралзуь воимате па тдую сов купность Г, И»... Г, которая, 


ие только удовтетворяеть равенства 


9=® 

Уи) в (Рив), 7) = 0 

1 

от. 9 нь. (14139) 
= 


УР) 3 (Рь,), Г.) = 0, | 


Узи 603 (7; ‚д =Узь 608 (,, 3.);..... (41140) 
$—=1 4=1 


тавихь совохупновтей скоростей тоже безчнеленное мпожестло, потому 
чго чиело равенствь (1189) (1140), служащихь для опредфленй 31 
проэкцй скоростей такой совокупноети, молфе 3%, такъ вакт, ио усело- 
во, 2 не болфе (3% — 2). 

При всякой такой воволуипости скоростой Т,, 7... И,» живая 
слта, енстемы будоть болбе той, которую сообщаютжь далшие пмнульсм; 
въ самом дфлЪ, помпоживь равепетва (1137) па соотв тетвенлия про- 
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экдш скоростей У,, У.,... Й,, сложиеъ и иринивъ во вимаше, как 
равенсзра (1139), тань и равепетво (1140), а пакелецю я (1138), по- 
лучиь: 


= 2Т,.... 4... +... (4444) 
тдф 
9= 
м 
9 = 1:0, Г, в03 (6,, И); 
4—1 
Но, очевидно, что 
= 
= о У», [в/— Хун; — У -н @;— 2) | = 
=1 


=7Т—@-1,............ (442) 


тдь Х;,У;, Я; означаюль проэкщи на оси координать скорости Уз, & 
Т, есть живал сила: 


поэтому изъ равенствъ (1141) п (1142) охащется, что: 
ы 
ак 


тдВ 4 есть воличица положительная, стало быть дИствитольло 1”, б0- 
а4е 7. 

Схфдовалельно, если сраснивать между собою величины окивыть 
било системы при воть совокупностяжь скоростей, удовлетвормоцить 
равенетвамь (1139) в (1140), то ноименыиею изъ низ окажется 
велёчини оеивой силы зподь окоростей 91, и,... 0» которыя будуть 
сообщены данными импульсами Зу, Зо... За 85 дйствительности. 

Это — теорема Уильяма Томсона. 

Основываясь на этой хеоремф, можно вычнелять дфЙстве даннихь 
импульсовь па данную покоющуюся систему; дли этого должно посту- 
пать такимь образомь, кахб въ слВхующемъ приму. 

Примфрт, 171-й. Две однородные стержня равией хлипы 24, одииа- 
ковой толшипы п плотиоетп положены на горизонтальной нлоскоети 
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зав, что попцы ихъ образують вершииы клалрата А, В, Л, В. 
(мор. 177); колцы В, п 0. соединены между собою перастяжимою 
иииью длины За или идеальнымь стержиемъ такой же длины, ие им ю- 
Щлыиь массы; къ концу АД, первахо стержня прихожень имнульсь & нер- 
нендикулярно къ а о направленю, указапному па чертежв 177-м®. 
Опродфлить екорости центронь инерции С;, С, стержней и ихъ угловыя 
скорости, сообщаемыя импульсом, 

Расподожимь оси Хи У нажь моназано ва чертежв 177-мь, 
озпачимь черезь ю;, ма угловыя скорости стержней, череаъ 9, В, 
@», Вь — проэкщи па овц коордицать скорослей нептровь иперщи Су, 
С». Проэкц на осн коордипать скорости точки В, нервыхо стержия 
выразлтол тажь (и, — @%,, В,), 8 проэкциг скорости точки В» втораго 
слержця — тажъ (5. -— Я, 8.}; волбдемыю нензмфиаяемости разетолити 
В, Б., скорости этихь точекь должиы удовлетворять равенству: 


„— а +40, =0........... (1444) 


Озпачимь черезь Л массу каждаго стержня и черезь 1? — мо- 
ментъ инерции вокруг середиии. 

Для рЬтотя воироеа будем искаль так велилиты 9» 6; бо, Вл» 
Фр) ©.) Которыя уловлетворяютъ раволетву (1144) п равенству: 


& (а, -= 40.) == постоякному 


= = 
иедаюхь нанменьмее зиачое зыражению* 


= ги [242 вена Р-Н (ор - 7) | 


Искомыл величины дохжиы удовлетворять уравнентямь: 


и --А-- $ =0, В =0, а, —^=0, В, =0 


Ро, — а-- а =0, Ро, -- а =0, 


тд лп в суть вспомогательпые множители, которые можно ИСБЛЮЧИТЬ 
изъ этихъ уравненй, что и сд®лаемъ. 

Изь этихь уравцен! п изъ равенства (1144) можио выразить %,, 
Фо На ВЪ в; (В, и и равны пулю), а именно: 


2—№ 


р 


Е 
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Для опредбленя в), цодетавимъ нолучепиыл выражения въ равен- 
отно (1188), т, в., м» 27=—& (© -нао,); из» пего найдемъ: 


__ 44а #8 
ЕО в. 


о 


$ 185. Теорема, Бертрана, 


Возвралимея енова къ раземотранию дёнствя меновелныхь силъ на 
дотжхущуюся сиотбму матерьяльнихь точек» 9%, ,... ,, вязамнихь 
Удерживающими слизяни 8: 8,..8» Мак было убсловлено въ $ 182-мь 
но только теперь мы предположимь, что въ уравнешия связей время 
яннымь образомъ не входич, 

Прозвщи скоростей у,, у.,... У», которыми точки снетемы будуть 
обхадаль по окопчани дВйотвя мтповенныхь имнульсонь $, Зо». . + из 
оиредёлятея по формулам» (1121) ири помощи равенетвь (498, 1, 
2,...1) отр. 851-й; пусть Т, озпачаеть живую силу спелены при 
отихь екоростяхь, т. ©.: 


Можно заставить сиетему получить другую совокуиность скоростей 
Т,, И... Г при дВйствн тфхь ме имнульсовь и при тЪхь жо пачаль- 
инхь скоробтяхь Фо, 900, .›. бол) ВИ въ момент &, присоединить 
кь существующим связнмь 8, 8)... зр @Ще каную либо поую 
связь” з пли нфокодько такихь связей, пезавислщихь оть времени; про- 
экщи новых скоростей выразятся формулами: 


98. 98 д8 
' й ^ ой ей о 
т,Ху = т, Ха м о 


.. (4145) 
и проч., глФ Ху, Ух, &, озпачають прозкши скорости И» 

Исключивъ изъ уравневй (1121) и (1145) данные импульсы и про- 
экцш начальныхь скоростей, получить рядъ равелствь слфлующато 
вида: 


о. й ‚ 98 
т Ху т, хук бе 


и ирот,; изъ эсихь равецетвь сосзавнию слблующее: 27, = 0, тд: 
й 
56 
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= 


, @= У, 63 (7, 1). 


УЕнвал сила 7» мегоие живой силы Т,; (ъ самом дфлф, таклаеь же 
образомь, какъ въ предылущемь паратрафь, вайдемъ, что А (живал сила 
теометрическихь разностей между скоростями 7; и скоростани у;), 
равпяетея 


К = т —@) = ТП, 
в такь какт 9 ==2.7., то отсюда сдфлуеть, что; 
и НО 


т. в. что осяхое овое етъсненае свободы двиркемя системы ведеть къ 
эпому, чипо сидпема получить меньшую живую силу оть пить же 
чмтульсовъ. Въ этомъ заключается теорема Бертрана. 


$ 186, Олбщетыя иглювениаго упичтоженя иди раз- 
выва одной изъ связей, удержизавшихь. поконвшутося си- 
отему въ положеши равиовбейя, 


Упичтожове одной изъ связей влечеть за собою, во нервихь, мгло- 
венное измъиеше реакщй ирочихь связей, во вторыхъ, образоваве уе- 
коренйй, приводящихь систему въ двяжеше. 

Для опрелфленя воличниь реалийй евязей до разрыва мы должны 
взять уравнешя равновзая снотомы. 

Для опредВховя величиль реажийй оставиихел связей немедленно 
и0сяв разрыва, мы доллиши взять уравнешя (518) етр. 352; такъ какъ 
система въ момонлть разрыва связи находилась въ» покой, а слёдова- 
зельцо скорости вефхъ точекь разиялиеь нулю, то вместо миогочленовт 
К (в) будемь ныть частныя производлыя вторахо порядка по отв в, 
в еслн уравнены связей не заключають язиымъ образомь Ь 10 К (3) 
будуть ралиы пудю, что значит ьно упростить уролненя (518). 

Опредфливь новыя значеня множителей изъ уравнений (518), мо- 
жемь вычиелить нзъ уравненй (517) стр. 350 величины проэвйй уско- 
резй точекь снстемы; зазфмь, взяв ироизводния оть уравнешй (517) 
по времени, можемъ вычислить проэмн начальцыхь ускорешй вторахо 
норядка, ит. д. Очевилио, можемь опредфлить движеле, пачавшееся 
и0слф разрыва связи, 
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Или пояснешя, приводимь примры, 


Примбръ 172-й. Тажелая матервяльная точка массы # подв\ иена 
па двухь нитяхт длины @ (каждая) къ двумь ноподвижнымь точкам», 
паходящныея на одной горизоптальной ани въ разсхоянш 28а одна отъ 
другой, Если одна изъ этнхъ нитей будеть разрзана, то камь изм 
НИ черезь это натяжен1е другой вти? 

Пока вить не разрёзана, натяжешя обфихь пнтей одннаковы и равны 


И 
2У 


Ро 


когда же одна изь питей будоть уничтожена, тохла патяжене другой 
опредфлитол но формулв (382) стр. 232-й и окажетен разшымь проэк- 
щи силы тяжести на продолжен паправлешя пити (похому что центро- 
бфжная сила равна пулю), т, е.: 


слфдовательно, упиутожоте одной изъ нитей вхечеть за собою умень- 
щен!е патяжетл другой пити въ отвошеши: 


22 — 47) 
7 


Прнывръ 173-й. Тяжелый одноролпый сторжень длипы 2а (маева ==ЛМ, 
моменть инерщи вокругъ центра пперщи = 11°) подвфшенъ на двухъ 
вертикальныхь нитяхь длины 6, которыя верхпими копцами прикрВи- 
лены къ двумъ ненодвижииямь точкамь А и В (черт. 178), паходящимся 
па одной хоризоптальной линйг в® разстояши 2а одна отЪъ другой; виж- 
ше концы нитей АД и ВЕ нрикрфлаены къ концам» стержня, такъ 
что поели нокоитея въ горизоптальномь положеши, иричемь наллке- 
в10 каждой пити раввяетса половин вфса стержня. Опредфиить, какь 
намфпитея назяжеше иити 40) волёдетве разрыва нити В? 

Озлачимз, черезь Х величину роакци пити 40 чослв уннчтоженя 
другой пити, Составямь дифференщальныя уравнешя двяжешя стержия: 


Ме" =0, Му’ = Му—^, Мо = № 


и уравпеше связи, удсрживающей точку О въ исизмфиномь разетолии 
$ оть лочни Л: 
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“ У =. 1 и 
(&,-= 4— в 6030} - (у, ата) =; 
возьмемъ вторую производную оть первой частн этого уравпеня 19 
$ п приравняемь ес пулю, носл% чего замниму: 2 4 р ©, а, п 
® — нулями, рее величиною $, а вторыя проязводлныя — равными имъ 
величиномн изъ мредыдущихь диффервищальныхь уравнешй; тогда ока- 


зкетея, что 


= Мер Е 


Примфръ 174-н. Охперодный твердый щаръ (масса 21) разрЪзань 
и& дв» поховнвы даметральлою плоскостью; дна полученные та- 
кныь образомь полущера сложены вмфолй ио плоскостямь разрЁза въ 
формф шара, обвязапы нитью и образовавиийся маръ положень па 
горизонтальную нлоскость такамь образолгь, чтобы плоскость разр®за 
была зертикальна. Въ этомъ положен давлене шара па плоскость бу- 
дозь равно его вЪеу. Опред№лить, какъ измфицтея давлеше полулеароль 
тотчасъ нослв разрза инти, которою опи обвязапы, предполагал, что 
треше между сферическими иоверхиостями и плоскостью вноли пре- 
пизствуеть скольжешую, 

Составиыъ дийферетиальныл уравнешя движешя каждаго иолуиара, 
Жъ ному приложены: енла тнжестн, реающя Х цяоскости и треше ЕЙ». 
Центрь ниерши С в 179) тощие иаходится на лиши ОМ въ 
разстоли равном - Е оть О (ем. примбръ 79, етр. 444). Момепеь 
ипершн полупара И оси 22° (перпендикулирпой кф нлоелости 
чертежа п проходящей черезь точку О) равень половин момента ннер- 
цш ифлаго мара, поэтому моменть инерции полушара (масса й) вокруг 


2 
наралхельной оси, проведенной через» цептрь С ннерши, равен+: 


м) = ме. 


5 


Андференщальныя уравнешя движешя полушара бухуть: 


ЯМ. — М и_ м 
в =, в == А, 


8 
М & о = № В. 


'Гочка О дозиь получить движелте но горизоптальшому направхе- 
Шю, ноэтому ироэкщя сл ускорошя на ось У” доджна бызь рапиа 
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пулю (у’ == 0); составимь выражоня проокщй на оси Х®"» и Уэть ус- 
корешя цептра О ниериш и выражоше ироэюйи ускореня па ос» Хоть 
точки К (#к’), иричемь иромемь во ввяммые, что угловая скорость 
равна мулю. 


3 
Я в", у =з Во", 7 2 д" В. 


При катали безъ скольжешя точка К будеть онисывать циклоилу в 
начальное похожеше А будеть точкою возврата этой циклонды, а но- 
тому #к”= 0; поэтому изъ послфднихь равепсувь и изъ дифференк:- 
альпыхь уравпенй нполучииъ; 


в (а =0, зла; 


откуда: 
120 М 403 
В = 1053 ^= 9 МБ 


слВдовалельно, нослв разрыва витн давлеве уменьщитея въ отношении 


(403 :448). 
:58 
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